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Rozsaablakok éstarsak

K észlilt a K6zoktatasi M oder nizacios K 6zalapitvany tamogatasaval (2004.
oktober)

Egy ponthalmazt (alakzatot) dGnmagaba vivé egybevagdsagok csoportot alkotnak, azaz két ilyen
egybevagosag egymasutanja (szorzata) is egybevagosdg és asszociativ (vagyis, ha a, B és vy
egybevagosagok, akkor vy(Ba) = (yB)a), tovabba minden egybevagdsagnak van inverze, ami
szintlgy egybevagosag és a képalakzatot viszi atérgyalakzatba, no meg van un. egységelem: az
identitas, amely minden pontot helyben tart.

A fenti csoportot az alakzat szimmetria-csoportjanak nevezzik. Ez |ehet folytonos vagy
diszkrét.

Folytonos. haaz alakzat barmely P pontjanak, amely atranszformécioknak nem fixpontja,
barmely kdrnyezetében van a P-nek téle killonbdz6 képe. llyen pl. a kdrlemez kdzéppontja
korlli — tetszéleges szogii — forgatasok csoportja.

Diszkrét: ellenkez6é esetben, vagyis, ha a P pontnak van olyan kdrnyezete, amelyben

P -nek egyetlen, tle kil 6nbozs képe sincs. Lasd: a kdrnek kozéppontjakordli, a2p/n (nl N)
sz0g egész tobbszordsevel torténd elforgatasai.

Egy aakzat diszkrét szimmetria-csoportjd ornamentalis (diszité) csoportnak is mondjuk.

Az eltoléds nélkili ornamentalis csoport arozetta (r ézsaablak) csoport.

A sik egybevagisagainak vizsgdlata nyoman (Lasd: A sik egybevagdsagai és atengelyes
tikrozések c. cikket (1.)) belétjuk, hogy a rozetta-csoport elemei kdzott csak egyetlen pont kordili
forgatésok, mégpedig a2p/n szdg egész tobbszordseivel torténé forgatésok szerepel hetnek,
tovabba, ha a csoport tartalmaz tengel yes tikrozést, akkor atengely az el6bbi forgaskézéppontra
illeszkedik.

1. Téte: Haacsoport tartalmaz pont kordli forgatast, akkor az csak apont kordli 2p/n széggel,
illetve ennek egész tobbszordseivel torténé forgatas lehet.

Bizonyitas: Legyen P; aforgés kdzéppontjatdl killonbdzé pont és a forgas egyméasutani
alkalmazésaval adodo —téle kilonb6zé — képel rendre: P, Ps, . . ., Py (A csoport diszkrét, tehét
egy tetszéleges pontjanak csak véges sok képe lehet.)

Nyilvanval 6, hogy P, képe a P; lesz, mivel egy-egy forgas sorén P, aP,-be, P, aPs-ba, . . ., Poa
a P,-be megy. Ezért egy-egy forgés ateljes szog n-ed részével torténik, azaz, ha O aforgas

kozepe, Ugy P1OP, x = 2p / n = P(OPy.1 x (1<k<n és n+tl=1)

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/, -1/4-




Pogats Ferenc: Rozsaablakok és tarsaik

2. Téte: A rozetta-csoportnak nincs két (killonbdzo6) kozéppont kordli valédi forgatésa.

Bizonyitas: Indirekt aton okoskodunk. Tegyuk fel, hogy az F; az O, pont koruli @1 szogi, és
az Fyegy O, pont koruli ¢, szogi elforgatés el eme a rozetta-csoportnak.

Ekkor a csoportok eleme az F»™F; FoF; forgatasok szorzatais, ami mint amér hivatkozott
cikkben islattuk, forgatas—mégpedig aforgatasok szogének dsszegével torténé forgatés —
vagy eltolés.

Mivel a1+ @2 + (-Q1) + (-02)=2pk, k € N, ezért acsoport fenti eleme vagy az identitas,
vagy egy (nem trividis) eltolés.

Haaz F,;"Fi"F,F, azidentités, akkor minden pont fixpont.
Legyen P az a pont, amelyet az F, forgatés O,-be visz. Igy P képeaz O, ,

azaz Fl(P):Oz. F S F,
Ezért F2(F1(P))=F2(02)=0;, e
\ -sl.{‘:r- ’
és ezt az Fy inverze a P-be viszi, vagyis \ ' ;  ¢

Fr i (Fo(Fo(P)))=F1(0,)=P.

Ezzel 1. abra
Fo (Fr Y (Fo(Fo(P))))=F2 (P)=P #P (1. &ra), mivel ¢, nem a 2r egész tébbszordse, tehét a P
nem fixpont, igy az F,'F1'F.F1 nem az identités, ezért csakis eltol s lehet, ami

ellentmond az eltolés-nélkilisegnek.

K ovetkezmény: Ha arozetta-csoport nem tartalmaz tengel yes tilkrozést,akkor az ilyen csoport
elemei csak egyetlen pont koriili k-2n/n sz6gii elforgatasok lesznek, amelyben 0= k = n-1
egész és n = 1 egész.

Nyilvanvald, hogy az (an+k)-(2n/n) elforgatés (a € N) azonosa k(2rn/n) szogt elforgatéssal,
igy acsoportnak n darab elemevan: F,F?,F°, ..., F"=l, ahol F akozéppont korili (2r/n)-
szogii elforgatés, és F< a k(2n/n) szogii elforgatés, mig | az identikus |eképezés.

E csoport az n-ed rendii forgascsoport vagy az n-edrendii svasztika nevet viseli. (A csoport
az un. n -edrendii ciklikus csoport egy képviselgje.) Jele: C, .

Kordbban beléttuk, hogy, ha egy csoport elemei kozott vannnak tengelyes tiukrozések, akkor
egyrészt a tengelyek kozott nem lehet két parhuzamos, hiszen az ezekre torténd tikrozések
egymasutanja eltolds, igy tehédt a tengelyek paronként metszik egymast, méasrészt a paronkénti
metszésh6l addddan ugyanazon a ponton kell valamennyi tengelynek &mennie.

Ellenkezé esetben ugyanis, ha van h&om egymast paronként kilonbdz6 pontban metszé
egyenesre tikrozés a csoportban, akkor ezek szorzata egy valodi cslszéstikrozeés is eleme a
csoportnak és ennek kétszer egymasutani  alkalmazésa dtoldst adna, mivel

(cba)(cba)=(cb)(ac)(ba)=(cb)(ca)(ba)=c(bc)a(ba)=c(ch)a(ba)=(cc)(ba)(ba)= inB
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(Felhasznaltuk aleképezések asszociativ és a merdleges egyenesekre val 0 tikrozések
szorzatdnak kommutativ voltat.)

3. Tétd: Ha a rozetta-csoport tartalmaz pont kordli forgatason kivil tengelyes tikrozést is,
akkor atengely illeszkedik aforgaskozéppontra.

Bizonyitas: Indirekt gondolkodunk. Tegyuk fel, hogy az O kdzepti ¢ (# 2rn) szbgi F
forgatas O kozepe nem illeszkedik a t tengelyre tikrozés egyenesére
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3. dbra

Mivel t az dlakzat szimmetria-tengelye, ezért O-nak erre val6 tikorképeaz O a

képalakzatnak is (tehat az eredeti alakzatnak) forgaskdzepe.

Ez pedig ellentmond 2. Tétel inknek.

A fenti dlitést Ugy isigazolhatjuk, hogy a korabban is emlitett cikk 2. és 9. tétele szerint
F(O;9)=ba (3.4bra),

teha mind a tF=tba, mind az Ft = bat acsoport eleme, és 3 egyenesre tikrozés szorzata

cslszéstikrozés, amely ami esetlinkben valodi, hiszen

altésant=0-t.
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Fenti tételeinkbol, és a mér idézett cikkben foglaltakbdl kdvetkezik a

4. Téte:

1.) Tengelyes tikrozéseket tartalmazo rozetta-csoportnak a Cy, csoport val6di részcsoport;a;
2.) A tengelyes tilkrozések tengelyeinek paronkénti hajlasszoge kn/n

0=k=nlkeN;

A tengelyestilkrozéseket is tartalmazo, Do, —nel jel6lt diéder-csoport (n = 2 esetén a
szabalyos n-sz6g szimmetriacsoportja) elemeit a C,, csoportot generd 6 F(0; 2xn/n) forgatés
egymésutdnjai, az F' (0; i2n/n) 1= i = n forgatésok ésa t tengelyre tikkrozéssel adéd6 t F
tengelyes tikrozések adjék, azaz aDo={F ; t F' } diédercsoportnak 2n eleme van.

Ugyanis akordbbi cikkiinkben foglalt 2. Tétel miatt tF = t(tt;)) = t;, ahol at; az atengely,
amelyet az O pont kordli in/n sz0gii forgatdsvisz a t tengelybe. Hasonldan, P t = (jt) t=t;,
ahol atj at-nek O kordli j n/n-szOgi elforgatottja.

A Dyn-ben tehdt n darab pont kordli forgatas ésn darab tengelyre tikrozés tald hatd.

Osszefoglalva: A rozettacsoport tehat vagy a pont koruli forgatasokbdl dl6 C, csoport,
vagy a C,-t valodi részcsoportként tartalmazo, az el6bbi elemein kivl
tengelyes tukrozéseket istartalmazé D o, csoport.

Pogéts Ferenc
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