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1. Eldszo

Ebben a cikkben Minkowskinak azon érdekes tételével foglalkozunk, mely szerint szerint egy konvex test
egyértelmiien megadhaté, ha tudjuk az oldalainak a teriiletét és az irdnyat. Magat a tételt nem bizonyitjuk,
de megmutatjuk néhany alkalmazasat, féleg a parkettazasok teriiletén.

2. Minkowski-tétel

Definicié 1 Legyen S konvex test. Allitsunk S-nek az oldallapjaira kifelé az oldallapokra merdleges, a
teriletikkel megegqyezd hosszisdgu vektorokat. Ezeknek a vektoroknak a halmazdt S stindiszndhalmazdanak
nevezziik és H(S)-sel jeloljiik.

Legyen P a konvex test egyik lapja, a ra meréleges, kifelé mutaté vektor v(P), a P lap egy pontja

—
U, a poliéder egy tetsz6leges masik pontja V. A test konvexsége pontosan azt jelenti, hogy a v(P) - UV
skalarszorzat értéke nempozitiv és pontosan akkor 0, ha V is a P lapon van.

e,(0;0;1)

V(P)=(X,3X,55%5)

1. 4bra: Lap normaélvektora és veriilete

Tétel 1 Tetszdleges S konvex test esetén H(S) elemeinek dsszege 0.

Bizonyitas: Helyezziik a testet térbeli koordinata-rendszerbe, ahol a tengelyek X7, X9, X3. Vetitsiik
S-et mer6legesen az X; tengelyre merdleges sikba (i = 1,2, ..., n) és vizsgaljuk S-nek egy P oldallapjat és P
vetiiletét. Legyen v(P) = (z1,x2,x3) a P oldallapra kifelé meréleges, a teriiletével megegyezd hosszisagu
vektor és legyen P mer6leges vetiilete P;.

Allitjuk, hogy P; teriilete |z;|. Legyen az X;-re meréleges hipersik és a P hipersikja altal bezart szog
a. A P; teriilet a P lap teriiletének (cos ar)-szorosa, s mivel ekkor v vektor és az X; sik altal bezért szog
is a, igy |x;| = |v| cos v, ami igazolja allitasunkat, hiszen a definici6 szerint |v| a P teriilete.

Erdemes a vetiiletet teriiletét el6jelesen értelmezni. Tekintsiik az X1, Xo, X3 tengelyek iranyaban 4116

e1(1;0;0),  e2(0;1;0),  e3(0;0;1)

egységvektorokat. Az
e - v = |v| cos(e;, v) (1)

skalaris szorzat el@jeles teriiletértéket ad, ami attol fiiggden pozitiv, nulla illetve negativ, hogy e; és v
szige hegyesszog, derékszog vagy tompaszog. A skalaris szorzat koordinatas alakja szerint

e v =u; (2)

Ha S minden oldallapjara 6sszegezziik az oldallapnak az X (i)-re merdleges koordinatasikra vonatkozo
elgjeles merdleges vetiiletét, akkor 0-t kapunk, mert S vetiiletének minden pontja két oldallap altal van
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lefedve és — alabb részletezziik miért — egyszer pozitiv, mésszor negativ elGjellel szamoljuk. Tehat ha
minden oldallapra dsszeadjuk z;-t, akkor is O-t kapunk. Igy a v(P) vektorok 6sszege a nullvektor, hiszen
az Osszeg minden koordinataja 0. Az allitast igazoltuk.

Megvizsgaljuk miért szerepel a vetiilet egy pontja egyszer pozitiv, egyszer negativ elGjellel. Legyen a
vetiilet egy pontja @), amely a poliéder U illetve V lapjan elhelyezkedd Qp, illetve Qy pont vetiilete. A
QuQv szakasz a poliéder két pontjat koti 6ssze. Ha u és v az U, V lapok kifelé mutaté normélvektora,
akkor a poliéder konvexsége szerint

w-QuQy <0, v QuQu < 0. (3)
Maésreszt a vetiileti sik e; normdlvektora parhuzamos a Q,Q, szakasszal, tehat (3) miatt
€; * U, és €+ v (4)
ellenkez6 elGjeld. Epp ezt akartuk igazolni (lasd a (2) dsszefiiggést).

Tétel 2 (Minkowski-tétel)

Ha adott vektorok eqy H halmaza a térben, és nincs minden vektor egy sikban, nincs két egyirdnyu vektor
és az 0sszes vektor dsszege 0, akkor pontosan egy olyan konvex S test van, amelyre H = H(S), azaz létezik
olyan S, aminek a sindiszndhalmaza H és ez az S test egyértelmd (két testet akkor tekintink kilonbozdnek,
ha eltoldssal nem vihetdk eqgymdsba).

Megjegyzés: Minkowski tétele tetszéleges dimenzidban igaz. Az n dimenzios térbeli poliéder lapjai
(n — 1) dimenziés hipersikok részei, ezeknek is értelmezhets az (n — 1) dimenzios teriilete (hossza vagy
térfogata) és a kifelé all6 normélvektora. Az n > 3 esetekben ezt nehéz elképzelniink, mig az n = 2 eset
egyszerd. Ilyenkor H(S) azon vektorok halmaza, amiket ugy kapunk, hogy S oldalaira kifelé az adott
oldallal megegyez& hossziusagu vektort allitunk.

Vs V;
v6

2. abra: Minkowski tétele 2 dimenziéban

Ebben az esetben a Minkowski-tétel kdnnyen bizonyithatd, ugyanis ha adott a 2-dimenziés vektorok
egy H halmaza, ahol nincs minden vektor egy egyenesen és a vektorok sszege 0, akkor a megfelels S-et
gy kaphatjuk meg, hogy a H vektorait egy pontba toljuk, elforgatjuk 90°-kal. Az igy kapott vektorok
koziil az egyiket kivalasztjuk majd az ezzel a vektorral bezart el§jeles szogiik szerinti névekvé sorrendben
a vektorokat egymés utan fizziik. Ekkor mivel az dsszeglik 0, igy egy sokszoget kapunk, ami konvex lesz,
mivel szogiik szerint sorban fliztiik a vektorokat egymas utan és a siindisznohalmaza H lesz.

3. A Minkowski-tétel alkalmazasai

Tétel 3 Ha egy S konvex n-dimenzids test sindisznohalmaza kézéppontosan szimmetrikus, azazv € H(S)
esetén —v € H(S), akkor S is kozéppontosan szimmetrikus.
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Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt médon, hogy S nem kdzéppontosan szimmetrikus és tiikrozziik S-et
egy tetszGleges O pontra, legyen az igy kapott test S’. Ekkor S és S’ nem viheté egymésba eltolassal,
tehat kiilonbozsk, de mivel H(S) kozéppontosan szimmetrikus, igy H(S) = H(S’), ami a Minkowski-tétel
alapjan lehetlen, mivel minden siindisznéhalmazhoz pontosan egy test létezik. Igy sziikseégképpen S ko-
zéppontosan szimmetrikus.

Megjegyzés: Ehhez hasonléan bebizonyithat6, hogy ha egy test siindisznéhalmaza rendelkezik valami-
lyen szimmetridval, akkor a test is rendelkezik ezzel a szimmetridval.

Tétel 4 Ha egy (n-dimenzids) S konvex test kiparkettdizhato véges sok kozéppontosan szimmetrikus konvex
testtel hézagmentesen és ditfedés nélkil, akkor S is kozéppontosan szimmetrikus.

Bizonyitas: Tekintsiik S egy parkettazasat, ahol a parkettdk a G = {A1, Ag, ..., A, } halmaz elemei,
ahol A; (i = 1,2,...,n) kozéppontosan szimmetrikus konvex test és a kozéppontja O;. Valasszuk ki az
S test egyik P oldallapjat és vizsgéljuk ennek egy tetsz6leges M pontjat. Tegyiik fel, hogy M az Ay
parketta hatarpontja (ha tobb ilyen parketta is van, akkor véilasszuk ki az egyiket) és legyen M; az M
pont O;p-re vonatkozoé tiikorképe (lasd a 3. abrat).

3. abra: Paralelogrammadkkal kiparkettdzott hatszog L.

Ekkor M vagy hatarpontja S-nek, vagy egy masik parkettanak is hatarpontja. Ha az utébbi teljesiil,
akkor tegyiik fel, hogy ez az A, parketta és legyen az M pont 0Os-re vonatkozo tiikorképe Ms. S igy
tovabb haladva megkapjuk az My, Mo, ..., M; véges sorozatot, ahol M; az S egy hatarpontja.

Ez a sorozat azért lesz véges, mert az My, Mo, ..., M; pontok tavolsiaga né P-t6l, igy minden parkettan
két M; pont lehet és mivel véges sok parketta van, igy a sorozat is véges lesz. Legyen G(M) azon parkettak
halmaza, amelyek kozéppontjaira tiikroztiink az M; sorozat létrehozasa kozben és nevezzik az M’ = M,
pontot az M képének S-en.

Ekkor P minden pontjahoz hozzarendeltiink egy halmazt, s szinezziik azokat a pontokat egyszintire,
amelyekhez ugyanazt a halmazt rendeltiik. Mivel G véges és G(M) € G, igy P véges sok szinnel van
szinezve, s konnyen lathatd, hogy az azonos szini pontok egy konvex tartoméanyt alkotnak. Ekkor egy
egyszind T tartoméany képe nyilvan egy T-vel egybevagd és parhuzamos T’ tartomény lesz. Ez a T’
tartomany rajta van S egy oldallapjan, ami parhuzamos lesz P-vel, s mivel S konvex, igy egyetlen P-t6l
kiilonb6z6 P-vel parhuzamos oldallapja lehet, legyen ez P’, s ekkor minden tartomany képe sziikségképpen
ezen az oldalon lesz.

P’-re is igaz, hogy minden pontjanak a képe P egy pontja, ezenkiviil két diszjunkt tartomany képe
diszjunkt marad, mivel ez a leképezés bijekcio, tehat P és P’ teriilete (hossza vagy térfogata) megegyezik,
mivel a tartomany és a képének a teriilete megegyezik. Vagyis azt kaptuk, hogy S siindisznéhalmaza
kozéppontosan szimmetrikus, igy Tétel 3 alapjan S is kdzéppontosan szimmetrikus.
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4. abra: Paralelogrammékkal kiparkettédzott hatszog II.

Megjegyzés: Ha a feltételekbdl elhagyjuk, hogy S konvex, akkor gy mar nem igaz az allitas, példaul
harom egyforma (hiper)kockat tetszéleges modon egymas mellé rakva, hogy az unidjuk egy testet alkosson,
az igy kapott test nem lesz kdzéppontosan szimmetrikus.

Az a feltétel viszont, hogy a parkették is konvexek legyenek, nem sziikséges, ugyanez a bizonyités
ebben az esetben is miikodik, apré valtoztatéasokkal.

Definicié 2 Egy (n-dimenzids) S konvex testet akkor neveziink parallelohedranak, ha az eltolt képeivel
kiparkettdzhato az (n-dimenzids) tér dtfedés nélkil hézagmentesen (a tér minden pontja valamely parketta
belsd, vagy hatdrpontja, de két parkettinak nincs kozos belsd pontja).

Nem nehéz belatni, hogy n = 2 esetén a parallelohedrédk a paralelogrammaék és a kézéppontosan
szimmetrikus hatszogek.'

Tétel 5 (Minkowski) Minden parallelohedra kézéppontosan szimmetrikus.

Bizonyitas: Legyen S egy parallelohedra és tekintsiik a tér egy tetsz6leges parkettazasat S-sel. A
parkettdzas soran ha a tér egy pontja egy parketta belsé pontja, akkor az a pont egyszeresen van lefedve,
ha hatarpont, akkor pedig legalabb kétszer kell, hogy lefedve legyen. Tekintsiik S egy tetszéleges (n — 1)-
dimenziés P oldallapjat. Ha nem lenne S-nek egy ezzel parhuzamos oldala, akkor a P és egy masik
parketta metszete legfeljebb (n — 2) dimenzi6s lehet, ha nincs koz6s belsé pontjuk, igy P pontjait nem
lehet legalabb kétszeresen lefedni. Tehat S-nek lesz egy P-vel parhuzamos oldala, legyen ez P’.

Megmutatom, hogy P és P’ oldallapok (n — 1)-dimenzios térfogata megegyezik. Tegyiik fel indirekt
modon, hogy nem igaz és legyen P (n — 1)-dimenziés térfogata k és P'-¢ z, ahol k < z és szinezziik a
parkettdk P-beli pontjait kékre, a P’-beli pontjait zoldre. Ekkor nyilvan ha a tér egy pontja szines, akkor
egyszerre kék és zold is, tehdt az m-dimenzids tér akarmilyen korlatos ponthalmazat is véalasztjuk ki, a
benne 1év6 kék és zold pontok (n — 1)-dimenzios dssztérfogata megegyezik.

Vialasszuk az egyik legegyszertibben kezelhet6 korlatos ponthalmazt, a hiperkockat és vizsgaljuk ebben
a kék és zold pontok Gssztérfogatat.

Legyen S-nek az n-dimenzids térfogata V' és foglaljuk bele S-et egy b oldala n-dimenzidés hiperkockaba,
amelynek az egyik oldallapja parhuzamos P-vel. Ertelmezziik a K, Z : RT — R7 fiiggvényeket a kovetke-
z6képpen: valasszunk ki a térben egy tetsz6leges x oldald hiperkockat, amelynek az oldalai parhuzamosak
az S-et magaba foglal6 b oldalu hiperkockaval, s legyen K(z) és Z(x) az ebben a kockaban 1évs kék és
z6ld pontok (n — 1)-dimenziés ssztérfogata. Ekkor nyilvan K (z) = Z(x).

Becsiiljitk K (x)-et feliilr6l! Az 6sszes olyan parketta, amelynek van kozos pontja az 2 oldala hiperkoc-
kaval, az benne van abban az (x + 2b) oldala hiperkockdban, amelynek az oldallapjai b tavolsagra vannak
az x oldalu hiperkocka oldallapjaitol, igy ezen parkettak szama legfeljebb
%(x +2b)"

s igy a kék pontok (n — 1)-dimenzios térfogatara

K(x) < é(:r +2b)".

'A témat érintSen lasd Reiman Istvan irdsit a Matematikai mozaikban|[?]
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P
. |
TN
X
5. abra

Most becsiiljiik Z(z)-et alulrol! Az x oldala hiperkocka minden olyan parkettat tartalmaz, amely
érinti a belsejében 16v6, az oldallapjaitol b tavolsagra 1évs (z — 2b) oldala hiperkockat, igy legalabb

1
ilyen parketta van (feltéve, hogy = > 2b). S ekkor az x oldala hiperkockdban 1évs zold pontok (n — 1)-
dimenzids Gssztérfogatara

Z(z) > %(a: —2b)".

Tehat 6sszefoglalva azt kaptuk, hogy minden x > 2b esetén
i(ac —20)" < Z(x) = K(z) < E(ac + 2b)"
v N v

am

z
—(z —2b)"
2 (z - 20)
féegyiitthatoja & > %, ami a
k
— 2b)"
=~ (z +20)
f6egyiitthatoja, igy elég nagy = esetén

z k
—(x—2b)" > = 20)"

2 (e —2)" > T (w+2b)

tehat ellentmondasra jutottunk, tehat P és P’ térfogata megegyezik. Ezt S barmely oldalara végigesi-
nalhatjuk, s ekkor megkapjuk, hogy H(S) kizéppontosan szimmetrikus, vagyis Tétel 3 alapjan S is
kdzéppontosan szimmetrikus.

Tétel 6 (Minkowski)
Ha S egy n-dimenzids parallelohedra, akkor az (n — 1)-dimenzids oldallapjai is kézéppontosan szimmetri-
kusak.

Bizonyitas: Vezessiink be néhéany jelolést: jelentse V,,(H) a H halmaz n-dimenzids térfogatat, ha ezt
lehet értelmezni.

Tegyiik fel indirekt médon, hogy S-nek van egy olyan oldallapja, ami nem kdzéppontosan szimmetri-
kus, legyen ez P. Tétel 4 alapjan S kozéppontosan szimmetrikus, igy legyen P kozéppontos tiikorképe P’.
Tekintsiink egy tetszéleges Sy parkettat és nézziik az ennek a P oldallapjat tartalmazo (n — 1)-dimenzids
hipersikot, legyen ez A. Nézziik azokat a parkettakat, amelyeknek az egyik oldallapja rajta van A-n és
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6. abra

legyen H ezen oldallapok uni6ja. Ekkor H kiparkettazhaté a P (n — 1)-dimenzids testtel és a P’-vel is,
mivel P minden pontja vagy egy P’ bels6 pontja, vagy tobb P’ hatarpontja. Ekkor H tobb osszefiiggs,
zart (nem feltétleniil korlatos) halmaz tnioja.

Mivel P nem kozéppontosan szimmetrikus, igy Tétel 3 alapjan létezik olyan @ (n — 2)-dimenzids
oldallapja, amihez nincs vele parhuzamos, vele megegyezé teriiletii oldallapja P-nek. Legyen Q* a P-ben
@-val parhuzamos oldal, s ha nincs ilyen, akkor @Q* a P-ben Q-t6l legtavolabb 1év§ pontok halmaza.

Legyen H parkettazasa P-vel ® és P'-vel ®'. Jelentse R(®) a ® parkettézasban a ) oldalak halmazat,
R*(®) pedig a Q* oldalak halmazat és jelentse R(H) a H halmaz @Q)-val ellentétes iranyt hatarololapjainak
a halmazat (azaz a lapra kifelé allitott merdleges ellentétes iranyt a Q-ra kifelé allitott merdlegessel) és
R*(H) a H halmaz Q-val megegyez6 iranyu oldallapjainak a halmazat. Ekkor nyilvin

R(®) U R(H) = R*(®) U R*(H)

és R(P)NR(H)=0¢és R*(®)NR*(H) = 0.
Elgszor tegyiik fel, hogy H korlatos, és ®@-ben k darab parketta van. Ekkor

Vn—2(R((I))) = kVn—2(Q)
és

Vn—2(R*(®)) = kVh2(Q)
vagyis az eddigieket tsszefoglalva

= Va2o(R () UR'(H)) = kVp—2(Q) + Va—a(R*(H)).

Am hogyha a @' parkettazast nézziik, akkor az is nyilvan k parkettéat tartalmaz és P'-ben a Q* kozéppontos
tikorképeképe a (Q-val megegyezd irdnyu lap, igy ugyanezeket levezetve azt kapjuk, hogy

kVa—2(Q") + Vaz(R(H)) = Vaa(R(®') UR(H)) =

= Voo (R*(®") UR*(H)) = kVy—2(Q) + Vo R*(H)),

vagyis a két egyenlGséglancot Osszevetve azt kapjuk, hogy V,,—2(Q) = V,,—2(Q™), ami ellentmondés, tehat
ebben az esetben kész vagyunk.
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7. abra

Marad az az eset, amikor H nem korlatos. Legyen O egy tetszGleges H-beli pont és legyen Hy(x) egy
O kozéppontt z oldalt (n — 1)-dimenziés hiperkocka és a H metszete. Legyen Ro(®) = Ho(x) N R(P) és
hasonloan definidljuk az R§(®) halmazt is. Az el6z6ekhez hasonléan megkaphatjuk, hogy

Vn—2(Ro(®)) + Va2(R(Ho(x))) = Va2(R5(®)) + Voo (R (Ho(x)))
¢s a @ parkettazést nézve
Vi—2(Ro(®")) + Va2(R(Ho(2))) = Va—2(R5(2")) + Via (R (Ho(2)))
vagyis a két egyenléséget dsszevetve
Vi—2(Ro(®)) + Va2 (RG(®)) = Vaa(Ro (")) + Va2 (RG(2)).

Nyilvéan feltehetjiik, hogy V,,—2(Q) > V,,—2(Q*). Legyen k(z) a legnagyobb olyan szam, hogy H akarmilyen
P-vel vagy P'-vel torténs parkettézasa esetén Hy(z) tartalmaz legalabb k(z) parkettat teljesen, s legyen
k*(xz) az a legkisebb szédm, hogy ilyen parkettézasok esetén Hy(x)-nek legfeljebb k*(z) parkettéval van
kozos pontja. Ekkor

Va—2(Ro(®)) + Va2 (RG(®)) = Va2(Q)k(x)
és

Vi—2(Ro (")) + Va2 (RG(®)) < Va2 Q)K" (2)
tehét

Vi—2(Q")k" () = Vi2(Q)k().

Ezt alakitva azt kapjuk, hogy

Vaa@) _ hla)
Vn2(Q) ~ k*(x)
ahol ‘(};‘_Q(Q*) egy 1-nél kisebb érték, mig megmutatom, hogy a :*(—(32) fliggvény x valtoztatasaval akarmilyen
1-hez kozeli értéket felvehet, ami nyilvan ellentmondana az egyenlétlenségnek.
Legyen b annak a legkisebb (n — 1)-dimenzi6s hiperkockanak az oldala, amely tartalmazza P-t és az
oldalai parhuzamosak az x oldalt hiperkocka oldalaival. Ekkor ha egy parketta benne van H-ban, akkor
érinti azt az (z — 2b) oldalu hiperkockat, aminek kozéppontja O és az oldalai b tavolsdgra vannak az x

oldalt hiperkocak oldalaitél. Igy k(z)-re definicidja alapjan

Vn—1(Ho(z — 20))
k(x) > Vo1 (P)

Ha egy parkettdnak van kozos pontja Ho(z)-szel, akkor nyilvan benne van abban az O kézépponta
(x + 2b) oldalu hiperkockdban, aminek az oldalai b téavolsdgra vannak az = oldalu hiperkocka oldalaitol,

igy azt kapjuk, hogy Vo (i )
n—1(Ho(z +

Va—1(P)

E*(z) <
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Mivel k*(x) > k(z), igy elég bizonyitani, hogy

Vi—1(Ho(x — 2b))
Vn_l(Ho(SU + Qb))

akarmilyen (1—¢)-nal nagyobb értéket felvehet megfelels x esetén, ahol e > 0. Nézziik az x = 6b, 100, ..., (4i+
2)b, ... helyettesitési értékeket (1 =1,2,...) és legyen

Vn—1(Ho(4ib))
Vn—1(Ho(4ib + 4b))

ti =

Ekkor
Vi—1(Ho(4d))

Vi—1(Ho(41b))

Legyen u = V,_1(Ho(4b)) # 0, ezenkiviil hasznaljuk, hogy Ho(z) benne van egy (n — 1)-dimenziés z
oldalt hiperkockaban, igy Ho(z) < 21, vagyis

titg.. b =

u
tito..tj_1 2> ———.
thaho1 2

Ez azt jelenti, hogy a t1, %9, ...,t;_1 szdmok koziil a legnagyobb nagyobb, mint

u
-1/

(4lbyn—1

s mivel ez a kifejezés 1-hez tart, ha [ végtelenhez, igy bebizonyitottuk, hogy k]i((?) akarmilyen 1-hez kozeli

értéket felvehet, s ezzel ellentmondasra jutottunk. Ezzel a tétel allitasa be van bizonyitva.

Definicié 3 Legyen S egy n-dimenzids konvex test aminek az (n—1)-dimenzids oldallapjai kézéppontosan
szimmetrikusak. Vilasszuk ki S egy Py oldallapjdat és annak egqy Qo (n — 2)-dimenzids lapjdt. Legyen Q1 a
Qo oldal Py kézéppontjdra vonatkozo kizéppontos tikiorképe. Tegyiik fel, hogy a Py oldal szomszédos Py-lal
Q1-ben és legyen Q2 a Q1 tikirképe Py kozéppontjdra. S igy tovdbb megkapjuk a Py, ..., Pe_1 €5 Qo, .., Qr—1
sorozatot, ahol Qy, tikorképe Pr_1 kozéppontjdra Qo. Nevezziik dvnek a Qo, Q1..., Qr_1 sorozatot és legyen
k az év hossza.

Tétel 7 (Minkowski)
Ha S egy (n > 2)-dimenzids parallelohedra, akkor minden év hossza 4 vagy 6.

Bizonyitas: Tekintsiik a tér egy tetszéleges parkettazasat S-sel és legyen W az S egy dve. Legyen A
egy 2-dimenzios sik, amely merdleges a U-ben 1év6 (d — 2) dimenzios oldallapokra, és belemtesz valamely
parketta Gvébe. Tekintsiik azokat a parkettdkat, amelyek W Ovébe belemetsz A és vetitsiik le ezeket
A-ra. Ekkor kénnyen lathato, hogy A egy parkettazasét kapjuk, s mivel csak a paralelogramma és a
kézéppontosan szimmetrikus hatszog a 2-dimenziés parallelohedrak, igy az 6v hoszza is 4 vagy 6.

Tétel 8 Ha egy n-dimenzids (n > 3) konvex S test (n — 1) dimenzids oldallapjai kézéppontosan szimmet-
rikusak, akkor az S is kézéppontosan szimmetrikus.

Bizonyitas: Az (n—2)-dimenzios F' lap esetén jelentse W(F') azon (n—1) dimenzios P lapok halmazat,
melyek egyik oldala az F-hez tartozd dévben van. Legyen Py az S egy oldallapja és legyen

H= () ¥(F).

FCPy

Ekkor H \ {FPy} # 0, ugyanis legyen F) és Fy a Py két kiilonb6z6 (n — 2)-dimenziés oldallapja, ekkor a
U(F;) N W(F,) halmaz két elemet tartalmaz, Py-t és egy masik P; lapot. Legyen P; és az Fi-hez tartozo
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Tomon Istvan: A Minkowski-tétel és alkalmazasai

8. abra

ov metszete F|, Py és az Fy-hoz tartozo ov metszete Fj. Ekkor Fy || F| és Fy || F}, igy az Fy és Iy
altal meghatarozott (n — 1)-dimenzi6s hipersik parhuzamos az F| és Fy altal kifeszitett hipersikkal, tehat
Py || Pi. S mivel S konvexitasa miatt legfeljebb egy oldallap lehet parhuzamos Pp-lal, igy barmely két
Fy, F5 C Py oldallapra

V() NY(F2) = {P, 1}

vagyis

() ¥(F)={P, P}

FCPy

S ez azt jelenti, hogy Py és P; oldalai paronként megegyeznek és parhuzamos, vagyis a Minkowski-
tétel alapjan Py és P; megegyezik, s ekkor ismét a Minkowski-tételt hasznédlva maga S is kézéppontosan
szimmetrikus.

4. Tovabbbi eredmények

Ebben a részben ezen témakor tovabbi eredményeit mutatom be bizonyitasok nélkiil.

Legyen P és @ két n-dimenzids konvex test, ekkor P és ) Blaschke-6sszegének nevezzilk azt az R
konvex testet, melyre
H(R) = H(P)U" H(Q)

ahol a * arra vonatkozik, hogy a két halmazban az egyiranyt vektorokat 6sszeadjuk. Jel6lése
R = P#Q.

Mivel H(P)-ban és H(Q)-ban is 0 az elemek Gsszege, igy H(R)-ben is, vagyis a Minkowski-tétel szerint
R létezik és egyértelmdi.

Definicio 4 Valamely P és Q konver testek esetén a Blaschke-dsszeget érzékenynek nevezzik, ha tetszd-
leges 0 < t < t' esetén az

Ry = P#tQ
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és

Ry = P#t'Q
testek pdarhuzamos oldallapjai pdronként kilonbozok, ahol tQ) a Q test egy adott pontbdl torténd t-szeres
nagyitdsdt jelols.
Tétel 9 Ha P egy n-dimenzids konvex test és QQ egy n-dimenzids szimplex, akkor n > 2 esetén a Blaschke-
osszeq érzékeny.

FEzutéan nézziink néhany tételt a parallelohedrakrol.

Definicié 5 Legyen S egy n-dimenzids parallelohedra és legyen U a tér eqy kitoltése S-sel. Az F* C S
lapot, ahol d a lap dimenzidjdt jeloli (d < n — 1), mazimdlis lapnak hivjuk, ha létezik a U kitoltésben egy
S’ parallelohedra, hogy F* = SN S'.

Példaul a kézéppontosan szimmetrikus hatszoggel vald kitoltés esetén a hatszog oldalai maximalis la-
pok, mig a cstcsai ((n-2)-dimenzios lapjai) nem azok.
Nyilvan minden maximadlis lap centralszimmetrikus, ugyanis ha S szimmmetrikézéppontja O és S’ szim-
metrikozéppontja O, akkor az S U S’ szimmetrikus az OO’ szakasz felez6pontjara, ami rajta van Fé-n,
igy erre F¢ is szimmetrikus.

Definicié 6 Ha S egy n-dimenzids parallelohedra és F? az egyik d-dimenzids lapja, akkor m(F?) annak a
szdma, hogy egy parkettdzdsban hdny parallelohedra tartalmazza F-t, s ez a szam az F¢ foka. F® indexe

pedig a v(F?%) = ﬁ szam. Az F lapot primitivnek nevezziik, ha m(F%) = n —d + 1 (ennél kevesebb

nem lehet) és maga S akkor primitiv parallelohedra, ha minden csicsa primitiv, azaz minden csics foka
d+1.

Ekkor minden (n — 1)-diemnzi6s lap maximalis és a fokuk 2. Ezenkiviil bizonyithato, hogy az (n — 2)-
dimenzidés lapok foka 4, hogyha maximaélis és 3, hogyha nem maximalis.

Ezekutan nézziik Minkowski 2. tételét:

Tétel 10 (Minkowski)
Egy (n) dimenzids parallelohedra (n — 1)-dimenzids oldallapjainak a széma nem haladja meg az

fn=202"-1)

szdmot és ez a korldt nem javithato, azaz létezik olyan parallelohedra, amelynek az oldallapjainak a szdma

In
A tétel elss fele kovetkezik az alabbi erGsebb tételbsl:

Tétel 11 Ha egy S egy n-dimenzids parallelohedra, akkor
> v(F)=2"—1.
F mazximdlisCS
Mivel minden (n — 1)-dimenziés lap maximalis és a foka 2, igy ha f] az S lapjainak a szama, akkor
~ 1
M 1= > v(F)= > w(F)+ > v(F?) > 51’;
F maximalisCS Fn-1cS Fi maximalisCS,i<n—2

tehat
fl<202" —1).
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Ezekutan nézziik, hogy hogyan kaphatunk parallelohedrdkat. Tekintsiink az n-dimenziéban egy n
vektor altal kifeszitett racsot és vegyiik a racspontok Voronoi-cellait! Egy P racspont Voronoi-celldja
azon pontok halmaza, amelyek semelyik racsponthoz sincsenek kézelebb, mint P-hez. Ezen cellak nyilvan
parallelohedrakat adnak és ezen parallelohedridkat Voronoi-parallelohedranak hivjak. Eddig még nem
bizonyitott az alabbi sejtés:

Sejtés: Minden parallelohedra affinithato Voronoi-parallelohedrdba.

Annyit mar sikeriilt bizonyitani, hogy minden primitiv parallelohedra affinithaté Voronoi-parallelohedréaba.
Nézziik mi helyzet alacsonyabb dimenziékban:

e 2-dimenziéban 2 tipus van, a paralelogramma és a kozéppontosan szimmetrikus hatszég, amelybél
a hatszdg primitiv.

e 3-dimenziéban 5 tipus van, amit Fedorov 5 parallelohedrajdnak hivunk és névszerint a paralelepi-
pedon, a kozéppontosan szimmetrikus 6-szog alapu hasab, rombikus dodekaéder (14 cstcs, 24 él, 12
lap), hatszoges dodekaéder (18 csiics, 28 €él, 12 lap) és a csonka oktaéder, ami az egyetlen primitiv

€

9. abra: Fedorov 5 parallelohedraja - az els6 hdrom

tipus 3-dimenzidéban és maximaélis lapszammal rendelkezik (24 csucs, 36 él, 14 lap).

o
-

10. abra: Fedorov 5 parallelohedraja - az utols6 kettd

e 4-dimenziéban Gsszesen 52 tipus van és ebbdl 3 primitiv, mig

e 5-dimenziéban Osszesen 222 primitiv tipus van és még nem ismert, hogy hany Voronoi-parallelohedra
létezik.
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