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El6szo

Ennek a révid osszefoglalonak a célja egy kis betekintést nydjtani a véges matematika egyik
peremvidékének szamitd kombinatorikus geometridba, azon belll is féként olyan eredményekbe,
amelyek egy-egy adott specidlis struktlra egzisztencigjat mondjak ki.

A dolgozat kiindulé pontjaként Toth Gézanak, a Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézet
munkatarsdnak, a Fazekas Mihdly Févérosi Gyakorl6 Gimnaziumban a Kardos Gyula Matematika
Verseny eredményhirdetésen elmondott eléadésa szolgdlt, akinek ez Uton is szeretnék kulon
kdszonetet mondani a lektoraasban ny(jtott segitsegéért. Az eléadas témdja az Erdés-Szekeres-
tételkor volt, amelyre mi a masodik fejezetben fogunk kitérni. Eloszor a Sylvester-Gallai-tétel
kapcsan, annak néhany kilonbozo otletet igénylé bizonyitasainak ismertetésével igyeksziink majd
szemlétetni, milyen hatalmas valtozatossagot is foglal magaban a fent emlitett téma. Ezt kdvetéen
Toth Géza el6adasa nyoman &ttérink az elébbi tételre, majd ennek apropdjan egy valgjban
dtaldnosabb egy egészen mésfajta terllet kozponti kérdéskorének szamitd eredményre, a Ramsey-
tételre.

Az &borék Mathematicailletve Corel Draw programmal késziiltek.

A cikk megirasdban Hrask6é Andras tanar Ur volt segitségemre, valamint a dolgozat |étrejottét
az Egydtt tanitunk palyazat keretében a Fazekas Oktatasi Kulturalis és Sport Alapitvany tette lehetéve.
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Sylvester-Gallai-tétel

A kombinatorikus geometriai problémdak egyik széles kérben ismert illusztris példga a Sylvester-
Gallai-tétel, amely valoszinilleg egyben a legismertebb egyenesek helyzetét targyald dlitas is. A
problémét 1893-ban J. J. Sylvester vetette fel The Educational Times c; azéta megsziint folydiratban,
am az nem ismert, hogy 6 maga bebizonyitotta-e az dlitast. A kérdést néhdny évtizeddel késbbb,
Hilbert-Cohn-Vossen ,,Anschauliche Geometric” c¢. miivének geometriai konfiguraciokrdl szolé
fejezetét olvasgatva, Erdds Pl tette fel Ujra 1933-ban, amelyre nem sokkal késbb Gallai Tibor €6 is
alt egy helyes bizonyitassal. Azdta szamtalan kivAld matematikus adott (j, az addigiaktol eltéro,
merében més szemléetti indoklast; ezek kozll elsékent targyalt L. M. Kelytél szarmazik, mely
ragyogoan szellemes; mindossze a val 0s sik metrikgjét és rendezési axiomat haszndl.

1. Allités. Barhogy is helyezkedik el n nem kollinearis pont a sikon, |étezik olyan egyenes, mely
pontosan kettst tartalmaz a pontok kdzl .

1. dbra

1.1 Bizonyitas. Legyen a pontok halmaza P={ Py, P,, ...P,} az egyenesek halmaza, pedig E={ e,
€, ... €n}. Vegylk az 6sszes lehetséges olyan { P; E} rendezett part, ahol P; nem eleme g-nek.
Vaasszuk ki ezek kozll azt a{Pg; e} part, anelynél apontnak az egyenestél mért tavolsaga a
lehet6 legkisebb. Az dllitas az, hogy e, egyenes megfelel. Ezt indirekten |&tjuk be, legyen Q az
egyenes Pqo-hoz legkozelebb 1évé pontja, tételezzik fel, hogy e, tartalmaz legaldbb héarom
pontot, ekkor ezek kozil legalabb kettd szilkségszeriien Q-hoz képest ugyanazon az oldalon
van. Legyenek ezek a pontok: P és P'’. Tegytk fel, hogy P’ Q és P’ kdzott helyezkedik 6.
(P egybe is eshet Q-val) Ekkor, az dbran lathaté médon, P’ tavolsaga Py és P’ pontok dtal
meghatarozott egyenestdl kisebb, mint Py és g, tavolséga, ami viszont ellentmondas.

A tétel eredménye azonban nem daltalanosithato tetszéleges véges sikra, erre trividis példat szolgaltat
az Ugynevezett Fano-sik, amely olyan konstrukciét mutat, amelyben a tétel nem teljesiil, enné fogva
bizonyos feltétel ek mindenképpen sziikségesek a bizonyitashoz.
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2. dbra. A Fano-sik alehet6 legkisebb, 7 pontot és 7 egyenest tartalmazo, véges projektiv sik, mely nevét Gino Fano itdiai
matematikus utan kapta. Az &bra aapjan gy tiinhet, hogy a kor alaki egyenesnek hdrom masik egyenessel két-két kdzos
pontja van, am ez ne tévesszen meg senkit, ugyanis ez csak annak tudhat6 be, hogy a Fano-sik a szaméra teljesen idegen
euklideszi viszonyok kdzott van abrézolva.

Az el6bb emlitett alapvetéen nehéz tételre tovabbi két bizonyitast is ismertetiink, abban a reményben,
hogy igy majd mindenki képes lesz megtaldni a szamara legszimpatikusabbat. Nem is beszélve arrdl,
hogy ugyanarra a tételre adott elviekben kilénb6zé megoldasok a problémét egy mésik nézépontbdl
mutatjak, ezzel ravilégitva merében més kapcsolatokra is. A kovetkezd bizonyitas egy igen fontos
lépése az, hogy a problémét visszavezetjik egy kdnnyebben kezelhetd, egyszeriibb probléméra, a
szerepl 6k megcserélésével. Ehhez definiadnunk kell a duaizalést: ez egy illeszkedés-tartd |eképzés az
egyik sik pontjaibdl a masik sik pontjaiba, vagyis az elsd sikon egy pont akkor és csak akkor
illeszkedik egy egyenesre, haa mésodik sikon a kép-egyenes illeszkedik a kép-pontra.

1.2 Bizonyitas. Legyen a val6s euklideszi sikon adott pontoknak egy L, egyeneseknek, pedig egy
P véges hamaza. A hamazok elemeit duaizaljuk; kolcsontsen egyértelmii megfeleltetést
létesitlink pontok és egyenesek kozott. A bizonyitandd dlitas ekkor a kovetkezoképpen
hangzik: Létezik olyan pont, amelyen pontosan ketts egyenes halad &t.

3. dbra Az adbran, egy példan keresztlll, a dualizalast szemléltetjik, amely projektiv transzformécid. Megfeleltetiink egy
egyenest egy pontnak, Ugy, hogy a ponton athaladd egyenesek, most az egyenesen 1évé pontok lesznek. A piros nyilak ilyen
konkrét hozzérendeléseket mutatnak. Beldthato, hogy ilyen bijekcié mindig lehetséges. Meg kell jegyezni, hogy az (j
struktdraban csak az igy kapott egyeneseket tekintjik tényleges egyenesnek, vagyis itt nem feltétlendl igaz, hogy barmely két
pontotegyenes kot 6ssze, azonban fenndll az, hogy béarmely két egyenes metszéspontja pont.
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Mivel a kiindul6 struktarara igaz volt, hogy nem kollineéris, igy a kapott elrendezésiinkben
fenndll az, hogy az dsszes egyenes nem halad & egy ponton. Ekkor biztosan van egy P; és egy
& egyenes, amik nem illeszkednek, az el6bbi fetétel miatt, tovabba P; ponton legaldbb 3
egyenes éthalad, kuldnben készen lennénk. Legyenek ezek az egyenesek e; e, e;, abban a
sorrendben, ahogy -6t metszik. Az ey, &, e; egyenesek altal hatérolt haromszog cslicsai P,
Ps, Ps.

4, dbra

e, metszi et P4-ben, a zart sikrészt két részre bontva. Ps-en ekkor két egyenes halad &, igy
nyugodtan feltehetjik, hogy eleme egy e egyenesnek is, kil énben készen lennénk. e egyenes
ismét két részre bont egy mér meglévé zart sikrészt, mikdzben metsz egy Ujabb egyenest Ps-
ben. Ps-re az €l6z6 érvel ést alkalmazva megkapjuk Pe-ot, és ezt igy folytathatjuk, de tekintetbe
véve, hogy akiindulé halmazaink véges halmazok, egyszer az eljaras véget ér, és akkor adott
lesz egy olyan Py pont, amelyen pontosan két egyenes halad &t.

A soron kovetkez6 bizonyitas Norman Steenrodtdl szarmazik, 1944-bsl. Euler-formula
felhaszndlasaval egy meglepden egyszerii és elegans bizonyitast ad a Sylvester-Gallai tételre.

1.3 Bizonyitas. A bizonyitds elsd lépéseként egy lemmé latunk be, amely az Euler-féle
poliédertétel sikgrafokra megfogalmazott valtozaténak (Euler-formula) egyegyszerii, é@m
hasznos kévetkezményét mondjaki:

2. Allitas. Legyen G nemirres, egyszerii sikbeli graf. Ekkor G-nek van legfeljebb 6étodfoka csticsa

2.1 Bizonyitas. Az dtaldnossag megsértése nélkill feltehets, hogy G Osszefliggs. Ilyen sikba
rajzolhat6 grafokra érvényes az Euler-formula: c+l=e+2 (ahol ¢ a csicsok, | a tartomanyok
és e az élek szdma). A tartoményok szama felirhat6 a kovetkezéképpen:

=1, +1, +1. +1 =3
_3+4+5+6+"'_a i
i=3

2e=3,+4l, +5l; +6l,+..= § K,
k=3

l-val jeldljik azoknak a tartoméanyoknak a szamét, amelyeket k é hatarol. Mivel G egyszertii,
ezért egy tartomanyt legaldbb hdrom é hatérol. Kettés leszdmldés modszerét alkalmazva
kapjuk az élek szamara a masodik Osszefliggést. Ezekbol: 2e-313 0. Ebbdl egyuttal azonnal
kovetkezik 2), Euler-formulét alkalmazva: 3n- 6=3e- 3/ % e
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Ha minden csucs foka (d;) legalabb 6 lenne, akkor:

n n
2e=Q d,* § 6=6n
1 1

e3 3n

Ami viszont ellentmond az el6z6 dsszefliggésnek.

Most, hogy a kotelez6 formasagokon tulestiink, visszatérhetink a tétel harmadik
bizonyitasahoz, amely formabonté az eddigiekhez képes olyan szempontbdl, hogy a valos
sikbdl kilépve egy egészen mas kdrnyezetben oldja meg a problémét.

L étesitsiink megfeleltetést az R sik és az S gdmbfelszin kdzott oly modon, hogy a val6s sik
pontjia a gombfelllet &ellenes pontjai, mig az adott pontokat ©Gsszekdté egyenesek a
pontoknak megfeleltetett pontpérokat dsszekoté gombi fokorok legyenek. Ekkor a Sylvester-
Gallai tétel a kdvetkezéképpen fogal mazhatjuk meg:

Legyen adva S-en n 3 3 nem egy fékoron 1évs atellenes pontpér. Ekkor, van olyan
fokor, amely pontosan két ilyen atellenes pontpért tartalmaz.

Ezt kovetéen ismé dualizdlast akamazunk a struktardn: minden aellenes pontpart
azonositsunk az Gket Gsszekoté egyenesre merdleges gombi fokorre. Azaz +pl S pontok
helyett tekintsilk azokat a koroket, amelyeket a kovetkez6 dsszefliggés definid:

C, ={xI S?:(x,p)=0}

5. dbra. Az R? sikot bedgyazzuk a hdromdimenzids euklideszi térbe, majd leképezzitk az S gombfeltletre a pontokat és az
egyeneseket. Ezt kdvetéen dualizdljuk a szerkezetet.
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Ekkor atétel a kovetkezd formét olti:

Legyen adva S™-en n 3 3 nem egy ponton atmend fokor. Ekkor van olyan pont, amely
pontosan két ilyen fékoron van rajta.

Ezen a ponton tudjuk akamazni az el6bb bebizonyitott alitést, ugyanis a fokorok
elhelyezkedése egy sikba rajzolhaté gréfot hataroz meg, amelynek a csicsai a fokorok
metszéspontjai, és amelyre igaz az, hogy minden pontjanak a foka paros és legaldbb 4. 1)
értelmében sziikségszerii, hogy legyen olyan pontja, amelynek a foka legfeljebb 4. Ezzel € is
jutottunk a bizonyitani kivant tételhez.

0

Az eddigiekben egy ismert példan keresztil probdtuk meg szemléltetni, hogy mekkora
valtozatossagot tartogat még egy ilyen egyszeriien megfogalmazhat6, empirikusan is aaamasztott
alitas. Létezik ezeken kivil a tételre sok egyéb bizonyités, példaul melléztik maganak Gallainak a
bizonyitasat is, de a fliggelékben szerepelnek majd a cikkek, ahol ezek kozil levezetések kozlil
tovébbi néhany € is érheté. Most azonban, vizsgaljuk még meg azt, hogy ebbdl a kérdésbél kiindulva
milyen egyéb kérdések mertlhetnek fel. Sylvester-Gallai-tétel kapcsan rogtén meg is emlithetjik
Erdds Palnak és Nicolaas G. de Bruijnnak egy tételét, amely trividlisan kovetkezik az eddigiekbdl. Az
egyszeriiség kedvéért nevezziink egy egyenest kdzonséges egyenesnek, ha a megadott pontok kozdil
pontosan kettén megy at. (és egy pontot kézonséges pontnak, ha rajta pontosan ketté egyenes halad
keresztil) Az el6bb hosszasan téargyalt tétel a kozonséges egyenes létezését mondja ki, azonban
logikusan merll fel az a kérdés is, hogy mennyi egyenes is van egy adott nagysagu ponthamaz
esetén? Ha a pontok dtaldanos helyzetben vannak, akkor viszonylag kénnyii megmondani a vélaszt,
hiszen ahdny mddon ki tudunk véasztani a pontok kozil kettét, annyi van, mivel minden ilyen

kételemii részhalmaz egy kilon egyenest haté&roz meg. Vagyis n dtalanos helyzetii pont a sikon ?2]2
2

egyenest determinal. De mi a helyzet dtaldban? Ilyen esetekre ad egy als6 becdést az Erdds-de
Bruijn-tétel.

3. Allitas. Legyen H, n nem egy egyenesen fekvé pont halmaza a sikon. Ekkor a legaldbb két
ponton atmend egyenesek szama legal dbb n.

3.1 Bizonyitas. n = 3 esetén az dlités trividis. Az indukcié bézisa adott, folytassuk hét n szerinti
teljes indukcidval, felhaszndlva a mar belétott eredmeényeket. Legyen adva pontoknak egy H,
egyeneseknek egy L halmaza, ahol-Hg= n+1. Ekkor Sylvester-Gallai-tétel miatt $ Iy, amely |y
egyenesen pontosan két pont, P; és P, van. Ezek kozil elhagyjuk P;-et, ekkor kapjuk H’
halmazt és L' halmazt és két eset dll fenn: az 6sszes megmaradt pont egy egyenesen van vagy
nem. Az elsb esetben ez azt jelenti, hogy a kiindul 6 struktirank Ggy nézett ki, hogy n pont egy
egyenesen taldhatd ésP; helyezkedik e azon kivil. Ebben az elrendezésben pontosan n+1
egyenes van, tehdt =L¢ = n+1. Ha P’ pontja nincsenek egy egyenesen, akkor az indukcios
feltevésiink alapjan:<L’¢3 n, amibdl viszont kdvetkezik, hogy L¢3 n+1.

0

Folytatva ezt a kérdéskort, most |ényegében ugyanennek a problémanak egy altalanositésat targyaljuk,
amely dlitasat tekintve megegyezik az €l6z6 tétellel, csak dtalanosabban mondja ki azt: tetszéleges
pont-egyenes struktlrara igaz megdllapitast tesz. E tételt Hanani bizonyitotta be el 6sz6r 1938-ban, am
az 6 bizonyitasa csak 1951-ben jelent meg és téle fliggetlentl Erdés PAl és N. G. de Bruijn 1948-ban
publikdltdk a tétel teljes bizonyitasdt. A kovetkezdé igazén frappéans bizonyitas J. H. Conwaytdl
sz&rmazik.

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -7124-



Hoksza Zsolt: Kombinatorikus geometria és Ramsey-tétel

4. Allités. Legyen adva P v 3 3 dlemi halmaz és By, B,, ...B, legyenek P valamely valodi
legalabb kételemii részhalmazai Ugy, hogy P barmely két elemé pontosan egy B; halmaz
tartalmazza. Hab>1, akkor b3 v.

4.1 BizonyitasiPi=v. xI P, r, az x pont fokszama, amely megmutatja, hogy hany blokk
tartalmazza, Kg, pedig a B blokk mérete, vagyis az adott blokk elemszama. Legyen L olyan
blokk, ahol xI L. Tegyik fel, hogy v > b. Ez esetén r, > K, ugyanis legyen L két tetszdleges
demy és z (xy) part tartamazza B,, (x,2) part, pedig B,. B, # B,, mivel ekkor (y,2) par két
blokkban is szerepelne. Ekkor fenndlinak a kévetkezd egyenl 6tlenségek:

bv- K. )* v(b- r,)

1=aa
x L

Mivel az egyenldtlenség két oldaldn egyenlé mennyiségek szerepelnek igy a koztik |évo
relécio csak egyenl 6ség |ehet, azaz v > b feltevés csak akkor teljesiilhet, hav = b.

0

Ezzel be is lattuk az altalanositott Erdés-de Bruijn-tételt, amelyet ha kicsit afogalmazunk a szerepl 6k
megcserélésével, akkor ahhoz az dllitashoz jutunk, hogy:

Ha a K, teljes grafot m K,-tsl kildnbdzs Klikkre bontjuk fd gy, hogy minden é
pontosan egy klikkben van benne, akkor m3 n.

Ha megfeldtetjik P halmaz elemeit K, cslcsainak, az B; halmazokat, pedig a klikkeknek, akkor
nyilvanvald, hogy a két dlitas ekvivalens, és az el6bb elmondottak alapjan az is, hogy ez a
megfogalmazas is helytallo. Egy egyszerii geometriai problémabol (Sylvester-Gallai-tétel) kiindulva
éjutottunk oda, hogy teljes gréfok felbontasardl is tudunk allitasokat megfogalmazni. Visszatérve a
sikbeli egyenesekhez —pér tovabbi eredmény ismertetése végett— vilagos, hogy ez az n alsd becslés
nem javithatd, erre maga a bizonyitéas ad pédé, mivel ha n-1 pont van egy egyenesen és az n. pont,
pedig nincs rajta, akkor ebben az elrendezésben pontosan n egyenest hatdroznak meg a pontok.
Azonban ennd tobbet is eemondhatunk a meghatarozott egyenesek szamardl, ha a struktirardl tobb
informacioval rendelkeziink. Ezzel kapcsolatban Kelly és Moser |&tott be egy dtalanosabb eredményt:

5. Allitas Adott a valés sikon n pont, amelyekre igaz, hogy legfeljebb n-k van kozilik egy
egyenesen, tovabba n és k szamok viszonyaban fennall az is, hogy: n3 %(S[Bk - 2]2 + 3k - 1)

akkor a meghatér ozott egyenesek szama legalabb kn - %(Sk +2)(k - 1)

Ez a korlét ebben az esetben sem javithatd, vagyis mutathaté olyan elrendezés, amelyben pontosan
ennyi a meghatérozott egyenesek szama. Azonban még vannak nyitott kérdések, erre a problémara
még megoldatlan a kdvetkezo sgjtés: Létezik-e olyan ¢ allando (mely k-t6l és n-tél fliggetlen), hogy ha
az n pont kdzll legfeljebb n-k van egy egyenesen, akkor a determindlt egyenesek szdma nagyobb, mint
ckn. A tovabbiakban kdzonséges egyenesnek nevezzilk az olyan egyeneseket, amelyek pontosan két
pontot tartalmaznak. Hasonl6an érdekes kérdések merliinek fel, ha nem pusztén az egyenesek, hanem
a kdzdnséges egyenesek szamat vesszilk alapul. Ehhez a téméhoz kétheté legkordbbi eredmény maga
a Sylvester-Gallai-tétel volt, ugyanis az kimondja a kdzonséges egyenesek egzisztencigét tetszéleges
pont- és egyeneshalmazra. Legyen k pontot tartalmazé egyenesek szama t,, vaamint t,(n) a
kozonséges egyenesek minimélis mennyisége. Az el6z6ekbdl |éatszik, hogy projektiv dualizalast
akalmazva ugyanezeket a jel 6l éseket alkalmazhatjuk pontokrais, vagyis,t, lehet egylttal azon pontok
szama, amelyeken pontosan k db egyenes halad &. E. Melchior 1940-ben megmutatta, hogy minden
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ponthalmaz tartalmaz legaldbb 3 kdzonséges egyenest, valamint ennél valamivel tobbet is tudott
mondani:

6. Allitast,3 3+3Q (k- 3,

k3 4

Egyenléség dl fenn példaul akkor, ha pontosan n db egyenest tartalmaz a struktira az elébb leirt
maodon, ez trividlisan kdvetkezik. Tobb sgtést is megfogalmaztak méar ebben a problémakdrben,
tébbek kozott Theodore Motzkin belétta, hogy t,(n) > v/n, mig G. Dirac egyik sejtése az volt ezzel
kapcsolatban, hogy t,(n) > [n/2], ahol a [X] azt a legnagyobb pozitiv egész szamot jeldli, amely még
kisebb, mint x. 1958-ban Kelly és Moser mutatott fel () eredményt, mikor bebizonyitottak, hogy to(n)
> 3n/7. Ezen az eredményen javitott J. Csima és E. Sawyer, mikor megmutatték, hogy t»(n) > 6n/13is
fennall, kivétel az n = 7 esetet, amikor t,(7) = 3. Boroczky Kéaroly megmutatta, hogy t,(n) < n/2, han
paros és ty(n) < 3k, han = 4k+1 vagy n = 4k+3. A paros felsé becslésnek az alsd korlat kérulbelul a
92,31%-a, vagyis viszonylag kozel allnak egyméashoz.

Egy mésik hirestételt is emlitenénk ennek arésznek a végén, amelyet ugyan szoros szélak nem fiiznek
az eddigiekhez, azonban <szintén az egyenesek helyzetét targyaja, am meglehetésen
megfoghatatlannak tiing tulajdonsagra apelldlva. A probléménak ismét van magyar vonatkozasa, mivel
P. R. Scott 1970-bdél sz&rmazd segjtésére Ung&r Péter adott tobbek kozott egy nagyon elegans
megoldast J. E. Goodman és R. Pollack addig elért részeredményeire alapozva.

7. Allitas Minden n > 3 pont a sikon, melyek nincsenek mind egy egyenesen legalabb n-1
kil 6nb6zs iranyt meghataroznak, és egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiilhet, han > 5 és
paratlan.

A Scott ata felvetett probléma dtalanosithatdé magasabb dimenzidba is. 2004-ben egy viszonylag
hosszabb cikkben Pach Janos, Rom Pinchasi és Micha Sharir megoldjak a 3-dimenziés valtozatot és
magasabb dimenziokra sejtéseket fogalmaznak meg.

8. Allitas Minden 6 < n pontbdl &ll6 halmaz R® térben, amely n pont nincs mind egy sikban. P
halmaz pontjait dsszekbtd egyenesek legaldbb 2n-7 kilonbozs iranyt meghataroznak, ha n
paros, és legaldbb 2n-5 iranyt, ha n péaratlan, amely korlat éles minden 5-nél nagyobb
paratlan szanmra.

6. dbra Egy 7-dleml hamaz, amely atétel szerint az optimédlis esetnek megfelel 6en hatdroz meg 9 (2n-5) irényt.
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Erdos-Szekeres-tétel

To6th Géza el dadasa nyoman

Miel6tt belevidgnank a tétel matematikai térgyalasaba, taldn célszerti egy rovid idére, a probléma
eredetére is kitérni. A torténet az 1930-as években kezdsdott, amikor is pesti egyetemistak egy kis
csoportja a szokéasukhoz hiven dsszegyiilt a V arosligetben, az Anonymus-szobornal (innen is kapta a
tarsasag a nevét), és a vilag nagy dolgait vitattdk meg egyméssal és néha-néha szoba kerlit a
matematika is, hiszen a csoport tagjai kozoétt olyan nevek is szerepeltek, mint: Klein Eszter, Gallai
Tibor, Szekeres Gyorgy, Turan Pal és végul de nem utolsd sorban Erdés Pal. Mindannyikban k6zds
volt a matematika hatartalan szeretete, és ez is hozta ket igazan dssze, mivel kordbban, kdzépiskolai
éveik alatt mindannyian a K6zépiskolai Matematikai Lapok legkiva ébb megolddinak szamitottak. A
koztik lévé kapcsolatok végll idével, életre sz0l6 bardtsagga érldédtek, valamint Klein Eszter és
Szekeres Gyorgy késdbb dssze is hazasodtak. (Ezt ihlette ebben a fejezetben targyalandd tétel gyakori
Happy End-probléma el nevezését)

Az egyik OsszejOvetel Ukre Klein Eszter a kdvetkezo észrevétellel érkezett:

9. Allitas. Ot pont, amelyek kozil semelyik harom sincsen egy egyenesen, a sikon meghatéaroz
egy konvex négyszoget.

9.1 Bizonyitas. Ennek a bizonyitasa roppant egyszerii, rutin feladat. Ha a ponthalmaz konvex
burka legaldbb négy pontbdl &l, akkor adott a konvex négyszdg és készen vagyunk. Ha a
konvex burok harom pontbdl al, akkor a belsé két pont dtal meghatarozott egyenes egyik
oldalan lesz két pont, az a ketté meg a belsb ketté szintén konvex négyszoget alkot.

0

A feladat gyors megoldasa utén hamar bele is kezdtek annak altalanositasdba. Ennek targyal dsdhoz
bevezetnénk egy-két egyszeriibb definiciét: Egy ponthalmaz konvex helyzetben van, ha a ponthalmaz
megegyezik a konvex burkaval és egy ponthalmaz altalanos helyzetii, ha semelyik harom pontja nincs
egy egyenesen. Felmerlil a kérdés, vajon minden n-hez |étezik-e olyan, elegendéen nagy ponthal maz,
amiben taldhat6 n pont konvex helyzetben? Makai Endre és Turan PA megmutattak, hogy 5 esetén
létezik, és ebben az esetben az elegendden nagy 9 pontot jeldl. Végll a probléma elegans megol dasat
Erdds Pal és Szekeres Gydrgy mutatta meg, valamint becdést is adtak ez imént emlitett ,, elegendden
nagyra’. A kovetkezékben ismertetjik Erdos és Szekeres gondolatmenetét, amellyel megad egy felsé
korlatot, vagyis amellyel egyuttal bizonyitja is a kérdéses nagy ponthalmaz egzisztencigjat. Ehhez
azonban tovabbi definicidkra van sziikségiink.

Rogzitsink a sikban egy (x, y) koordindtarendszert. Tekintsik a H={ps, p2, Ps...pm} ponthalmazt,
amelyben az elemek az abszcisszguk szerint vannak rendezve, ndvekvé sorrendben. Nevezzik H
halmazt hegynek, amennyiben minden p; (1<i<m) pontja a py.pxpontparok atal meghatarozott
egyenesek alatt helyezkedik el, és volgynek abban az esetben, ha py.1p, egyenesek felett. ki [1,2... m]
Jeldlje f(k, 1) alegkisebb olyan szamot, amely elemszamu ponthalmazban taldhatd vagy egy k-elemii
hegy vagy egy |-elemii volgy. EQy masik aternativ, de egyenértékii definicid a kdvetkezo:

Ya- Y1 .Y~ Y2 > > Yn- ¥n1

Rendezett p pontok n-hegyet alkotnak:
Xp- % X3- X Xn = Xn-1

Rendezett p pontok n-volgyet akotnak; Y2~ Y1 < Ys= Y2 o Y Yns
Xp= % X=X Xn = Xn-1

Trividisan latszik, hogy ezek is konvex halmazok. Na mér most az el 6készill eteket megtéve rétérnénk
atétel bizonyitaséra.
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10. Allités. " n > 4 poztiv egész szanra igaz, hogy |étezik olyan f(n) szam, hogy minden legal abb
f(n) elem altalanos helyzetii ponthalmazban talalhat6 n pont konvex helyzetben.

10.1 Bizonyitas. Nyilvanvalo, hogy f(n) £ f(nn), mivel az el6bb definidlt hegyek, illetve
volgyek konvex halmazok. Trividis az is, hogy f(2, I)=f(k, 2)=2. A kovetkezd rekurzio
beldtésival kezdink:

f(k,1)£ f(k-211)+ f(k,I-1)-1

Ehhez vegylnk annyi pontot, mint amennyi a jobb oldalon van, ezen pontok halmaza H, és
megmutatjuk, hogy ebben a halmazban talahat6 egy k-hegy vagy egy |-volgy. Jeldlje P az
Osszes |lehetséges (k-1)-elemii hegy bal végpontjainak a halmazét. Ekkor két eset dl €6,
aszerint, hogy P halmaz mekkora.

Ha |P|< f(k,I - 1), akkor nyilvan |H/P|3 f(k- 11). Figyelembe véve, hogy H/P nem
tartalmaz (k-1)-hegyet, mivel kiszedtik az 6sszes hegy egyik elemét, ezért tartalmaz |-elemii
volgyet, vagyis az dlitas teljesll.

Vagyis feltenetj ik, hogy |P|2 f(k,I - 1), ekkor viszont taldlhaté egy (I-1)-vélgy is, (hak-hegy
taldhat6, akkor készen vagyunk) nevezzik ezt a halmazt P;-nek. Ennek a jobb szélsé pontja
egyUttal egy hegynek a bal vége is, amely hegyet nevezziink P,-nek. Ez azt jelenti, hogy vagy
P, utolsd el6tti pontja egésziti ki P,-t k-elemii hegyre, vagy P, méasodik pontja P;-et |-elemii
volgyre.

Ezzel arekurziét belattuk, amibsl azonban kovetkezik az eredeti dlitas is, hiszen azt vissza
tudjuk vezetni tetszéleges k és | esetén akiindul  értékekre.

-

7

Q
.

o il

7. dbra P, halmazt pirossal, mig P, halmazt kékkel tuntettik fel. A szaggatott vonalak a két lehetséges bovitést mutatjak,
attdl fliggbéen, hogy a P halmazokat 6sszekttdé pont Q'-nek vagy Q-nak megfelel helyzetben van-e.

Azonban ez a gondolatmenet tdbbet is rejt magaban, mint, amit mi kihasznaltunk. Egy picit jobban
megnézve egy konkrét becs ésis kovetkezik ebbdl.
" n- 40
11. Allitas.  (n) EEQ 941
n-2g

111 Bizonyitas. A fenti dlitas Erdés PA és Szekeres Gyorgy k6zos munkdja, amelyet
egytt fedeztek fel az el6z6 bizonyitéssal és, ahogy I&ni fogjuk, valdban szoros kapcsolatban
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al vele, olyannyira, hogy els6 fontos Iépés a kovetkezé egyenléség belatdsa, amelyben a
rekurzi6 lesz a segitségiinkre:
ak+1- 40 . alk+l- 40

0
I+ =+1,ahol k, | 3
k-2 % gl_zﬁ aho 3

f(k,1)=
Ehhez k+| szerinti teljes indukciot alkamazunk az el6bb emlitett rekurzios formula aapjan.
Legyenek k, | 3 4, olyan egész szamok, amelyeknél k+|I minimdlis és az alitast még nem
bi zonyitottuk rgjuk.

f(k,I)E f(k-211)+ f(kI-12)-1
Az indukci6s feltevést figyelembe véve azonossagokat felhasznalva azonnal kapjuk, hogy:

ai+1-50 ak+|-50 ~_ak+l-40
f(k,l)Eg k-3 E'+g . g+1—g K- 2 E+1

Ezzel az dllités el felét be is lttuk, hogy: f(k,|)£§‘:' '24%1

R
Az egyenléség beldasdhoz eodlitunk egy halmazt. Tegylk fel, hogy mér sikerilt
megkonstrudnunk egy olyan P; halmazt, amelyben nincsen sem (k-1)-elemii hegy sem I-
volgy, illetve, egy olyan elemii P, hamazt, amelyben, pedig sem k-hegy, sem (I-1)-elemi
volgy nem taldhat6, valamint:

ak1-50 gkt 50
|P1|—§ K- 3 geS|P2|—g k-2 3

8. dbra Az dbrén a bizonyitasban leirt elrendezést szemléltetjik. P, halmaz minden pontpérja dltal meghatérozott egyenes P,
felett, mig P, minden pontpérja dtal meghatérozott P, alatt halad.
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Helyezzik el a P; hamazt az y-tengelytél bara, a P, halmazt, pedig a jobbra, és vigylk P,
halmaz ald annyival, hogy az 6sszes P, pontparjai dta meghatérozott egyenes P, halmaz felett
haladjon, az 6sszes P,-beli pontparok altal determindltak, pedig P; aatt. A ké& hamaz
egyesitéseként el6dlé Py halmazban, ha egy hegy tartalmazza P; egy pontjét, akkor P,-ben
mar csak egy pontja lehet, és hasonldan, ha egy volgy tartalmazza P, egy pontjét, akkor P;-
ben lehet csak egy pontja. Po-ban nincsen se k-hegy se |-volgy; ebbdl és az alapfeltevésekbol
kovetkezik, hogy:

+1- 46
(kl) |Po|+1= gk ) ral

Ebbdl és az €l6z6 levezetéshsl kovetkezik mér az egyenléség, és kimondhatjuk Erdésék
becd ését:

f( )£ f(n n gﬁnn- 49+1

A bizonyitas alapgondolata rendkivil szép és tanulsdgos, &m egyszerii, amely tikrozi is egyutta a
téma jellegét. A felsé becdésiik ,egyszeriisége” ellenére, a mai napig (2010) nem sikeriilt még
lényegesen javitani azt. Tulgjdonképpen kozel hatvan évig nem is tortént vatozas e tekintetben,
egészen addig, mig Ronald Graham az Amerikai Matematikai Térsasag korabbi elntke és felesége, a
szintén hires matematikus, Fan Chung javitani nem volt képes rata. Az aabbi révid tablazat
osszefoglaljaaz eddigi eredményeket:

Datum Szer z6k Eredmény

A¢
1935  ErdésPa, SzekeresGyorgy  f(n)£ ggnn 2% 9+1

a2n - 4¢
1998  Ron Graham, FanChung  f(n)£ n” N 0
a
. . . an- 4
1998  Daniel Kleitman, Lior Pahter  f(n )Egnn 23 9+7-2n
5¢
1998 Pavel Valtr, TothGéza  f(n)£ EQ” O
n-2g
. . a2n - 5¢
2005 Pavel Valtr, Téth Géza f(n)£ e 941
2

Amint |athaté szamos probakozas volt, am |ényeges javitas nem tdrtént. Jelentds el6rel épést jelentett
az észrevétel, hogy a fenti érvelésben kitlintetett szerepet jatsz6 (x, y) koordindarendszert
tetszélegesen valaszthatjuk. A felsé korld mindegyik esetben exponencidlisan né, ahogy n tart a
végtelenbe. A fenti javitdsok kozil még egyet ismertetnénk, Téth Géza és Pavel Valtr 1998-as
bizonyitasat:
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12. Allitas. f(n)£ ga@n 259+2
"o

12.1 Bizonyités. Legyen P dtaldnos helyzetii konvex ponthalmaz a sikon. Legyen tovébba
a, P konvex burkénak egy pontja. Legyen b egy P konvex burkan kivil esé olyan pont,
amelyre fenndll, hogy P/{a} pontok &tal meghatarozott egyik egyenes sem metszi ab
szakaszt. VVéglil legyen | egy egyenes, amelynek eleme b és nem érinti a konvex burkot.

9. abra Az &brén a projektiv transzformaciot szemléltetjik, a, a bal oldali P konvex halmaznak, a feltételeknek eleget tevs
egyik pontja, |, pedig a kérdéses egyenes, amelyet a végtelenbe visziink, és igy végeredményiil a jobb oldali dbrat kapjuk,
ahol P’ a P halmaz képe a transzformaci 6t kbvetéen.

Alkalmazzunk egy projektiv transzforméciét, ami | egyenest a végtelenbe viszi, mikézben ab
szakasz egy v lefelé mutatd félegyenes lesz és P-bél egy P° halmazt kapunk. Mivel a
transzformalt egyenes nem érintette a konvex burkot, igy a részhamazok konvexitésai
véltozatlanok maradnak: H’' | P’ konvex akkor, és csak akkor, ha H | P halmaz is konvex
volt. Abbdl kifolydlag, hogy b pontot igy véasztottuk meg, P'/{a'} pontparjai alta
meghatérozott egyenesek egyike sem metszi v-t. Vagyis, a P'/{a'} ponthamaz barmely m-
hegye kiegészitheté a’-vel egy konvex (mt+1)-elemiive. (Az &taldnossdg megsértése nélkil
nyugodtan felteheté, hogy v egybeesik y tengely negativ félegyenesével) Ezek alapjan, ha
P'/{a'} tatdmaz egy (n-1)-hegyet vagy egy n-volgyet, akkor készen vagyunk, vagyis az
el6z6ek alapjan:
aa§1+ 46 a&n- 50 an- 50
|P/{a}|£fnn 1—% gn_z;l |P|£gn_23+2

Eddig sz0 esett a felsé becsések mér a kilonbozo javitésairdl is, de még barmiféle alsod becsléssel
adosak vagyunk. Ez azért tortént igy, mert ajelenlegi dtalanos sgjtés az, hogy az al sdbecsl és egyben a
megoldést is jelenti, igy jobbnak I&tuk a végére hagyni &m igy is csak vazlatosan térlink ki ra és
inkabb csak a konstrukci6 feltletes ismertetésére koncentra unk.
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13. Allités. 2" 2 +1£ f(n)

8.1 Bizonyitasban leirtak értelmében fenndl: " i:0£i£n-2 van olyan gﬂl 22 elemii dtaldnos
2
helyzeti P; halmaz, amelyben nincs se (n-i)-hegy, se (i+2)-volgy. Tegyuk fel tovébba, hogy P
pontparjait 6sszek6té egyenesek meredeksége -p/4 és p/4 kozé esik, mivel ha ez nincs igy, akkor
alkalmazhatunk meréleges affinitést. Ezt kovetéen tekintsik az origd kézéppontl egysegkoron
azokat a p; pontokat, amelyek a kor és azon egyenesek metszéspontjai, amelyek meredeksége:
Y-Yo_P__ip

x-x 4 2n-2)

Feldtessiink meg minden egy pontnak az indexének megfelel6 halmaz egy kis méretii példanyat,
majd tekintsik az igy el6allé halmazok uniéjat:

no_ - 292 2n-2

2
|P|= =ggi

n-2
Ur
i=1

2

Leellenérizhetd, hogy az igy €l6dlé6 P hamazban nincs n konvex helyzetii pont. Ezzel a
konstrukciéval alt el6 Erdés Pal és Szekeres Gyorgy a probléma megoldasa soréan és télik ered az a
sgtésis, hogy ez az also korld nem javithato, vagyis a 10. allitas igazabdl egyenl6ség. Ezt |&szanak
al&dmasztani az ismert részeredmények is. Azonban maga a sejtés makacsul tartja magét; egyel6re
még senkinek nem sikertilt igazolnia vagy céfolni, holott rengetegen prébalték mér; és Gjabban, pedig
még szamitdgépeket is hasznal atba vesznek ez tigyben.

Bisztriczky Tibor és Fejes T6th Gabor megfogal maztak a problémanak egy |ehetséges dltal anositasit,
amikor is nem pontok konvex helyzetérél mondjuk ki az dlitast, hanem konvex halmazok konvex
helyzetérol. Jeldlje F paronként diszjunkt konvex halmazok egy csaladjét. Azt mondjuk, hogy F = {F;,
F., ...Fq} konvex helyzetben van, ha nincs egyetlen olyan F; sem, amelyik eleme lenne az F; halmazok
unigjanak, ahol 1<j<nési #j.

14. Allitas. Minden m> 4 egész esetén |éezik F(m), amelyre igaz, hogy: akarhogyan vesziink fel n
> F(m) paronként diszjunkt konvex halmazt a sikon Ugy, hogy barmely harom konvex
helyzetben van, mindig leszmis, amelyik konvex helyzetben van.

A probléma egy tovabbi dltalanositasi lehetéségét kindlta Ures konvex n-szogek egzisztenci§janak
kérdése elegendéen nagy ponthalmazban, azonban Horton 1983-ban megmutatta, hogy megadhat6
tetsz6legesen sok dtalanos helyzetii pont a sikon, amelyek nem hatédroznak meg konvex hétszoget.
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Ramsey-tétel

Ebben a fejezetben kicsit jobban etolddik a hangsily a val6s sik geometrigatdl a grafelmélet
Osszefliggéseal felé, azonban, mint latni fogjuk igen szoros kapcsolat van a ketté kozoétt, maganak, a
cimben szereplé tételnek a kapcsan is. A gréfelmélet alapfogalmait ismertnek tételezzikk fel.
Legel 6sz0r érdemes egy bevezet6 feladattal kezdeni:

15. Allitas Minden 6 pont( grafban vagy van egy teljes 3-as, vagy egy teljes ires 3-as, azaz vagy
van 3 olyan pont, hogy barmely ketts kdzott halad él, vagy |étezik 3 olyan pont, amelyek kozil
semelyik kettd kozott nincs €.

151 Bizonyitas Vaasszunk ki egy tetszéleges v; cslcsot. Ezen kivll a grafnak még 5
cslicsa van, vagyis a kovetkezd |ehetéségek allnak fenn: vagy van 3 olyan cslcs, amibe vezet
é v;-bél, vagy van 3 olyan, amibe nem. Vizsgaljuk el6szor az els6 esetet: legyenek ezek a
csticsok rendre v,, Vs, Vi, ha ezek kozil barmelyik ketté kozott halad é, akkor van egy teljes 3-
asunk, ha viszont nem vezet, akkor v,, Vs, V4 egy teljes Ures 3-as. Hasonldan érvelhetlink a
mésodik esetben is, csak ott nem azt nézzik, hogy vezet-e @ a harom pont k6z6tt, hanem az,
hogy van-e olyan két pont kozullik, amelyek kézétt nincs él.

A fenti egyszerii bevezeté-feladat utan, rogton ki is mondhatjuk Ramsey tételének egyik viszonylag
sziikebb értelmii megfogal mazését:

16. Allitas Adott k, | poztiv egészekhez $ egy olyan legkisebb r(k,1) szam, hogy n >r(k,!) esetén az
n ponty teljes graf, K, éleit két szinnel, pirossal és kékkel kiszinezve van a gréafban egy piros
Ky vagy egy kék K.

Rogton az islatszik, hogy miképpen kapcsolédik az el ébbi feladat magahoz a tételhez, hisz a hatpontu
grafot vehetjik egy teljes grafnak is, ahol pirosra vannak szinezve azok az ek, ahol eredetileg is volt
él, és kékre azok, amelyek az eredetiben nem szerepeltek. Vagyis az el 6bb beldttunk egyet a Ramsey-
tétel altal targyalt végtelen sok eset kozll, miszerint, hogy r(3,3) = 6. Nem nehéz mutatni Ks-nek
olyan szinezését, ahol nincs egyszinii haromszog.

Miel6tt atétel dlitdsanak mélyebb targyal asdba kezdenénk el 6bb célszerti tenni ismét egy kis torténeti
kitekintést. Frank Plumpton Ramsey angol matematikus 1903-ban szilletett és kimondottan révid éete
elenére (26 évet élt) maradandét alkotott, nem csak a matematikaban, hanem a filozéfidban és a
kdzgazdasagtanban egyarant. Cambridgeben szllletett, és itt is tanult matematikat. Sokoldal Usaga
hamar megmutatkozott, foglalkozott sok egyéb mellett példaul pszichoanalizissel is és tartds baratsag
flizte John Maynard Keyneshez, a neves kdzgazdaszhoz, aki kdzbenjarasanak kdszonhetéen méar 1924-
ben a cambridge-i King's College tagjava véasztottdk. Keynes bétoritotta egylttal arra is, hogy
foglalkozzon mélyebben is a kdzgazdasigtannal, amely irdnt Ramsey mér 16 éves kora Ota
érdekl6dott. Visszatérve a matematikai munkéssagara, az imént emlitett tételt maga Ramsey csak
segédtételként bizonyitotta be egy nagyobb, &fogo dlitas felé vezets (ton, amely elsérendi logikaval
kapcsolatos. Az dlitas azonban, amelyet 6 segédtételként haszndlt azonban idével tdinétte ezt a
titulust, ugyanis méara a kombinatorika egy egész aga fejl6dott ki beléle, amely témakdrben manapsag
is folytatnak kutatasokat Ujabb és Ujabb eredményeket felmutatva. Hogy miben is all Ramsey tételének
nagyszeriisége? Ezt nehéz megfogalmazni, azonban valami olyasmit dlit, hogy minden elegendéen
nagy irregularis struktura tartalmaz adott méretti reguldris struktarét, vagyis hogy minden elég nagy
rendezetlenségben is van valamekkora rend. Ez nem csak matematikai értelemben érdekes, hanem
filozéfia tartalméban is. Azonban, hogy a tématdl ne tavolodjunk el annyira: annak ellenére, hogy az
alités elsddliegesen gréfokrol szél, meglepden atalanos érvényti: alkalmazhaté sorozatok monoton
részsorozatara épplgy, mint adott esetben konvex halmazokra. Hosszas bevezetés utan lassuk a tétel
bizonyitasat:
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16.1 Bizonyitas A bizonyitashoz teljes indukci6t haszndlunk. Az nyilvéanval 6, hogy |étezik
r(k,2) ésr(2,l). Tegyik most fel, hogy |étezik r(t,s), minden olyan t és s szamokra, amelyekre
igaz, hogy t <k éss<|. Vegylink egy olyan K, teljes gréfot, ahol:

n3r(k-11)+r(k,l-1),

és megmutatjuk, hogy K, éle kiszinezheték Ugy két szinnel (kékkel és pirossal), hogy vagy
van benne kék K. vagy piros K,. Tekintsik K, teljes graf egy tetszéleges v cslicsét. L egyenek
av-bdl kimené kék élek végpontjait kq, ks, ...kn, apiros ek végpontjai, pedig p1, p2, ... pw- A
feltételbsl adddoan vagy m > r(k-1,1), vagy w > r(k|-1). Az dtaldnosség csorbitasa nélkull
feltehetj ik, hogy az els6 teljesll. Ebben az esetben vagy van piros K, és készen vagyunk, vagy
pedig van kék K, k cslcsok kozétt, amihez v-ét hozzavéve K,-& kapunk, vagyis valban
szinezhet6 a gréf.

|
+1 - 2¢
17. Allitasr (k| £§‘ 9
k-1 5

171 Bizonyitas A bizonyitashoz ismételten teljes indukciét hasznélunk. Az trividlisan

latszik, hogy r(k,2) = k, tovébbar(2,l) = |. Tegyik fel tehdt, hogy igaz az dllitas minden olyan
r(t,s) esetén, ahol t <k éss<I.

pakrl- 30 ak+-39_ak+
(k1) Er(k-11)+r(k,l - ) £E . gg:.l;g:l;

0

Ha vetiink egy pillantast a fenti gondolatmenetiinkre, feltiinhet, hogy teljesen ugyanigy bizonyitottuk
be a Ramsey-szamok egzisztencigét, mint ahogyan Erdés és Szekeres érvelt. Ez nem véetlen. El6szor
is észrevehetd a tartalmi Osszefliggés, ugyanis mindkét tétel egy rendezetlen struktira bizonyos
tulgjdonsagul részstruktirainak a létezését mondja ki, azzal afeltétellel, hogy a kiindulé rendszer €lég
nagy. Amikor Szekeres Gyotrgy 1932-ben Ujra felfedezte Ramsey ezen tételét, 6 mar nem élt. Erdésék
jelentés eredménye nagyban hozzgjarult a tétel népszeriisitéséhez. Ennek a felsd korldtnak a
javitasaraazéta tobb eredmény is szl etett:

Datum  Szerzék Eredmény

c al+1 -

5 KIE-—° 2

1986  Rodl (k1) g+ JF & k-1 5
1 ak- 20

1987 Thomason k,k

ke \/_gk 15

1 ak-26

2009  Conlon  r(k,k) peERT TARE:
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A tételben szereplé szamokat, ahogy azt korabban emlitettik Ramsey-szamoknak nevezzik. Ezek a
szamok adjak meg azt, hogy mekkora az a minimdlis teljes graf, amelyet barhogyan szineziink lesz
benne kék Ky vagy piros K. Relative egyszerii felsé becslésiink adddik a bizonyitasbdl, azonban
felmertl a kérdés, hogy tudunk-e adni alsd becdést? A vélasz igen, és erre elsoként Erdés Pl adott
bizonyitast, arra az esetre, amikor k = |, a Rényi Alfréd és dtala kifejlesztett val dszintiségszamitési
modszert hasznalva:

18. Allitask 3 3, r(k,k)3 2¢/2

18.1 Bizonyitéas Jel6ljuk gq-el, a kilénb6z6 n pontu grafok szamét, g, «-val, pedig azoknak
az n pontu grafoknak a szamét, amelyekben van Ky részgréf. Konnyen latszik, hogy:
ano ako
O = 2(%2125 6S gy < gzz gzz
%

Jeldlje P annak a valdsziniiségét, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott n pontu grafban
talahato K.

Ko
= n

gﬂ 25

Ebben az esetben tegyiik fel, hogy n < 22, Ekkor a kévetkezs 6sszefiiggést kapjuk:

k

ki 2%227

Ha k> 2. Hasonl6an irhat6 fel annak a val 6sziniisége is, hogy a grafban van dres K, és ezek
alapjan annak a valoszintisége is kisebb, mint Y. Tehat annak a valoszintisege, hogy egy
vél etlenszertien kivalasztott n pontd grafban nincs sem teljes Ky sem UresK,: PP =1 -2P> 1 —
Vo—Vs =k(/)2. Vagyis biztosan van olyan n pontu gréf, amely nem tartalmaz egyikbdl se, azaz:
r(k,k) > 2.

0

Vagyis ezzel eljutottunk oda, hogy a szimmetrikus Ramsey-szamokrol, az r(kk) aakuakrdl, a
kdvetkezot tudjuk:

k
22 £r(kk£§ék 20_ 4«

Elso rénézésre is feltiinik, hogy igen nagy kilonbség van az also és a felsd becdés értékel kozott. A
Ramsey-szamok pontos értékeinek megdllapitasdhoz, jelenlegi tudasunk szerint, szilkséges a grafok
Osszes lehetséges szinezését szisztematikusan elenérizni. Ha ennél az eljaréasnd nem taldunk
hatékonyabb maédszert, akkor valoszinileg mar r(6,6) értéke is rejtély marad, ugyanis, ahogy k
novekszik a vizsglda exponencidlisnd is gyorsabban novekedve valik egyre jobban
szamitésigényessé. Ezt a komoly kihivast jOl illusztrdja Erdés Pa egy mara szdloGigévé valt
megdllapitésa errél:

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -18/24 -



Hoksza Zsolt: Kombinatorikus geometria és Ramsey-tétel

,Erdds arra kért, képzeljik el, hogy egy az embernél sokkal hatalmasabb idegen faj
érkezik a Foldre, és r(5,5) értékét kovetelik, kilonben elpusztitjdk a bolygét. Ebben az
esetben igényelné, hogy fogjuk hadra az 6sszes szamitdgépet és az 6sszes matematikust és
probaljuk meg megtaldini a keresett értéket. De tegyik fel, hogy e helyett, az idegenek
r(6,6) értékére lennének kivancsiak; ebben az esetben, viszont meg kéne prébalnunk
minden erdnkkel legyszni dket.”

/Joel Spencer/

Az adébbi tablazat Stanistaw Radziszowski egy néhany évvel kordbbi Ramsey-szamokroél irt
attekintésének egy részletét tartalmazza:

rab) 11231 4 | 5 | 6 | 7 | 8
1 11111 1 1 1 1 1
2 [112]3 ] 2 5 6 7 8
3 |[1/3]6] 9 14 18 23 28
4 |[174] 9 18 25 3541 | 4961 56-84
5 ||1]5]14| 25 | 43-49 | 5887 | 80-143 | 101-216
6 |[1]6]18|3541| 5887 |102-165| 113-298 | 127-495
7 1723|4961 | 80-143 | 113-298 | 205-540 | 216-1031
8 |[1]8]28]56-84 | 101-216 | 127-495 | 216-1031 | 282-1870

Ezek utan réatérhetiink a tétel egy atalanositaséra, amely nem csupan két, hanem tetszéleges szamu
szinnel val6 szinezésr6l fogalmaz meg egzisztenciét:
19. AllitasAdott ki, ks, ..

., K egészek esetén | étezik egy legkisebb olyan, r(ky, ks, ..., k), hogy n >

r(ky, ko, ..., ky) esetén m szinnel szinezve K-et, lesz a grafban vagy elsé szini Ky;, vagy
masodik szini Ky,, sth. Azis fennall tovabba, hogy:
g )
€A (k- 13
r (kg Ko, eer km)ﬁ?
O k- 1)

i=1
19.1 Bizonyitas Az dllités egzisztencia kimondd részét 14tjuk csak be, teljes indukcidval és

egy egyszerii korld& megadasaval. Jel6ljuk az mrszinnel szinezett Ramsey-szamot r(K),,-mel,
hogyha k;=k,=...=kn. Legyen k ak; szamok kozil alegnagyobb.

(ke, Koo ki) £ 7 (K)o £ 7(k, 1 (ko (K, ()

A fenti egyenlétlenség fennall, ugyanis igaz az aldbbi egyenl6tlenség, amelyet rekurzivan
alkalmazva kapjuk afenti dsszefliggést:

r (k) £ 7 (k. (k) 1)
U
Az itt kimondott egyenlétlenség bizonyitasatdl mi most eltekintink. Azonban a mostani
megfogalmazéssal egy Ujabb példat tudunk emliteni, annak aldtdmasztaséra, amit mér korabban

megfogal maztunk, hogy mennyire is szamitasigényes a Ramsey-szamok meghatérozasa. Tekintslk a
kovetkezo dorat!
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10. dbra. A Ramsey-szamok értékinek meghatérozashoz szilkséges szamitésok nehézségét illusztralja a fenti dbra: Osszesen
két olyan harom szint haszndl 6 szinezés létezik 16-cslicst teljes gréf esetén, amely nem tesz eleget annak a feltételnek, hogy
a szinezésben lesz egyszinii haromszdg. Azaz: r(3,3,3) > 16. Ezek megtaldashoz szilkséges volt az Gsszes |ehetséges eset
végigvizsgalasa, és ahogy mondani szokas: egymillio példa semigazol, &m egyetlen ellenpélda mér céafol.

Most, hogy a Ramsey-tételbe kicsit mélyebb betekintést nyertlink vizsgaljuk meg egy nevezetes
kdvetkezmeényet, illetve néhany alkalmazéasét. Legel 6szor is vizsgdljuk az r,= r(3), szamokat. Ezek a
szamok azt jelentik, hogy ha egy r, cslcsi teljes graf dleit n szinnd szinezzilk, akkor lesz benne
egyszini hdromszog. Nézzilkk meg most, hogy tudunk-e mondani valamit, ezekrél a szamokrol.

20. Allitas r(3), £ genl{+1

20.1 Bizonyitas A hizonyitds n szerinti teljes indukciéval torténik. Definidjuk az f(n)
fuggvényt a kovetkezéképpen: f(1) = 2, valamint f(n+1) = (n+1) f(n) + 1. Megmutatjuk, hogy
Kin+1 €l€it, han szinnel szinezzik, akkor lesz egyszini hdromszog. Han = 1, akkor trividisan
igaz az dllités. Ezzel az indukcié bazisa adott. Tételezzilk most fel, hogy egy adott n-ig
minden egészre igaz az dlitas, miszerint K+, Kielégiti az el6z6 feltételeket. Tekintsik most
Kine1)+1 teljes graf egy n+1 szinti szinezését. Legyen a gréaf egy tetszéleges pontjav. Legyenek
A Ao, ... A ... Ay SOrra azon tovébbi pontok halmaza, amelyek v-be az elsé, a mésodik, ...
n+1-edik szinnel vannak bekdtve. Ekkor nyilvan teljesil:

n+l

alal=th+)=(n+)f(n)+1 b $A, |A|® f(n)+1

i=1

Ha A pontjai kdzul barmelyik ketté kdzott lenne i. szint é, akkor lenne i. szinii haromszog.
Maskilonben A pontjai n szinnel vannak szinezve, elemszamuk f(n)+1, vagyis az indukcids
feltevéshdl kovetkezik, hogy van benne monokromatikus haromszog.
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¥
Figyelembe véve, hogy: 1+ é_ % =e, akovetkez6 tsszefliggést kapjuk:
k=1 ™
10'
+1 n|gi+ += + +_—+1 gen(+1£ en+1= n'Qa —7+1
oo K5

0

A Ramsey-szamok felhaszndlasaval és az €l6z6 gondolatmenet folytatasaval relative egyszertien
bizonyithaté Schur nevezetes tétele, ez azonban az olvasora var.

21. Allitds Az S= {1, 2, 3...,r;} halmazt barhogyan osztjuk fel n darab S;, S,,..., S, disgunkt
résthalmazra, (SESE...ES, = 9, valamelyik részhalmazban megoldhaté az x + y = z
egyenlet, azaz $i, X, y, z hogy X, y, Zl Sésx+y=z

A tétel bizonyitasatdl ez esetben is eltekintenénk, &m azt meg kell jegyezni, hogy most mar valéban
sehol sincs sz6 az dllitashan teljes gréfokrél, ahogyan azt korabban igértiik. Hasonlé alkalmazasokat
lehetne még béven emliteni, nyomatékositas céljabdl, hogy megmutassuk mennyire atalanos és
fundamentdlis is a Ramsey-tétel, amelyet, mint az remélhetéleg az eddigiekbdl kiderllt, a
halmazelmélet terminoldgigat haszndlva lehetne legjobban megfogalmazni;ahogy azt most mi is
kimondjuk:

22. AllitasHar, kyk,,..., ks pozitiv egész szamok, akkor van olyan legkisebb R (Ky,Ks,...Ks), poztiv
egész szam, hogy igaz a kovetkezs allitas: ha tetszoleges Shalmazra S= R(Ky,...ks) és S 6sszes
r-elemii részhalmazanak halmazat s részre bontjuk, akkor $i, amelyre igaz, hogy van az
alaphalmaznak olyan k; dlemii részhalmaza, aminek 6sszes r-elemii részhalmaza az i-edik
osztélyba esik.

Ez a megfogalmazés az egyszeri gr&fokndl sokkal é&talanosabb struktirékat haszndl, konkrétan
uniform-hipergréfokat. Az iménti ataldnositott Ramsey-tétel sokoldalUsagat egy mér kordbban
ismertetett tétel kapcsan fogjuk illusztralni, mégpedig az el6z6 fejezet ciméll szolgdld Erdds
Szekeres-tételre adunk két U, az eddigitél merében eltérd levezetést. Az elsé bizonyitéas S. Johnsontdl
sz&rmazik:

23. Allitas " n > 4 pozitiv egész szanra igaz, hogy étezik olyan f(n) szam, hogy minden legal&bb
f(n) elemi altalanos helyzetii ponthal mazban taldlhato n pont konvex helyzetben.

231 Bizonyitas Tekintsiink m> Rs(n,n) atalanos helyzetii pontot a val és euklideszi sikon,
és az dtaluk meghatarozott tsszes 3-elemii részhalmazt, hdromszoget, osszuk két osztdlyba a
kovetkezd feltétel szerint: az els6 osztdyba azok kerllnek, amelyek belsgjében péros, a
masodikba azok, amelyek belsgjében, pedig paratlan sok pont van. Ramsey-tétel értelmében
létezik n pont, amelyek ugyanabba az osztayba esnek. Az dlités az, hogy ezek a pontok
sziikségszeriien konvex helyzetben vannak. Tegyik fel ugyanis, hogy van kdzottik négy pont
(v1, Vo, V3, V4) olyan elrendezésben, hogy a negyedik pont (v4) a masik hdrom data
meghatérozott haromszog bel sejében van. Ekkor v;v,vs hdromszog bel sej ében pontosan eggyel
tobb pont van, mint a vivavs, ViVaVv, €S Vavavihdromszogek belseében Gsszesen, ami azt jelenti,
hogy wvivovz; héromszogben lévé pontok szamanak paritésa biztosan ellenkezéje viviva
haromszogben talalhaté pontok szamanak paritasanak (paros + paros + paros + 1 = pératlan,
valamint paratlan + paratlan + pératlan + 1 = paros) Ez azonban ellentmondast jelent, hiszen
mindegyik hdrmas ugyanabba az osztalyba esik; azaz a pontok konvex helyzetben vannak.
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23.2 Bizonyitas Az n = 4 esetet mér a masodik fej ezetben bel&tuk, igy feltehetjik, hogy n
> b5, Tekintslink n > Ry(n,n) ataldnos helyzetii pontot a sikon és osztadlyozzuk az dsszes 4-
demi részhalmazt, aszerint, hogy konvex helyzetiiek vagy sem. Ramsey tétele kimondja,
hogy van olyan n-elemii részhalmaz, amely Osszes négyelemii részhalmaza ugyanabba az
osztdlyba esik. A 8. allitas értelmében, ebben a halmazban talahat6 legaldbb egy konvex
négyes, amelybdl kovetkezik, hogy az 6sszes négyes konvex helyzetben van, vagyis az n pont
konvex helyzetben van.

0

Ezen a ponton érdemes egy kicsit visszatekinteni honnan hova jutottunk. Zarétételként megjegyezzik,
hogy a Ramsey-tétel érvényességének nem szilkkséges feltétele az alaphalmaz végessége, éppen ezért
az dlitasnak megfogal mazhat6 végtelen halmazokra érvényes formaban is;

24. Allitas Legyen H megszamlalhat6éan végtelen halmaz és soroljuk H"™ (az alaphalmaz n-elemi
részhalmazait) elemeit r osztalyba. Ekkor igaz az, hogy |étezik olyan R részhalmaz, amelynek
n-elemii részhalmazai ugyanahhoz az osztalyhoz tartoznak.

Ezzel az dlitassal zarnank ezt a révid bevezets jellegii iromanyt; reméljik, hogy sikerilt némi

betekintést ny(jtani a kombinatorikus geometria problémakorébe, valamint ennek kapcsan néhany
mélyebb eredményt bemutatni.

»EQy matematikai elméletet - mint egyébként minden mas dolgot - kénnyebb
felfogni, mint emagyarazni a szépségét”

[Arthur Cayley/
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Feladatok

1.feladat  Egy n-oldal sokszégben legfeljebb hany hegyesszdg lehet?

2. feladat  Legfeljebb hany metszéspontja van a sikon n egyenesnek?

3.feladat  (Seiner 1826) Legfeljebb hany részre osztja a sikot n egyenes?

4.fdladat  Adott a sikon 5000 ataldnos helyzetii pont. Mutassuk meg, hogy van 1000 olyan konvex
négysz6g, melyek cslicsai ezek koziil a pontok kozil valdk, és a négyszégeknek nincs kdzds
pontjuk.

5. feladat*  (Erdds, Szekeres) Bizonyitsuk be, hogy a vals szémok minden k? + 1 tag( sorozata tartalmaz k
+1 tagd monoton részsorozatot.

6. feladat* Bizonyitsuk be, hogy létezik k hosszisagi monokromatikus Ut, ha két szinnel szinezzik a
o3k + 13 pontu teljes gréfot.

& 2 4

7. fdladat* (Nelson 1950) Bizonyitsuk be, hogy harom szinnel szinezve a sikot mindig taldhaté két
egyszinii pont egymastdl egység tévolségra.

8.feladat  Adott a sikon n pont, melyek nem illeszkednek egy kérvonalra, és a pontok kozil semelyik
harom nem esik egy egyenesre. Igazoljuk, hogy van olyan korvonal, amely a pontok kdzil
pontosan haromrailleszkedik.

9.fdladat Adjunk meg minden pozitiv n esetén 2n pontot a sikon Ugy, hogy azon egyenesek szama,
melyek pontosan két pontra illeszkednek, éppen n legyen.

10. feladat* Mely n> 3 egész szdmok esetén adhaté meg n pont a sikon gy, hogy semelyik 3 nem esik egy
egyenesre, €s a konvex burkuk barmely 3 cslcsa dltal meghatérozott hdromszég bel sejébe
kozul Uk pontosan 1 esik?

11. feladat  Bizonyitsuk be, hogy ha egy konvex poliéder minden lapja 6t- vagy hatszég, akkor a hatszogek
szdma 12.

12. feladat Mutassuk meg, hogy egy korbe n hirt behiizva a kapott tartomanyok kiszinezheték két szinnel.

13. feladat Adjunk meg 8 pontot a sikon gy, hogy kozul ik semelyik 5 se alkosson konvex étszoget.

14. fladat Mutassunk Ks-nek olyan szinezését, amelyre igaz, hogy nem tartalmaz monokromatikus
haromszdget.

15. feladat (Melchior 1940) Mutassuk meg, hogy a valés sikon n > 5 esetén a kdzonséges pontok szama
legaldbb 3.

16. feladat Hany metszéspontja van egy szabalyos konvex n-szdg atl6inak?

17. feladat* EQgy konvex soksziget egymést nem metszé &lok haromszdgekre bontanak fel. A sokszdg
minden cslcsa pératlan sok ilyen hdromszég cslcsa. Bizonyitsuk be, hogy a sokszdg
oldalszdma 3-mal oszthato.

18. feladat* (IMO 1964) 17 ember mindegyike levelezést folytat az dsszes tébbivel. Osszesen haromféle

témardl leveleznek, de barmelyik par mindig csak ugyanarrdl a témardl. Bizonyitsuk be, hogy
van kozottik legaldbb harom olyan egyén, akik kozll barmely ketté azonos témardl level ez.
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