3. feladat

Az 1,2,...,2014201 szamok koziil Aladar ¢s Boglarka felvéaltva torolnek le egy szamot
(Aladér kezd), amig csak két szam marad. Ha a megmarado két szam Osszege négyzetszam,
akkor Boglarka nyer, egyébként Aladar. Kinek van nyerd stratégiaja?

Megoldas: Belatjuk, hogy jo jaték esetén Boglarka nyer, éspedig &ltaldnosabban 20142014
helyett minden 8-cal oszthat6é n esetén G nyer.

A stratégia lényege, hogy Boglarka az 1,2,...,n szamokat olyan parokba osztja, hogy
barmely pérban az elemek Osszege négyzetszam legyen, és ha Aladar a par egyik elemét
torli, akkor Boglarka valasza a par masik elemének a torlése. Ily moédon a végén megmaradd
két szam éppen egy part alkot, tehat az 6sszegiik négyzetszam, és igy Boglarka nyert.

A pérositas megvaldsithatosagat n szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Ha n = 8, akkor
az (x,9 — ) parok megfelelnek (1 <z < 4).

Tegyiik most fel, hogy n oszthat6 8-cal, n > 16, és a 8-nak minden, n-nél kisebb t6bbszorose
esetén létezik a kivant parositas. Legyen s? az n-nél nagyobb paratlan négyzetszamok koziil
a legkisebb, és (az alabb belatand6 s? — n < n feltételt megelSlegezve) az s?
szamok kozott képezziik az (z, s> —x) parositast. Ha s? = n+1, akkor készen vagyunk. Ha
52 > n+1, akkor az indukci6 alkalmazhaté a kimaradé 1,2, ..., s —n—1 szamokra feltéve,
hogy 52 —n—1 oszthato 8-cal és s2—n—1 < n. Mivel egy paratlan szam négyzetének a 8-as
maradéka 1, ezért s2 —n—1 oszthato 8-cal. Azn < s? < 2n+1 feltétel n = 16-ra (s? = 25-
tel) teljesiil, n > 24-re pedig azért igaz, mert 25-t6l kezdve az egymaést kdvets péaratlan
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négyzetszamok hanyadosa kisebb, mint 2: < > = (1 + —) < <1 + 5) < 2.
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