Hraskd Andras, Suranyi Laszl6: 11-12. spec.mat szakkor
Tartotta: Surényi Laszl6

Feladatok

1. Szinezzilkk meg a koordinatarendszer racspontjait két szinnel, kékkel és pirossal Ugy, hogy
minden vizszintes egyenesen csak véges sok kék racspont legyen és minden fliggoleges
egyenesen csak véges sok piros racspont legyen. (Racspontnak a sik olyan pontjait nevezziik,
amelyeknek mindkét koordindt§a egész szam.)

2. Adjunk meg a pozitiv egész szdmoknak harom olyan részhalmazat, amelyek kézil barmely
ketté kdzos része végtelen, de a hdrom halmaznak nincs kozos eleme.

3. Egy zsékban végtelen sok cédula van, mindegyiken egy pozitiv egész szam. Akérhogyan
huzunk ki végtelen sok cédulét, mindig van kozottik ketts, amelyeken allo szamok

kil 6nbsége legfeljebb egy millid. Bizonyitsuk be, hogy van olyan szam, amelyik végtelen sok
cédulén szerepdl.

4. Van-e apozitiv egész szamoknak olyan részhalmaza, amely tartalmaz akarmilyen hosszu
szamtani sorozatot, de nem tartalmaz végtelen hossz(t?

5. Ismeretes, hogy a Tigris (a Micimacko egyik szerepléje) felfelé tud maszni afén, delefele
nem tud. Van-e olyan fa, amelyen a Tigris akarhany emelet magasra fel tud maszni, de
végtelen magasra nem tud felmaszni. (A fan emeletenként vannak elégazasok.)
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M egol dasok

1. Szinezzilkk meg a koordinatarendszer racspontjait két szinnel, kékkel és pirossal Ugy, hogy
minden vizszintes egyenesen csak véges sok kék racspont legyen és minden fliggoleges

egyenesen csak véges sok piros racspont legyen. (Racspontnak a sik olyan pontjait nevezziik,
amelyeknek mindkét koordindt§a egész szam.)

Tekintslk az y=x és az y=—x egyeneseket. Ezek négy tartomanyra
osztjak a sikot. Abban a kettében, amely az y-tengel yt tartalmazza,
fessiik kékre arécspontokat, abban a kettében, amely az x-tengel yt
tartalmazza, fessiik pirosra a racspontokat. A két hatarol 6 egyenes
pontjait fessilk kékre.

Ez a szinezés megfelel afeladat kbvetel ményeinek.

1. hazi feladat: Van-eilyen szinezés akkor is, haracspontnak a sik olyan pontjait tekintjik,
amelyeknek mindkét koordinatgaraciondlis szam?

2. Adjunk meg a pozitiv egész szdmoknak hdrom olyan részhalmazét, amelyek kozul barmely
ketté kdzos része végtelen, de a hdrom halmaznak nincs kozos eleme.

Tegylk az els6 halmazba azokat a szamokat, amelyek h&rommal osztva egy vagy ketto
maradékot adnak, a masodik halmazba azokat, amelyek harommal oszthatok vagy harommal
osztva egy maradékot adnak, végul a harmadik halmazba tegylk azokat, amelyek harommal
oszthatok vagy hdrommal osztva ketté maradékot adnak. Ez a harom halmaz megfelel6: nincs
olyan egész szam, amely mindharomban benne van, hiszen az els6bdl a harommal oszthatok
maradnak ki, a masodikbdl azok, amelyek harommal osztva ketté maradékot adnak, a
harmadikbdl azok, amelyek hdrommal osztva egy maradékot adnak. V agyis minden egész
szam kimarad valamelyik halmazbdl.

Masrészt az els6 két halmaznak minden olyan szam kdzos eleme, amely hd&rommal osztva egy
maradékot ad, az elsének és harmadiknak minden olyan szam kdz6s eleme, amely hdrommal
osztva ketté maradékot ad, végul a mésodiknak és harmadiknak a h&rommal oszthatok a
k6zos elemei. Tehat mindharom kzos rész végtel en.

Megjegyzés: Legyen A, B és C az egész szamoknak harom, paronkeént diszjunkt (k6zs elem
nélkiili) végtelen részhalmaza. Ekkor afeladat feltételeinek megfelel az AEB, AEC ésBEC
halmaz. (A fenti példaban A, B és C a harommal oszthaté szamok halmaza, a h&rommal
osztva egy maradékot adé szamok halmaza, illetve a hd&rommal osztva ketté maradékot add
szamok halmaza.)

K oénnyen dltaldnosithatjuk a feladatot: Legyen k pozitiv egész. Ekkor megadhat6 az egész
szamoknak k olyan pozitiv részhalmaza, amelyek kdziul barmely k-1 részhalmaznak végtelen
sok kdzos eleme van, de az 6sszes részhalmaznak nincs kozos eleme. Legyen A ak-val osztva
i maradékot adé szamok halmaza, ekkor megfelel 6 k halmazt kapunk, ha minden |ehetséges
maodon vesziink e k halmaz kdzll k—1-nek az unigjét. Vagyis legyen

Bi=AEAGE...EA,

Bo= AIEAGEAE ...EA,

és dtalaban B; az ahalmaz, amely az 6sszes A-t6l kiilonbozé A; unidja, vagyis az ahalmaz,
amelyet gy kapunk, hogy az egész szamok halmazabdl elhagyjuk a k-val osztvai maradékot
ad6 szamokat. Konnyen ellendrizhetd, hogy akarhogyan vaasztunk k-1 Bj halmazt, lesz egy
olyan A, halmaz, amelyet mindegyik tartalmaz, masrészt az 6sszes B; halmaznak nincs kdzos
eleme.
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2. hazi feladat: Megadhato-e végtelen sok olyan részhalmaza a pozitiv egészeknek, amelyek
metszete (k6z0s része) Ures, de barhogy hagyva el egy részhamazt, atobbi k6z6s része mér
végtelen?

3. Egy zsakban végtelen sok cédula van, mindegyiken egy pozitiv egész szam. Akarhogyan
hizunk ki végtelen sok cédulét, mindig van kozottik ketts, amelyeken allé szamok
kuldnbsége legfeljebb egymillio. Bizonyitsuk be, hogy van olyan szam, amelyik végtelen sok
cédulan szerepel.

TegyUk fel, hogy minden szam csak véges sok cédulan szerepel. Ekkor végtelen sok
kil6nboz6 szdm szerepel a céduldkon. Vaasszunk ki minden ilyen szdmhoz egy cédulat,
amelyen szerepel és rakjuk arajtuk alé szam nagysaga szerint ndvé sorrendbe ezeket a
cédulakat. Ha most kivaasztunk minden 1000001-ik cédul &, akkor mér két szomszédos
kllonbsége is nagyobb lesz egy milliénal, tehé barmely két szam kil 6nbsége is nagyobb lesz
egy millioénal. Ezzel kivélasztottunk végtelen sok cédulét, amelyek kozil semelyik kettd

kiil nbsége nem kisebb egy millional, ami ellentétes afel adat feltételével. igy eredeti
feltevésiink volt helytelen: valdban van olyan szam, amely végtelen sok cédulan szerepel.

Megjegyzés: Nyilvan az egymillié helyett barmilyen pozitiv egész szamraisigaz afeladat
dlitéasa.

4. Van-e apozitiv egész szamoknak olyan részhalmaza, amely tartalmaz akarmilyen hosszu
szamtani sorozatot, de nem tartalmaz végtelen hossz(t?

llyen példaul az 1,2,4,6,9,12,15,19,23,27,31,... részhalmaz. Ezt arészhamazt Ugy képezziik,
hogy az n-edik tdmb egy n+1 hosszUisagu, n killonbségii szamtani sorozat, és els6 eleme
megegyezik az el6z6 (n—1-edik tomb) utolsd elemével: 1,2 az els6 tomb, 2,4,6 a mésodik
tdmb, 6,9,12,15 a harmadik tdmb, 15,19,23,27,31 a negyedik tdmb, stb. Nyilvanval 6, hogy
ebben van akérmilyen hosszU szdmtani sorozat, hiszen Ugy csinaltuk. Viszont nincs benne
végtelen hosszlisdgu szdmtani sorozat. Legyen ugyanis egy szdmtani sorozat benne, amelynek
d akulonbsége. A d+1-edik témbtol kezdve barmely két elem kil 6nbsége |egaldbb d+1, tehat
innent6l kezdve mér legfeljebb egy szam szerepel het a sorozatban. Az el6z6 tombok
elemeinek szdmaviszont véges. 2+3+4+...+d=d(d+1)-1, tehét egy d kildnbségii szamtani
sorozatnak |egfeljebb d(d+1) eleme |ehet ebben a halmazban, ami véges. Ezzel afeladatot

bel &ttuk.

3. hazi feladat: Feloszthatok-e a pozitiv egészek két részhalmazra Ugy, hogy
mindkét részhalmazrateljesiiljon a fenti feladat feltétele?

5. Ismeretes, hogy a Tigris (a Micimacké egyik szerepléje) felfelé tud maszni a
fan, delefele nem tud. Van-e olyan fa, amelyen a Tigris akarhany emelet
magasra fel tud mészni, de végtelen magasra nem tud felmészni. (A fan
emeletenként vannak el agazasok.)

Ilyen favan, egy megfelel6 fa egy részlete lathato az abran. Ennek afanak a
tovébdl indul ki minden &ga és minden n pozitiv egészhez tartozik egy ég. Az
n-edik ag n emelet magassagaig ér.

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu,



Hraskd Andras, Suranyi Laszl6: 11-12. spec.mat szakkor
Tartotta: Surényi Laszl6

1. Szinezzilkk meg a koordinatarendszer racspontjait két szinnel, kékkel és pirossal Ugy, hogy
minden vizszintes egyenesen csak véges sok kék racspont legyen és minden fliggoleges
egyenesen csak véges sok piros racspont legyen. Racspontnak most a sik olyan pontjait
nevezzik, amelyeknek mindkét koordinatgja racionalis egész szam.

2. Megadhaté-e végtelen sok olyan részhalmaza a pozitiv egészeknek, amelyek metszete
(kbzos része) Ures, de barhogy hagyva el egy részhamazt, atobbi kozos része mér végtelen?

3. Feloszthatdk-e a pozitiv egészek két részhalmazra tgy, hogy mindkét részhalmazra
teljestiljon amultkori 4. feladat feltétele? Azaz Ggy, hogy mindkét halmazban legyen
akarmilyen hossz(l szamtani sorozat, de egyikben se legyen végtelen hosszil szamtani sorozat.

4. Olivér és Xéniaaz ,amébgjaték” kdvetkezé mbdositott valtozatét jatsszak végtelen
négyzetracsos papiron. Olivér minden |épésben egy O-t tehet, Xéniakét X-et. Xéniacédjaaz,
hogy valamelyik vizszintes sorban szaz X legyen egymas mellett. Meg tudja-e ezt
akaddyozni Olivér, ha okosan jétszik?

5. Kék és Piros a kovetkezot jatsszék: Piros minden |épésben kiszinez egy még nem szines
pontot pirosra, Kék szaz még nem szines pontot kékre. A sik 6sszes pontja kozdl
véllaszthatnak. Piros célja az, hogy legyen harom olyan piros pont, amelyek egy szabalyos
haromszdg cslicsai. Meg tudja-e ezt akaddyozni Kék, ha okosan jatszik?

6. Bizonyitsuk be, hogy haaz el6z6 alkalommal emlitett Tigrisnek olyan fan kell mésznia,
amelynek minden emeletén csak véges sok elagazas van, akkor végtelen magasraisfel tud
maszni, azaz van olyan végtelen hosszu Ut, amelyen mindig felfelé mészhat. (Mint ismeretes,
aMicimackd jol ismert Tigrise csak felfelé tud mészni afan, lefele nem.)

Ez afeladat tovabbrais hazi feladat.

7. Egy tovabbi — nagyon nehéz — hézi feladat:

2. hazi feladat

Legyenek egy gréf pontjai a pozitiv egészek. A pozitiv egészek szdmparjait sorba rendezzilk
(ezt meg tudjuk tenni, Id. fent), és mindegyiknél egy szabalyos érme feldobasaval dontjuk €,
hogy behiizzuk-e a neki megfelelé @t a gréfba, vagy sem: hafej, akkor behlzzuk, hairas,
akkor nem. gy kapunk egy Ugynevezett megszamléhat6 véetlen gréfot. Hajtsuk végre most
meég egyszer ugyanezt az eljarast, igy kapunk egy masik végtelen grafot. Bizonyitsuk be, hogy
akét graf egy val6sziniiséggel izomorf: a pontjai megfel eltetheték egymasnak Ugy, hogy két
pont az egyikben pontosan akkor legyen dsszekotve, ha a masikban aneki megfelel 6 két pont
is Gssze van kotve.
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M egol dasok

1. Szinezzilkk meg a koordinatarendszer racspontjait két szinnel, kékkel és pirossal Ugy, hogy
minden vizszintes egyenesen csak véges sok kék racspont legyen és minden fliggoleges
egyenesen csak véges sok piros racspont legyen. Récspontnak most a sik olyan pontjait
nevezzik, amelyeknek mindkét koordinatgja racionalis egész szam.

Szinezzlk Ki az egész-récspontokat a kivant médon (ezt amultkori 1. feladatban latott moédon
tehetjUk). Ezutan feleltessiik meg az egész szamokat egy-egy értelmiien araciondlis
szamoknak, ésirjuk az x tengely minden egész pontjara az ennek az egésznek megfel eltetett
raciondlis szamot. Ezutédn minden x=i egyenletii egyenest (ahol i egész) toljunk el az x=r;
egyenletii egyenesbe, ahol r; az i-nek megfel eltetett raciondlis szam. Miutén minden
fligg6leges egyenes fliggéleges egyenesbe ment a és minden vizszintes egyenes megmaradt,
csak apontjai cseréddtek fel, ezért a szinezéstovébbrais , tudja’, amit afeladat kivan:
minden vizszintes egyenesen csak véges sok kék pont van és minden fliggélegesen csak véges
sok piros. Most irjuk raaz y tengely minden egész pontjéra a neki megfeleltetett raciondlis
szamot éstoljunk el minden y=i (vizszintes) egyenest az y=r; (vizszintes) egyenesbe. A
szinezés tovabbrais o lesz és mostméar minden racionalis racspont ki van szinezve.

2. Megadhaté-e végtelen sok olyan részhalmaza a pozitiv egészeknek, amelyek metszete
(kbzbs része) Ures, de barhogy hagyva el egy részhamazt, atobbi kozos része mér végtelen?

Megadhatd. Egy példa: Az i-edik halmaz alljon az dsszes pozitiv egészbél, kivéve az 1-bél és
api-vel oszthatd szamokbdl, ahol p; az i-edik prim. Ekkor az dsszes halmaz metszetében azok
az 1-t6l kilénbdzé szamok vannak, amelyek egyetlen primmel sem oszthatok. De ilyen szam
nincsen, tehét ez a metszet Ures. Ha viszont az i-edik halmazt elhagyjuk, a tébbi metszetében
mar benne van az 6sszes olyan szam, amely csak pi-vel oszthatd,vagyis az 6sszes pi-hatvany,
ez végtelen sok elem.

3. Feloszthatok-e a pozitiv egészek két részhalmazra tgy, hogy mindkét részhalmazra
teljeslljon amultkori 4. feladat feltétele? Azaz Ugy, hogy mindkét halmazban legyen
akarmilyen hosszi szamtani sorozat, de egyikben se legyen végtel en hossz(l szamtani sorozat.

Be lehet bizonyitani, hogy a multkor megadott sorozat és a komplementere megfelel a
feltételnek. Ehelyett azonban most két masik megoldast mutatunk. Az egyik ugyan mélyebb
meggondolast haszndl, mint amire a feladat megol dasahoz sziikség lenne, viszont az 6tlet
éppen ezért sokszor hasznélhato, ezért mutatjuk meg.

|. megoldas: A pozitiv egészek minden végtelen szdmtani sorozatét meghatérozza az €l s6
eleme valamint a kil énbsége. Mindkett6 pozitiv egész szam, tehét a pozitiv szamok veégtelen
szamtani sorozatai egy-egyértelmiien megfeleltetheték a pozitiv siknegyed egész
racspontjainak. Ezekrol viszont mér tudjuk, hogy sorozatba rendezheték (példaul a
»Ccsigavonalla”, vagy ugy, hogy minden i-re végigjérjuk az y=i—x egyenes pozitiv
siknegyedbe esé véges sok racspontjat). Tehat a (kilonbdzo) poztiv egészekbsl allo végtelen
szamtani sorozatok sorozatba rendezhet6k (megszamldhat6 sokan vannak, xo szamossaguiak).
Rendezziik tehét sorozatba 6ket! Ezutan tegyik a kdvetkezét: az elso sorozat elsé elemét
tegylk az A halmazba, az elsé sorozat masodik elemét tegylk B-be. Ezutan vegyik a mésodik
sorozatot, ennek két egymés utani elemét tegyik A-ba, mésik két egymas uténi elemét tegyik
B-be. Bgj csak akkor lehetne, ha a sorozat barmely két egymaés utani eleme kozil legalabb az
egyiket mar betettik volnavagy A-bavagy B-be. De mind A-ba, mind B-be csak egy-egy
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elemet tettlink eddig, béven al tehat még rendelkezésiinkre megfelel6 par. Ezutén tegyik fel,
hogy az elsé n—1 sorozatbdl mér beraktunk néhany elemet A-ba és néhany elemet B-be (az i-
edikbél éppen i darab egymas utanit A-ba és ugyanennyit B-be). Ezutén vegylk sorra az n-
edik sorozatot. Ebbd| eddig csak véges sok elemet vélasztottunk ki AE B-be, tehét van olyan
tagja ennek a sorozatnak, ahonnan kezdve mér egyetlen elemét sem valasztottuk még ki.
Innent6l kezdve n darab egymas utani elemét tegyiik A-ba, majd a kovetkezé n darab egymas
utani tegytk B-be. Miutan ezt az eljarast végigcsindtuk, maradhatnak még olyan pozitiv
egész szamok, amelyeket sem A-ba, sem B-be nem valasztottunk ki. Ezeket tegylk mondjuk
A-ba. Az igy kapott két halmaz egyike sem tartalmaz vegtelen hossz szamtani sorozatot,
mert minden szamtani sorozatbdl tettiink a mésikbais. Mésrészt akarmilyen hosszi szamtani
sorozatot tartalmaz, hiszen mindkett6t Ugy csinaltuk, hogy minden n-re legyen benne n hosszu
szamtani sorozat.

M egjegyzés: Ez a megol das, mint emlitettik, egy nagyon erés otletet hasznal (segitségével
sokkal tobbet is be |ehetne bizonyitani). Hatranya viszont, hogy nem ad konkrét konstrukciot.
A kovetkezé megoldés egy egyszerti konstrukcioval oldja meg afeladatot:

I1. megoldas: A két halmaz legyen akovetkezo:

1, 3,4, 9,10, 11, 12,13, 14, 15, 16, ...

2, 5,6,7,8, 17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, ...

Tehét: a pozitiv egészeket felosztjuk tdmbokre gy, hogy az n-edik témbbe 2" +1-t31 2™ig
tesszik a szamokat, majd a paros szamu tomboket az egyik halmazba tesszik, a pératlan
szdmuakat a masikba. (A nulladik tomb: 1, az elsé tomb: 2, a harmadik tdmb: 3,4, a negyedik
tdmb 5,6,7,8, sth.)

Nyilvanval6, hogy mindkét halmazban van akarmilyen hossza (1 kil 6nbségii) szamtani
sorozat és egyikben sincs végtelen hosszu, hiszen van akarmilyen nagy ,,luk” mindkettoben.

4. Olivér és Xéniaaz ,amébagjatek” kovetkezé modositott valtozatét jatsszak veégtelen
négyzetracsos papiron. Olivér minden |épésben egy O-t tehet, Xénia két X-et. Xéniacéjaaz,
hogy valamelyik vizszintes sorban szaz X legyen egymas mellett. Meg tudja-e ezt
akaddyozni Olivér, haokosan jétszik?

Megmutatjuk, hogy ha X énia okosan jétszik, Olivér nem tudja 6t megakadalyozni célja
elérésében. Az dlsi 2% 1épéshen foglaljon le maganak 2'% sort, vagyis az elsé 2'° X-et tegye
kiil6nb6z6 sorokba. Ezeknek legfeljebb afelét tudja Olivér , elrontani”, vagyis lesz még 2%
olyan sor, amelybe X énia letett egy-egy X-et, Olivér pedig még nem rakott O-t. Ezutan a
kovetkezs 2% |épésben ezek mellé az X-ek mellé helyezzen egy-egy Uj X-et, ez dsszesen 2%°
X-et jelent (havalamelyik mellé nem tud, akkor a helyett barhova tehet). Olivér ezek kozul
csak 2% sorbatud csak O-t tenni, tehét legal dbb 2% sorban lesz X énidnak két-két egymés
melletti X-e Ugy, hogy Olivér abba a sorba még nem tett O-t. Ezt az eljaras fol ytathatja:
minden ilyen ciklusban legal&bb afele megmarad alefoglat sorainak és minden ciklusban a
megmaradt soraiban eggyel névelte az egymés melletti X-ek szamét. A legvégén tehét kap
egy (2°) olyan sort, amelyben 100 egyméas melletti X van (és Olivér nem tett oda O-t).

Megjegyzés: 1) Ki se haszndltuk, hogy ha Olivér az X-sornak csak az egyik oldalararak,
akkor X éniamég folytathatja a masik oldalon.

2) Xénianemcsak a végtelen négyzetracsos papiron tud nyerni, hanem egy korlatos (bar
meglehetdsen nagy) 2'°* 100-as négyzetracsos papiron is. Sot, egyetlen el ég hossz(i sorban is
tud nyerni, haaz els6 X-eket elég messze (egyméstdl példaul 200 tévolsagra) helyezi €.
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3) Természetesen X énia minden olyan esetben nyerni tud, amikor 6 legalabb eggyel tébb X-et
rakhat |e minden |épésben, mint ahdny O-t Olivér lerak.

5. Kék és Piros a kovetkezot jatsszék: Piros minden |épésben kiszinez egy még nem szines
pontot pirosra, Kék szaz még nem szines pontot kékre. A sik 6sszes pontja kozdl
véllaszthatnak. Piros célja az, hogy legyen harom olyan piros pont, amelyek egy szabalyos
haromszdg cslicsai. Meg tudja-e ezt akaddyozni Kék, ha okosan jatszik?

Megmutatjuk, hogy piros még ilyen kedvezoétlennek 1atszd korllmények kozott is kdnnyen
nyerhet. Szinezzen ki ugyanis egy egyenesen 102 pontot pirosraaz elsé 102 |épésben. Ezek
kozul barmely kettéhdz tald hat6 két olyan pont, amelyekkel szabdyos hdromszoget alkotnak.
Masrészt minden ilyen pont egyértelmiien hat&rozza meg, hogy az egyenes melyik két pontjét
egésziti ki szabdlyos haromszoggé. Ezért Kéknek az elsé 102 |épésben 102401 pontot kellene
kékre szineznie ahhoz, hogy Piros a kovetkezo |épésben ne nyerjen. De csak 102X00-at
szinezhet kékre az els6 102 |épésben. Piros tehat nyer, mégpedig ol yan stratégiaval, amelyné
csak az utolso |épéshben kell figyelnie arra, hogy Kék mit csinalt.

Hamarabb is nyerhet: lerak 51 pontot tetszélegesen, majd az 52-edik pontot olyan messzire
rakja, hogy az eddigi 51 ponttal alkotott parokat szabdlyos haromszogekké kiegészité pontok
Kivill essenek azon atartomanyon, amelyben szinezett pontok vannak. Ekkor Kéknek 512 (jj
,veszélyes’ pontot kellene hatéstalanitania, de csak 100-at tud.

M egjegyzés: Az utébbi stratégidnak az a hétranya, hogy K ék jatékatol fiiggéen akarmilyen
nagy teruletre szilksége lehet Pirosnak. Az els6 stratégiakicsit lassabb, de akarmilyen kis
savon islgjatszhato, sét, asik akarmilyen kisrészén is.
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A matematikai OKTV spec-matos feladatsorét beszéltik meg.
OKTV 2002-2003, I. fordulo, I11. kategéria

1. feladat

Jeldlje V egy téglatest térfogatdnak mérészamét kdbcentiméterben mérve, F pedig a
felszinének mér6szamét négyzetcentiméterben mérve. Mennyi alehet6 legkisebb térfogata
egy olyan téglatestnek, amelyre V = 10F ?

|. Megoldas:

Legyen a,b,c atéglatest egy csticsabdl kiindul6 élei. A téglatest térfogata és felszine ismert
képlet alapjan: V=abc és F=2(ab+bc+ca).

A feladat dlitésa szerint V=10F

Tehat abc=20(ab+bc+ca)

a,b,c > 0 ezért leoszthatunk 20abc -vel:

1 1 1 1
- =4+ — 4+ —
20 a b c
_ 1
20‘1 1 1
4+ o4+ =
a b c
_ 3
60 1 1 1
T4+ 4+ =
a b c¢

Mivel az a,b,c oldalak pozitivak ezért felirhatjuk r§uk a harmonikus és mértani kdzép kozti
egyenl 6tlenséget:

Ahonnan

V 3 60° = 216000

Egyenl6ség a=b=c=60 esetén dl fenn, mivel a harmonikus és mértani kdzép kozt akkor van
egyenléség, haa=b=c, ekkor a®>=20(a*+ a* +a?), amibsl a=60.

Tehat aminimdis térfogat 216000 cm®, és ekkor a téglatest egy 60 cm &l kocka.

Il. Megoldas:

Ugyanugy kezdjik, mint az €l 6z6 bizonyitést:

abc=20(ab+ bc+ca)

Az ab, bc, ca szamok pozitivak, ezért felirhatjuk rguk a szamtani és mértani kdzép kozti
egyenl 6tlenséget:

/abbcca £ w
Felhasznalva abc=20(ab+ bc+ca) egyenl etet:

ab?c? £ %

60° £ abc =V
Egyenl6ség akkor van, ha ab=bc=ca ebbdl kdvetkezik, hogy egyenl 6ség akkor van, ha
a=b=c, ekkor a®=20(a*+ a’ +a?), amibsl a=60.
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Tehat aminimdlis térfogat 216000 cm®, és ekkor a téglatest egy 60 cm &l kocka.

2. feladat
A H h&romszoget daraboljuk fel aHj, Ha, ... H, részharomszogekre. Jeldljer, illetver; aH,
illetve H; hdaromszogek beirt sugardt. Mutassuk meg, hogy

M egoldas:
Mivel arészharomszogek teriiletének 6sszege megegyezik a H haromszdg terlletével, ezért H
terlletét T-vel, arészharomszogek terliletét T -vel jeldlve:

T=T1+To+..T,.

Ha bevetjik hasonlOképpen az s, s jel6lést amegfelel6 hdromszogek félkerll etére, akkor azt
kapjuk a T =sxr terlletképlet felhaszndlésaval, hogy SXI = Sy X[ + SHXlp + ... + S XTI, .
Osszunk le s-sel !

I =Si/SXry+ SIS Xry + ... + /S Xry .
Ha bel&juk, hogy minden s/s tort értéke 1-nél nem nagyobb, akkor ennek felhaszndlésaval a
jobboldalon minden tagot nem csokkentve az igazolandé allitashoz jutnank.
A tovéabbiakban tehat azt fogjuk bizonyitani, hogy egy hdromszbgbe irt méasik haromszog
kerulete kisebb a befoglal 6 hdromszog kertileténdl.

Legyenek a beirt haromszég oldalai x, y, z az dbra szerint. Toljuk befelé a befoglal 6
haromszdg oldalait, mig azok nem érintik a beirt oldalait. Ezek a betolt oldalegyenesek a
befoglal 6 haromszéghdz hasonl 6 haromszoget hatédroznak meg, hiszen a szégek
megegyeznek. Ennek, a befoglald hdromszdg kicsinyitett képének oldalai legyenek a, b, c.

Attdl fuggéen, hogy az X, y, z oldali hd&romszognek 0, 1, 2 vagy 3 parhuzamos oldala van az
a, b, coldaltval, 4 kiil6nbdz6 eset lehetséges: (Lasd az abrét!)
. eset - 0 parhuzamos ol dal
A haromszog-egyenl 6tlenség szerint atC, > X, axthy >y, bytcy >z, amibdl
kovetkezik x+y+z < a+b+c £ 2s, amit igazolni akartunk.
. eset - 1 parhuzamos ol dal
A haromszog-egyenl 6tlenség szerint a-x+b; >y, bytc>2z,
amibol ismét x+y+z< atb+c £ 2s.
. eset - 2 parhuzamos oldal (a = Xx)
A haromszog-egyenl 6tlenség szerint b-y+c>z,
amibdl x+y+z<atb+c £ 2s.
. eset - 3 parhuzamosoldal (a=x,b=y,c=2)
x+y+z=atb+c £ 2s.

Ezzel abizonyitast befe eztik.

3. feladat

Az ABC haromszdg A csucsabol aB és C csticsokbdl indul 6 belsé szogfel ez6kre bocsatott
merdlegesek talppontjai legyenek A, és A,. Ugyanigy értelmezziik aB, ésB,, valamint C, és
C, talppontokat is. Bizonyitsuk be, hogy az A A, + B,B, + C,C, Gsszeg egyenlé a haromszog
félkertletével.
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M egoldas.

A ﬁgromsz(jg szogfelezdi egy ponton mennek &, ez egyben abeirt kor kzéppontja. Legyen
ez apont K (1. dbra), a hdromszog szogel pedig a szokésos jeldléssel a, b ésg A BK egyenes
aB cstcsbal indul 6 szogfelezd, ezért KBC sz6g nagysaga b/2. Hasonl 6képpen KC egyenes a
C csUcshal indul 6 szogfelezd, igy KCB sz6g nagysaga g/2. Az KBC haromszog szdgeinek
Osszege 180°, ezért BKC szdg egyenl6 180°- b/2 - g2-lel. Mivel a, b és gaz ABC haromszdg
szOgel, a + b + géppen 180°, azaz b + g=180° - a. Vagyis BKC sz6g = 180° - (b +¢)/2 =
180° - (180° - a)/2 =90° + a/2. BKC szog és A KA, cslicsszogek, igy A KA, B =BKC D =
90° + a/2. A feladat feltétele szerint A -nél és A,-nél derékszOg van, igy a Thal esz-tétel
megforditasa miatt az A, KA,A négyszOg hurnégyszdg, melynek korlirt korének atmérsje AK
szakasz. Ez azt jelenti, hogy amasik két szemben lévé szog Gsszege is 180°, azaz: A AA, D =
180° - A KA, sz6g=180° - (90° + a/2) = 90° - a/2.

irjuk fel aszinusztételt az A AA, hdromszogben: A AJ/sin A AA, = 2*R, ahol R ahdromszég
koreé irt kor sugara. Léttuk, hogy ezen akéron rajtavan K is, és akor amerdje éppen AK.
Azaz R= AK/2, ésigy 2R = AK.

Ezek dapjan: A /A, = AK* sin A AA, = AK*sin (90° - a/2) = AK*cos a/2, az ismert
trigonometrikus azonossagot alkalmazva. Azt szeretnénk tudni, mennyi lehet ennek a
kifejezésnek az értéke. Ehhez vizsgdljuk a 2. dbrét. Tudjuk, hogy AK szbgfelez6, ésK abeirt
kor kozéppontja. Ezért aK-bdl AC oldalra dlitott meréleges talppontja, T, éppen a beirt kor
érintési pontja. Ismert, hogy ekkor AT =s- a, ahol saz ABC haromszog félkerllete, a pedig
az A csticesal szemkozti oldalanak hossza. Ugyanakkor az ATK derékszdgii haromszogben a
KAT sz6g nagysaga a/2, hiszen AK felezi az A-ndl 1év6 szbget. T-nél derékszog van, tehat:
cos a/2 = AT/AK. Atrendezve: AK*cos a/2 = AT = s- a. Léttuk, hogy A A, = AK*cos a/2,
azaz: AA,=s- a.

Hasonl oképpen kapjuk, hogy BB, =s- Db, illetve C,C, = s- ¢, ahol b= AC ésc = AB.

saz ABC haromszdg félkerlilete, azaz s= (a + b + ¢)/2.

Mindezeket Gsszevetve:

AA+BB,+CC,= (s a)+(s b)+(sc) = 3*s—(atb+c) = 3*s- 2*s=s.

Tehét belattuk, hogy az A|A,+B,B,+C, C, Gsszeg egyenld az ABC haromszdg félkeriiletével.

4. feladat

K ét zsakban piros és fehér golydk vannak. A kisebbikben 20 piros és 20 fehér, a
nagyobbikban 1005 piros és 995 fehér golyo taldhatd. Tetszésiink szerint kivdlasztjuk az
egyik zsakot, ebbdl kihizunk egy golyot, megnézzik és félretessziik, majd ismét tetszésiink
szerint kivalasztunk a két zsak kozil egyet, és kihiizunk bel6le egy golyot. Milyen stratégiaval
érhetjuk el, hogy a két kihtzott golyobdl aleheté |egnagyobb val 6sziniiséggel legyen legaldbob
az egyik piros?

M egoldas:

Elére eldonthetjik azt, hogy a masodszorra melyik zsakbol fogunk hizni, mivel a mésodik
hiizés csak akkor szamit, ha el 6szor fehér golyot hiztunk, igy feltételezhetjiik, hogy elsére
fehéret hlzunk. Harom fajta eset |étezik: Amikor kétszer hliizunk a nagyobbik zsakbdl, amikor
kétszer hiizunk a kisebbik zsakbdl, illetve amikor egyszer-egyszer mindkett6bdl. Ez utbbi
eset kétszer fordul €6, de szamunkra a zsdkokbol hizés sorrendje mindegy, mivel akét
esemény flggetlen egymastol. Szamitsuk ki annak a val dsziniiségét, hogy egy taktikana
mekkora eséllyel nem hlzunk egyszer sem pirosat!
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|.Eset: Annak a val 6szintisége, hogy mindkétszer fehér golyot hiizunk (Pa)=
995/2000* 994/1999, ahol 995/2000 annak a val sziniisége, hogy el6szor fehér golyot hizunk,
mivel dsszesen 2000 golyo van, de ebbdl csupan 995 fehér. 994/1999 pedig annak a
val 0szintisége, hogy masodszor isfehér golyot hiizunk, ha el 6szor fehéret hiztunk, mivel
eggyel csokkent mind a golyok, mind afehér golyok szdma. A kett6 szorzata igy annak a
val0szintiségét adja meg, hogy kétszer egymas utan fehéret hlizunk. P ~24,74%

I1.Eset: Ugyanugy szamolva, mint az elsé esetben, Pg =20/40* 19/39 ami megkozelitéleg
24.36%

I11.Eset: A harmadik eset szamitdsi modja egyezik az els6 kettéével leszamitva, hogy itt az
elsé huzés val 6szintiisége nem befol yasolja a mésodikét.
igy Pc =20/40*995/2000, ami pontosan 24,875%
Annak ava oszinisege, hogy legaldbb egy piros golyot hiizunk 1-re egésziti ki annak a
val0sziniiségét hogy nem hlzunk pirosat, azaz két fehéret hizunk. A masodik esetben a
legkisebb annak a val0sziniisége, hogy két fehér golyot hiizunk, igy ott alegval 6sziniibb,
hogy legaldbb egy pirosat hiizunk. Legjobb stratégiatehat kétszer a kisebb zsdkbdl huzni.

5. feladat:
Megadhat6-e 2002 kil 6nbdzé pozitiv egész Ugy, hogy kozil ik barmely két kilénbdzének a
kildnbsége abszol Ut értékben megegyezzék alegnagyobb kozos osztéjukkal ?

Megoldas:

Teljesindukcioval mutatjuk meg, hogy va 6ban megadhaté 2002 szam a feladat feltételeinek
megfelel6en. Ekkor azt akarjuk belatni, hogy barmilyen n pozitiv egészre teljesiilhetnek a
feltételek.

n = 1-re van megoldas, pl. az 1 énmagaban. (1 szamra automatikusan teljesll afeltétel.) (n=
2-remegfelel6 szamparaz 1ésa2;2—-1=1,6s(1,2)=1.)

Tegytk fel, hogy adott n-re van megoldés, legyenek ezen szamok ay, ay, ..., an (@1 <ax < ... <
a, feltehet6)! Legyen ezen szdmok szorzata Al Azt mutatjuk meg, hogy az A, A+ a;, A+ ay,
..., A+ a, szdm (n+1)-es kielégiti afeladat feltételeit. (Mivel ay, ay, ..., a, pozitiv egészek, A
is pozitiv egész, tehat tovabbrais pozitiv egészeket kapunk, ami megfelel a feladatnak.)
Eloszor tekintsiink egy A + &, A+ g part (j legyen i-nél nagyobb, és mindketté 1 ésn koze
esik)! A+ g —(A+ &) = g —a;, az indukcios feltételbol ez d, hogyha (a;, a) = d. Masrészt d |
a;, ésd | a;, tovabbaebbdl d | A, azazd | A+ &, ésd | A + &, azaz valOban kdzos osztoja ezen
két szdmnak. Ennél nagyobb kdzos osztdja pedig nem lehet, hiszen a két szam legnagyobb
koz06s osztoja osztja a két szam kulonbsegét is, ami pedig éppen az indukcios feltétel bol
adoddan d. Azaz d valdban A + a és A + g legnagyobb kdzos osztdja

Most mar csak azt kell megvizsgdni, hogy az A, A + g parraisteljesil-e afeltéte. (A + &) —
A= g, tovabbaa | a ésa | Amiatt a | A + &, azaz valOban kdzds oszté is. De A+ a és A
legnagyobb kdzos osztdja osztja a két szam kilonbségét is, ami a;, aminek 6nmaganal
nagyobb osztéja pedig nem lehet. Ekkor viszont (A, A + &) = &;.

Tehat az igy kapott n + 1 szamrateljesliinek afeltételek, ezzel az indukcids bizonyitast
befejeztik.

Tehd barmilyen n pozitiv egészre, igy 2002-re is megadhat6 n kildnbdz6 pozitiv egész a
feladat feltételeinek megfelelGen.

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu, -11/27-



Hraskd Andras, Suranyi Laszl6: 11-12. spec.mat szakkor
Tartotta: Surényi Laszl6

1. (Kurschék 2002/2): Tekintsik a Fibonacci-szamok f; =f, = 1, f, = 1 + fo (N3 3)
rekurzidval meghatarozott sorozatét. Tegyuk fel, hogy az a és b pozitiv egész szamokra az a/b
tort az f/fiq és fr.i/f, tortek egyikéndl kisebb, masikdnd nagyobb. Mutassuk meg, hogy b 3

fn+1.

El6sz6r mutatunk egy egyszerii bizonyitast afeladat allitéséra. Utdna mutatunk egy kissé
hosszabbat, amely azonban ramutat afeladat hatterére, szoros kapcsolatara az igynevezett
Farey-tortekkel, tovabba kapcsolatara azzal a kérdéssel, hogy milyen jol kozelithetok az
irraciondlis szamok raciondlis szamokkal.

|. MEGOLDAS: A bizonyitéshoz azt az észrevételt haszndljuk, hogy ha az fo..1/f, tortbdl
kivonunk egyet és vesszik areciprokat, akkor az eggyel kisebb indexti ugyanilyen tortet, f/f-
1-€t kapjuk (ez egyszeriien az f, sorozat képzési sorozatéhol kovetkezik). Ennek alapjan a
feladat dlitésat n-re vonatkozo teljes indukcidval bizonyitjuk.

folf1=1, f3/f,=2, f4/f3=3/2. Az 1 és 2 k6z€é es6 |legkisebb nevezdji tort 1/2, n=1-re tehét igaz az
alités. A 2 és3/2 kdzé eso legkisebb nevezéji tort az 5/3, tehat n=2-reisigaz az dllitas.
Tegytk fel, hogy n-re és n—1-re mér tudjuk az dlitast és legyen a/b egy tort, amely f,../f, és
freolfres KOZOLt van. Azt kell beldnunk, hogy b>f...

Mint emlitettik, ha fq.1/f.-b6l levonunk egyet és a reciprokét vesszik, akkor éppen f./f;-€et
kapunk. igy a/b—1 reciproka, b/(a—b) éppen f/fry és foa/f, kozé esik. Az indukcios feltevés
szerint nevez6jérél tudjuk, hogy

Q) ab > foig.

Most csindljuk végig ugyanezt a b/(a—b) tortreis: vonjunk le bel6le egyet és vegyik a
reciprokét. Az igy kapott (a—b)/(2b—a) most fn_1/f és f/fq kdzé esik. Az indukciés feltevés
szerint nevez6jérél tudjuk, hogy

2 2b—a > fi.

Az (1) és(2) egyenlétlenségeket Osszeadva azt kapjuk, hogy b > fi..,, és éppen ezt akartuk
bizonyitani.

MEGJEGYZES: A bizonyitasbol az is kiolvashatd, hogy egyetlen fn.1 nevezsjii tort van az
fn/fn_l & fn+1/fn tOI’tek kOZOtt, & ez fn+2/fn+]_.

I1. MEGOL DAS: Elészér bebizonyitjuk a Fibonacci-sorozat egy nevezetes tulajdonsagat,
nevezetesen azt, hogy fns1 fo1 — f> = 1 vagy —1, annak megfeleléen, hogy n paros vagy
paratlan. Kis n értékekre ez konnyen elendrizhets. Tegyik fel, hogy tudjuk, hogy

(1) fou1 fra — 2 = 1 vagy —1, n paritésétol fliggden.

Tekintsiik az fosz fn — frea” kifegjezést, ésirjuk be fro-re arekurziot: fop = foy + fn, ekkor azt
kapjuk, hogy ez fo—frea? = fres fn + fn2 — fred®.

Itt frvg Fo — Fra? = Frsa(fy — fres) = — frer frg, tehd ajobb oldalon éppen az (1) bal oldalan &6
kifejezés el lentettje &l. Ezzel bel&ttuk, hogy az fo. fo1 — 2 kifejezés abszol (tértéke mindig 1
ésfelvltva+1 és—1, és éppen ezt akartuk belatni.

Most bebizonyitunk néhany tovabbi dlitast:

A) Tegylk fel, hogy a,b,a’ b’ >0,a/lb<a’/b’, ekkor (a+ a')/(b+ b’) e két tort kozé esik:
ab<(a+a)l(b+b)<alb.

Ez egyszer(i atszorzéssa ellenérizheto.

Az foffrq ésthialf, tortek esetében ez azt jelenti, hogy az (fn + frer)/(fra + fr) = fraoffpeq tOIt
mindig e két tort kozé esik.

B) Tegyik fel, hogy még azt istudjuk, hogy a'b —ab’ = 1, vagyishogy az a'/b’ ésaz a/b
tortek kilonbsége éppen 1/bb’. Ekkor a/b és(a+ a')/(b + b’) kozotti barmely redukalt tort
nevezéje nagyobb b + b’'-nél.
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Azt kell tehdt beldtnunk, hogy ha c és d pozitiv egészekre
ab<cld<(a+a)/(b+b),akkord>b+b'.

Tekintsik ac/d — a/b kildnbséget. Ez egyrészt kisebb, mint
(@a+a)/(b+b)—ab=(ab-ab)/bb =1/bb+b"),

masrészt egyenl6 (cb —ad)/bd-vel. Itt a szamlél 6 pozitiv egész szam, tehét legaldbb 1. Vagyis:
lUbd<cd-ab<(a+a)/(b+b)—ab=1bb+b).

Ebbél kovetkezik, hogy d > b + b’, ahogyan alitottuk.

C) Ugyanigy bizonyithat6 az is, hogy (a+ a’)/(b + b’) ésa’'/b’ kdzotti barmely redukdlt tort
nevezéjeisnagyobb b + b’-nél.

Azt kaptuk, hogy haa,b,a’,b’ > 0 egészek, ab—ab’ =1 ésegy a/b ésa’ /b’ kdzé es6 redukdlt
tort kllonbozik az (a+ a')/(b + b’) torttél, akkor nevezéje nagyobb b + b’ -nél.

Beléttuk, hogy az f,, fna, fre1, fn SZ&EMOK teljesitik ennek az alitasnak afeltételeit, tehat
minden, az (fn + fre1)/(fraa + fr) = freoffren tOrtt6l kilénboz6 redukalt tort nevezéje nagyobb
fre1-Nél, s éppen ezt kellett bizonyitani.

MEGJEGYZES: Az A), B), C) dllitasok egyitt bizonyitjak az iigynevezett Farey-tortek két
alaptulajdonsagat is. Az n-edik Farey-tort sorozatnak alegfeljebb n nevezéji redukdlt tortek
nagysag szerint (ndvekvo) sorrendben irt sorozatét nevezzik. Tehét az elso Farey-tort sorozat
egyszeriien az egészekbdl al, amasodik

.—1,-1/2,0,1/2,1, ...

alaku, a harmadik

o —1,-2/3,-1/2,-1/3,0, 13, 1/2,2/3, 1, ...

alakq, stb., példaul a hetedik sorozatnak 0 és 1 kozotti elemei:

0, 1/7,1/6, 1/5, 14, 2/7, 1/3, 2/5, 317, 1/2, 4/7, 3/5, 2/3, 5/7, 3/4, 415, 5/6, 6/7, 1.

Ha jobban szemiigyre vesszik ezeket a sorozatokat, észrevehetjik, hogy egy sorban alo
szomszédos Farey-tortek mindig teljesitik A) feltételét. Masrészt az n-edik sorozatba Ujonnan
beirt tortek szamlé éja mindig a két szomszédos tort szamla éjanak dsszege, nevezéje pedig a
két szomszédos tort nevezsjének Osszege. Ezt a sorozatok n sorszdméra vonatkozo teljes
indukcioval az A), B) és C) dlitasokbdl egyszeriien beis bizonyithatjuk. Ebbél viszont
kovetkezik egy nagyon erés, az irraciondlis szamok megkdzel itésére (approximéciojara)
vonatkozo tétel. Ha azt kérdezzik, hogy egy a irraciondlis szamot egy adott pozitiv p
nevezoji torttel mennyire tudunk megkdzeliteni, akkor ataldban azt kapjuk, hogy alegjobban
kozelité g/p alaku tort (q egész) 1/2p-nél jobban kdzelit, hiszen két szomszédos p nevezéji
tort kozotti tavolsag 1/p és az a-t kozrefogd ket p nevezojii tort kozll a kdzelebbi kevesebb,
mint 1/2p tavolsagra van. Ennd jobbat dtalanosan nyilvan nem tudunk mondani. Viszont a
Farey-tortekrél mondottak alapjan mégis tudunk valami jobbat mondani. Hiszen nézzik az n-
edik sorozatban a-t kdzrefogo két tortet, legyenek ezek a/b < a < a'/b’ éstegyik fel, hogy b <
b'. Ekkor a —a/b < a'/b’ —a/b = 1/bb’ < 1/b? Itt haszndltuk, hogy szomszédos Farey-tortekre
a'b—ab’ =1, vagyis szomszédos Farey-tortek killonbsége a nevezék szorzatanak reciproka.
Azt kaptuk, hogy a/b 1/b*nél jobban megkozeliti a-t. Hapedig b’ < b, akkor pontosan
ugyanigy kapjuk, hogy a'/b’ —a < 1/b'2. Mindkét esetben azt kapjuk, hogy az a-t kdzrefogo
Farey-tortek kozil akisebb nevezéjii a nevezé négyzetének reciprokand jobban kozeliti a-t.
Nyilvanval 6, hogy akozrefogo tortek végtelen sokszor fognak valtozni, ezért azt kapjuk, hogy

2. Tetszbleges a szamhoz végtelen sok olyan p pozitiv egész szam van, amelyhez taldhato
olyan g, hogy |a — g/p| < 1/p”.

Ez abecdés viszont mar alig javithato (1 helyett irhatd egy 1-nél kisebb szdm).
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Ehhez atételhez kapcsol dik a kdvetkezo

1. Hazi feladat: Legyen a irraciondlis szam és tekintsilk az y = ax egyenest. Ezen az origén
kivul nyilvan nincs tébb racspont. Bizonyitsuk be, hogy viszont tetszélegesen kdzel hozza van

racspont.
Egy tovabbi, részben ide kapcsol 6d6 feladathoz vezetnek az aldbbi feladatok:

3. Van-eolyan sikbeli halmaz, amely egybevago egy valédi részhalmazaval. (Egy halmaz
valédi részhalmazanak nevezlink egy a részhalmazt, ha részhalmaza, de nem azonos vele.)

MEGOLDAS: Ilyen példaul egy szdgtartomény, de ilyen barmely félegyenesis.

4. Van-e olyan sikbeli halmaz, amely megszamldlhatdan végtelen és egybevagd egy valodi
részhalmazaval ?

MEGOLDAS: Tekintsilk az x tengely pozitiv egész racspontjait, ezek megfelelnek.

2. Hazi feladat: Van-e korlatos sikbeli halmaz, amely egybevagd egy valodi részhalmazéval?
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GRAFELMELETI FELADATOK

1. Egy térsasagban az ismeretsegek kolcsondsek. Bizonyitsuk be, hogy van két ember, akinek
ugyanannyi ismerése van atéarsasagban.

MEGOLDAS: Legyen atéarsasag tagjainak szaman. A térsasag tagjainak a tarsasagban 0-t6l
n—1 ismerése lehet, ez n lehet6ség. Nem lehet azonban atarsasagban egyszerre olyan, akinek
0 ismerése van és olyan, akinek n—1 ismerése van, mert az el6bbi senkit sem ismer, az utobbi
viszont mindenkit ismer. Tehat 6sszesen legfeljebb n—1 Iehetéség van arra, hogy kinek hany
ismerése van. A térsasag tagjainak szama azonban n, tehét a,, skatulyaelv” szerint van ketto,
akinek ugyanannyi ismerése van.

MEGJEGYZES: A bizonyitasban feltettilk, hogy atérsasag tagjainak szamavéges, amit egy
tarsasagrol joggal feltételezhetlink. A feltételt azért jegyeztik meg mégis, mert afeladatot
most & fogjuk fogalmazni, s az &fogalmazasban mar nem magétdl értet6do ez afeltételezés.
Tekintsik példaul akovetkezo alitést:

Egy tarsasagban lgjatszottak néhany sakkmérkézést. Barmely két ember legfeljebb egy
meérkézést jatszott. Bizonyitsuk be, hogy mindenképpen volt két olyan ember, aki ugyanannyi
emberrel mérkzott meg.

Nyilvanvalo, hogy ez afeladat ,, ugyanaz”, mint az el6z6. A fenti feladatban csak az volt az
érdekes, hogy két ember ismerte-e egymast vagy sem, az Ujban az az érdekes, hogy két ember
jétszott-e egymassal vagy sem. A megol dés tehat pontosan ugyanaz lesz, ha az ,,ismer6sok”
szama helyett a,, sakkpartnerek” szamét tekintjik.

Vagyis csind hatjuk akovetkezot: az embereket egy-egy ponttal dbrézoljuk és két embert
,»0sszekotiink egy éld”, haismerik egymast (az elsé megfogal mazasban), illetve ha jétszottak
egymassal (a méasodik megfogal mazasban). Egyataldn nem érdekes, hogy milyen , élel”
kotjuk dssze: lehet az él egy egyenes szakasz, de lehet egy gorbeis, ennek semmilyen szerepe
nem lesz, csak az szamit, hogy ,, fut-e é” akét pont kdzott vagy sem. Az igy kapott abrat
gréfnak nevezzilk. A pontok agraf pontjai vagy cstcsai, az 6sszek6té vonalak a gréf élei. A
grafot véges gréfnak nevezzik, ha a pontjainak szama véges. Ha 6sszeszamoljuk, hany €l
indul ki egy pontbdl, akkor a kapott szam a pont fokszama, vagy réviden foka. A feladat
(mindkettd) most mér igy fogal mazhato:

Egy véges grafban mindig van két olyan pont, amelyek fokszama egyezik.

De vigyazzunk: ez még nem a végleges megfogal mazas. Miért nem? Térjlnk vissza a sakkos
megfogal mazashoz. Ott feltettiik, hogy két ember nem jéatszott egymassal tébb mérk6zést. Ez
a gréfos megfogalmazasban azt jelenti, hogy feltettik: semelyik két pont kozott nem fut tobb
él, vagy mésképp fogalmazva: feltettik, hogy a gréfban nincs tobbszoros él. Feltettik azt is,
hogy semelyik pont nincs 6nmagaval dsszekotve (senki nem jatszik 6nmagaval), vagy
mésképp: a gréfban nincs hurokél. Ha egy gréfban nincs tobbszords @ és nincs huroké, akkor
agréfot egyszerii grafnak nevezzik. Tehét a végleges grafelméleti megfogal mazas igy
hangzik:

Egy véges egyszerii grafban mindig van két olyan pont, amelyek fokszama egyezik.

2. Vaon mi ahelyzet, ha megengedink tobbszoros éleket is? Igaz-e, hogy ha a sakkos
megfogal mazashan megenged; Uk, hogy némelyek tdbbszor is jatszottak egyméssal, akkor is
biztosan van két olyan ember, akik ugyanannyi sakkpartit jatszottak? Az el6z6 feladatunk
megol désa nagyon erésen haszndlta, hogy a gréf egyszerii, tehat afokszamok csak 0 és n—1
kozott valtozhatnak. Ha viszont megengediink tobbszoros éleket is, akkor afokszam
barmilyen nagy lehet, a bizonyitasunk tehat nem miikddik. Vaon csak a bizonyitas nem
muikodik, vagy az dlités sem igaz?
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MEGOLDAS: Most kénnyii ellenpéldat csindlni: tegyik fel példaul, hogy atérsasagban csak
harom ember van, A,B és C. Tegyik fel, hogy A és B egy mérkézést jatszott egymassal, B és
C kettot, A és C egyet sem. Ekkor A 1, B 3, C 2 mérkézeést jétszott.

Ez mindenesetre ellenpélda harom pont (résztvevo) esetén. De van-e akérhany pont
(résztvevo) esetén is ellenpélda? Négy pontra a kovetkezoképpen lehet ellenpéldat csindini:
felvesszilk az el6bbi gréfot, tehét egy hdrom pontu gréfot, ahol az 1-es és 2-es kdzott 1 € fut,
a 2-es és 3-as kozott pedig ketts. Felvesziink tovabbé egy negyedik pontot, amelybsl nem fut
ki é (az ilyen pontot izolalt pontnak nevezik). Ezutén berajzolunk a gréfba még egy olyan
»Kort”, amely minden ponton &megy (az ilyen kort Hamilton-kérnek nevezik), vagyis
hozzévesziink a grafhoz példéaul egy-egy 12, 23, 34, 41 élt (ahol mé&r van, ott egy-egy tovabbi
ilyen élt): ekkor 1 és 2 kdzott két & fut, 2 és 3 kozott 3 € fut, a 3-as és 4-es pont kozott
valamint a4-es és az 1-es kozott egy-egy é fut. Most az 1-es pont fokszdma 3, a2-es€ 5, a 3-
ase 4, anégyesé 2.

Vegyuk észre, hogy ez az eljéras akérhany pontra folytathatd. Tegyik fel, hogy mér van egy
olyan grafunk, amelyben n—1 pont van és ezek fokszamai mind killnb6z6 pozitiv szamok.
Vegyiink hozza a grafhoz egy tovébbi izoldt pontot, igy kapunk egy olyan grafot, amelyben n
pont van, és barmely két pont fokszama kil 6nbozik. Ebbdl azonban még nem tudnank
tovabbmenni, ezért illessziink a gréfra egy Hamilton-kort, vagyis egy-egy olyan Uj élt, amely
az 1-es és 2-es, a2-es €s 3-as, a3-as€s 4-6s, ..., az n—2-es ésn—1-es, az n—1-es és n-es, végll
az n-es és 1-es pontot koti 6ssze. Ekkor minden pont fokszama pontosan kettével né, tehét
tovabbrais minden pont fokszama kill6nb6z6 lesz, de most méar minden pont fokszama
pozitiv (s6t: legaldbb kettd). Ezzel minden n-re taldtunk olyan n pontt (nem egyszerii) grafot,
amelyben nincs két azonos fokszamu pont. (A konstrukcidban Iényegében haszndltuk mér a
kor fogalmat, erre rogton visszatérink.)

3. Emlitettik mar, hogy elképzelhet6 az is, hogy a gréfnak nem véges sok cslicsa van, hanem
végtelen sok. Mi a helyzet ekkor? |gaz-e végtelen egyszerii grafokra az dlités? Az 1. feladat
megol désa a végesseget is nagyon hasznalta. V égtelen (megszamld hat6an végtelen) sok pont
esetén ugyanis afokszam végtelen islehet, s ekkor nem vilagos, hogy mit jelent, hogy
»ugyanakkora afokszam”. De ha kikétj ik, hogy minden pont foka véges legyen, akkor isa
fokszam barmilyen nemnegativ egész szam lehet, a skatulyaelv tehat nem mikddik. De vajon
igaz marad-e az dlitas?

MEGOLDAS: Megmutatjuk, hogy az 4litas végtelen gréfokra nem igaz. Van ugyanis olyan
végtelen egyszerii gréf, amelyben minden pont fokszama kiilonbdz6. Legyenek a graf pontjai
az 1,2, 3,4, ... pozitiv egész szamok. Olyan grafot akarunk csinalni, amelyben az i-edik
cslicspont fokszama éppen i. Minden pontrarairjuk tehat a sorszamét, hogy tudjuk: ekkorara
akarjuk afokszamét. Ezutan el6szor 6sszekotjik az 1-es pontot a 2-es ponttal. Ezzel az 1-es
pont fokszama megfelel6 lett, 6t tehdt kihlzzuk és a 2-esre most 1-et irunk: még ennyi
»hidnyzik afokszamabdl”, atdbbi pontra irt szam valtozatlan marad. Ezutén sorra vesszik a
2-es pontot, ezt tovabbi 1 ponttal kell sszekétniink, 6sszekotjik a 3-as ponttal. Elhagyjuk a
2-es pontot, hiszen most mar az 6 fokszdmais megfelel és a 3-as pontra eggyel kevesebbet
irunk. Most sorravesszilk a 3-as pontot, ezen jelenleg 2-es szam dl, ennyi élt kell még beléle
behlznunk: 6sszekotjik a4-es és 5-0s ponttal, majd az ezekre irt szamot csokkentjik eggyel
és elhagyjuk a 3-as pontot. igy minden |épésben sorra vesszilk a kdvetkezé pontot, ha a
pillanatnyilag rajta szerepl6 szam i, akkor 6sszekotjuk i olyan ponttal, amelyen jelenleg
pozitiv szam all. Ezutén ezt a pontot elhagyhatjuk, és avele most dsszek6tott pontokra irt
szamot eggyel csokkentjuk. (Hai=0 volt, akkor e szerint az €ljaras szerint egyszeriien
elhagyjuk a pontot, mert mar , rendben van”.) Ezt az eljardst minden egyes pontra elvégezve
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egy olyan gréfhoz jutunk, amelyben az i-edik pont fokszama pontosan i.
A tovébbiakban egyel 6re véges gréfokkal fogunk foglalkozni, s most egy mésik fogalmat is
bevezetiink, akor és az Ut fogalmét. Ehhez tekintsiik a kdvetkezo feladatot:

4. Egy térsasagban mindenkinek van legal abb két ismerése (az ismeretség most is kol csonds).

Bizonyitsuk be, hogy van atarsasagban néhany (legal &b harom) ember, akik leliltetheték egy
asztal koré agy, hogy mindenki két ismerése kozott ljon. (A tarsasagnak természetesen véges
sok tagjavan.)

MEGOLDAS: Vegyiink egy tetszéleges embert, legyen 6 A. Legyen egy ismerése Az,
legyen tovabba Ax-nek egy A;-tél kiilonbdzo ismerése Ag, és dtalaban legyen Ax1-nek egy Ax-
tél kil dnboz6 ismerése Aws. llyen van, hiszen mindenkinek van legal dbb két ismergse. igy
kapjuk az embereknek egy AjA;...An... végtelen sorozatét, ahol mindenki ismeri az elé6tte és
utana kovetkezot. Ez a sorozat azonban egy id6 utan biztosan tartalmaz ismétl6dést, hiszen a
tarsasagnak csak véges sok tagjavan. Legyen Am.; az €lsé olyan ember, aki mar szerepelt a
sorozatban elébb is, mondjuk az n-edik helyen: Aq1=An (N<m). EKkor An-€t, Ansi-€t, Anio-€t,
..., Aqret ilyen sorrendben leliltetve az asztal kéré mindenki két ismerése kdzétt fog dini. (Ez
igaz Anrreis, mert Amii=An.)

A feladatot és megoldéasét atfogalmazhatjuk grafel méleti nyelvre.

DEFINICIO: A gréf csiicsainak egy AiAs. .. AnAms1 Sorozatét, amelyben minden A-t é kot
Ossze az uténa kovetkezo Ai+1-gyel, agréf egy sétdjanak nevezzik. Ha minden A; csucs
kil6nbdz6, akkor Utnak nevezzik. Haminden A; kulonb6zo, csak Amei=Ag, akkor
(gréfelméleti) kornek nevezzik. Az Ut, illetve akor hossza m (vagyis a szomszédos csticsokat
Osszek 6t élek szama), de szokték ehelyett a cslicsok szamét is az Ut, illetve a kor hosszanak
tekinteni. A kor esetében mindketté azonos, az Ut esetében egy a kil 6nbség. Megjegyezzik
még, hogy akét pontbdl (tehét egy ébdl) alé Ut is dt, viszont alegrovidebb kornek is
legalabb hdrom cslicsa (és harom ée) van.

Ezek utan afeladat allitédsa a kdvetkezéképpen fogal mazhato at:

Ha egy véges egyszerii grafban minden pont foka legalabb kettd, akkor a graf tartalmaz kort.
Ebbél mar kdvetkezik egy fontos tétel:

5. Haegy n pontu egyszerii gréfban nincs kor, akkor legfeljebb n—1 éle van.

|. BIZONYITAS: Teljesindukcidval bizonyitunk: n=1 esetén agréfnak nincs éle, n=2 esetén
agréfnak legfeljebb egy éle van. Tegyuk fel, hogy n—1 pontu grafokra mar tudjuk az alitéast
éslegyen G egy n pontu egyszerti, kormentes graf. Az el6z6 feladat szerint G-ben van egy
legfeljebb els6foka pont (kildnben G nem kdrmentes), legyen ez a pont x. Hagyjuk €l aG
gréfbdl az x pontot és a bel6le (esetleg) indul6 ét. A marad6 n—1 ponta gréfban tovabbra sincs
kor, igy legfeljebb n—-2 éle van az indukciés feltevés szerint. Ha ehhez hozzavesszik az x-bél
indul 6 egyetlen ét (ha van egyaltalan), megkapjuk, hogy G-nek legfeljebb n—1 éle van.

Erre afeladatra még visszatériink, elébb azonban az el6z6 feladat egy élesitését fogjuk
bebizonyitani:

6. Legyen k>1 egész szam. Ha egy véges egyszerii gréfban minden pont foka legalabb k,
akkor a grafban van legal &bb k+1 hosszu koér.

BIZONYITAS: Induljunk ki ismét agréf egy tetszéleges A; pontjabdl és akalmazzuk a
kovetkezo eljarast: hamar ejutottunk egy A ponthoz, s ennek a pontnak van még olyan
szomszédja a grafban, amely nem szerepel akivalasztott A-k kozott, akkor legyen ez a (vagy
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az egyik ilyen) szomszédja Ai+1, ekkor AgAs... A tovébbrais Ut agréfban. Ez az eljaras

el 6bb-utébb megakad, hiszen elfogynak a gréf pontjai. Tegyuk fel, hogy An-nél akadunk €.
Ekkor An-nek minden szomszédja szerepel mér az Ai-k kozott. Keressiik meg alegkisebb
indextt kozulik, legyen ez As. EKKor AsAs+1As+2...Am KOr éstartalmazza Aq-€et, valamint Ay,
minden szomszédjat. Mivel An-nek legaldbb k szomszédja van afeladat feltétele szerint, ezért
ennek a kornek legaldbb k+1 pontja van.

MEGJEGYZES: A bizonyitas elmondhaté lenne Ugy is, hogy tekintsiik a gréf (egyik)
leghosszabb atjat. Ennek végpontjabdl a maximalités miatt nem indulhat ki az Gton kivli
pontba él, tehd mind a (legalabb) k é az Ut pontjaiba vezet. A végponttdl legtavolabbi pontba
vezet6 élel bezért kdrnek ezért legaldbb k+1 pontja van.

Azért érdemes végiggondolni ezt a bizonyitast is, mert rAmutat egy, a grafelméletben (és
altaldban a véges matematikaban) sokszor alkalmazhat6 6tletre: ,, vegyik alegnagyobbat”
valamibél, s ez vezet el amegoldéshoz. A ,,csal” az, hogy nem feltétlentl abbdl kell a
legnagyobbat venni, amirél a bizonyitandd dlitasban sz6 van. Mi sem aleghosszabb kort
kerestilk meg a gréfban (abbdl még nem j6tt volna ki a megoldas), hanem aleghosszabb utat!

7. Vagon az el6z6 feladatban tudjuk-e garantdni azt is, hogy létezik pontosan k+1 hosszu kér,
ha minden pont foka legal&bb k? Vizsgdjuk meg a kérdést k=3-ra és k=4-re!

MEGOLDAS: k=3-raakovetkezé tizpontt gréf ellenpéda:

Ebben a grafban minden pont foka harom — ilyenkor a grafot 3-regularis gréfnak nevezzik.
Be kell még latnunk, hogy val 6ban nincs benne négy hossza kor. Ezt kissé hosszadal mas
volna végignézni, igy megprobajuk a gréf szimmetridit felhasznélva sziikiteni alehetségek
halmazét. El6szor is nézzik meg, hogy milyen szimmetriai vannak ennek a grafnak.
Nyilvanval 6, hogy a 10-es szamu pont teljesen egyedild|6: ez a pont az egyetlen, amelynek
harom szomszédja kozoétt nem fut él. A 10-es pont tehat nem cserélhet6 fel egyetlen mas
ponttal sem. Viszont jdl 1&hat6, hogy haa gréafot a,, 10-es pont kordl elforgatjuk” tgy, hogy
az 1-es pont a 4-esbe kerliljon, akkor a graf ugyanebbe a grafba fog &menni. Tehét az 1-es, 4-
es és 7-es pontok szerepe szimmetrikus: barmelyik atviheté6 a masikba gy, hogy a graf
»ugyanugy nézzen ki”. Ugyanez igaz a 2-es, 5-0s és 8-as pontokra, valamint a 3-as, 6-0s és 9-
es pontokrais. Ha pedig agréfot ,, tikrozzik a 10-es és 2-es pontok alkotta egyenesre’, akkor
is6nmagaval azonos gréfba megy &, az 1-es pont pedig a 3-asba megy ét. Ez azt jelenti, hogy
az 1-es, 4-es és 7-es pont szerepe megegyezik a 3-as, 6-0s és 9-es pont szerepével is. A gréf
pontjai tehat harom osztélyba sorolhatok: az elsé osztalyban van a 10-es pont, a méasodikban a
2-es, 5-0s és 8-as pont, mig a harmadikban az 1-es, 4-es, 7-es, 3-as, 6-0s €s 9-es. Az azonos
osztdlybeli pontok szerepe szimmetrikus. Ez azt jelenti, hogy ha beldtjuk, hogy az 1-es ponton
keresztll nem megy négy hosszu koér, akkor amésik 6t, vele egy osztalyban levé ponton
keresztil sem mehet.

Ezutan vegyik észre, hogy a 10-es ponton keresztll nem mehet négy hosszu koér: avele
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Osszek6tott pontok (2,5,8) kdzott nincs kettd, amelynek lenne mésik kdzos szomszédja. Ha
tehét van a grafban négy hosszu kor, akkor annak tartalmaznia kell egyet a harmadik osztaly
pontjaibdl, hiszen a méasodik osztédlyban csak hdrom pont van. Ezek utan elég azt belatnunk,
hogy az 1-es ponton keresztil nem megy négy hosszu kér. Raadasul a 10-es pontot ki is
torolhetjlk a grafbdl: rajta keresztll biztosan nem megy négy hosszu kor. Ha az 1-es pont
mellett a 2-es pontot is tartalmazza a kor, akkor tartalmaznia kell a 3-ast is (2-esnek nem
maradt més szomszédja), és 1-esnek és 3-asnak nincs 2-esen kivil kozos szomszédja. Haa 2-
est nem tartalmazza, akkor 1-es két szomszédja 3-as és 9-es, és ezeknek megint csak nincs
k6z6s szomszédjuk. Ezzd beléttuk, hogy a gréfban val éban nincs négy hossza kor.

MEGJEGYZES: Az ellendrzés befejezhetd lett volnakissé egyszeriibben is: elég lett volna
azt megnézni, hogy sem a 10-es, sem az 1-es, sem a 2-es pont harom szomszédja kozul nincs
kettd, amelynek lenne tovébbi kdzds szomszédja

TOVABBI PELDA az Gigynevezett PETERSEN-GRAF, amelyrél még sok sz0 lesz:

Vegyuk észre, hogy ennek agrafnak az 1,2,3,4,5 pontjai azonos szerepet jatszanak (a gréf
elforgatasaval egymasba vihetok), tovabba a 6,7,8,9,10 pontok is. Konnyt azt is latni, hogy
példaul az 1-es és a 6-0s pont is egymasba vihets: haakilsd, 12345 kort megfeldtetjik a
belsé 68(10)79 kornek (ilyen sorrendben) és viszont, akkor a graf ismét ,, onmagaba megy a”.
Tehét a Petersen-grafban barmely pont atviheté barmely masik pontba gy, hogy a gréf
»onmagaba megy at”. Ezutan elég azt belatni, hogy nincs benne négy hosszu kor, amely
amenne példaul az 1 ponton, s ez kénnyen ellenérizheté.

8. k=4-revan-eelenpélda?

Ennek a gréfnak a pontjai két osztalyba sorolhatdk, s akét osztaly kézott minden é be van
hlzva, viszont azonos osztalya pontok kdzott nem fut é. Ekkor minden pont foka négy.
Masrészt a grafban egyaltalan nincs paratlan hossza kér, hiszen minden kérben felvatva
vannak az also és afelst osztalyba tartoz6 pontok. Kovetkezésképp 6t hosszu kor sincs benne.

MEGJEGY ZES: Ez apélda dta anosithaté minden paros k-ra: vegyik ak+k pontbol &lé
teljes paros grafot, vagyis azt agrafot, amelynek pontjai két k pontt osztdlyba sorolhatok, s a
két osztdly kdzott minden é be van hlizva, az azonos osztal yba tartoz6 pontok kdzott viszont
nem fut é. Ez agraf k-reguléris, most isigaz, hogy minden kore paros hosszisagu, mert
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minden korben felvatva vannak a pontok akét osztalybdl. Tehét nincs benne k+1 hosszu kor,
hiszen k+1 paratlan.

1. Hazi feladat: Mi ahelyzet paratlan k szamok esetén? Van-e k-reguléris graf, amelyben
nincs k+1 hossza kor?

2. Hazi feladat: Van-e olyan k-regularis graf, amelyben csak ,, nagyon nagy” korok vannak,
példaul csak 2k-nal hosszabb korok?

9. Egy orszag bizonyos véarosai kozott repll 6gep kozlekedik. Minden repll 6jarat oda-vissza
kozlekedik, és két varost kot dssze. Barmely két varos kdzott vagy van kdzvetlen replil 6jarat,
vagy egy aszéllassa eljuthatunk egyikbdl a mésikba. Minden véarosbdl legfeljebb hdrom
kozvetlen repiléjarat indul. Hany repil 6tér van maximalisan az orszégban (minden varosban
egy repul 6tér van)?

Mi koze ennek afeladatnak a korabbiakhoz?

Miel6tt ezekre a kérdésekre vaaszolnank, atfogalmazzuk a feladatot grafelméeti feladatta: a
vérosok (repllterek) lesznek a gréf pontjai. A feltétel szerint minden pont foka legfeljebb 3.
Masrészt barmely két pont kdzétt fut él, vagy van egy 2 (él)hosszisagu Ut. Az ilyen grafokat
réviden 2-atmér gjii grafoknak nevezzik. Ezt a kovetkez6 indokolja. Tegyik fel, hogy egy
gréf barmely két pontja kozott van Ut. [lyenkor a gréfot dsszefliggs grafnak nevezziik.
Osszefuiggs gréfban definidlhat6 két pont tvolsga: a kozottik futd legrovidebb Gt hosszét
nevezzilk akét pont d(a,b) tavol saganak.

3. Hazi feladat: Bizonyitsuk be, hogy ez atavol sagdefinicid annyibdl valodi |, tavolsag” -
fogalmat ad, hogy igaz a h&romszdg-egyenl 6tlenseg: vagyis ha a gréfnak vesszik harom
pontjét, a-t, b-t és c-t, akkor az a és b pontok tavolsaga és a b és ¢ pontok tavol sga egy(itt
nem kisebb az a és ¢ pontok tévolsadgana: d(a, b) + d(b,c) 3 d(a,c).

Definidhatjuk ezutan a graf (mint ,, ponthalmaz”) &méréjét: vesszik az tsszes két pont
kozotti tavol sagot és ezek kozul alegnagyobb a gréf &mérdje. Vagyis két legtavolabbi pont
tavolséga lesz a gréf ameérdje. Ezutén afeladat a kdvetkezéképpen szdl:

Egy egyszerti 2-amér6jii gréfban minden pont foka legfeljebb harom. Hany pontjavan
maximalisan?

MEGOLDAS: Vegyilk fel agréf egy pontjét, legyen ez az 1-es pont. Ennek legfeljebb harom
szomszédja van, legyenek ezek a 2-es, 3-as, 4-es pontok. Ez utébbi harom pontnak legfeljebb
két-két tovabbi szomszédjalehet. Ez tovabbi hat pont. A grafnak nem |ehet tovabbi pontja,
mert azok nem volnanak az 1-es pontbdl két 1épéshen (ketté hossza Gttal) elérhetok. A
grafnak tehat legfeljebb tiz pontja van.

A kérdés az, hogy van-e tizpontu, afeladat feltétel einek megfelel6 graf. Az eddigi
gondolatmenetbdl kovetkezik, hogy havan ilyen gréf, abban az 1-es pont fokszama biztosan
harom. De barmely pontjét tekinthetjik az 1-es pontnak, tehat barmely pont fokszama harom,
vagyisagraf 3-reguléris. Méasrészt az isigaz, hogy

a grafban nem lehet harom hosszd kér (= haromszog), mert ha az a,b,c pontok egy
haromszdget hatédrozndnak meg, akkor az a pontnak lenne két szomszédja, amelyek kozott fut
él. Hamost az a pontot valasztjuk 1-es pontnak afenti gondolatmenetben, b-t és c-t 2-esnek
és 3-asnak, akkor e két pontbdl mar nem indulhat tovabbi két-két ponthoz é a gréfban, tehédt a
gréfnak nem lehet tiz pontja. Végul az isigaz, hogy

a grafban nem lehet négy hosszll kor (= négysz6g) sem. Ezt hasonl6an léathatjuk be: haa,b,d,c
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(ilyen sorrendben) egy négy hosszu kor volna, akkor valasszuk ismét a-t 1-esnek, b-t 2-esnek
és c-t 3-asnak. A gréfnak csak Ugy lehet tiz pontja, hab és ¢ (2-es és 3-as) tovabbi (1-tdl
kil6nb6z6) két-két szomszédja kil bnb6z6, mérpedig d mindkettének szomszédja. Ez
|ehetetlen, tehdt nincs a grafban négy hosszu kor sem.

E két dlitas bizonyitasét el mondhatjuk a kdvetkezéképpen is. Lattuk, hogy a 2-atmérojii, 3-
regularis gréf barmely pontjabdl elindulva a vele 6sszek6tétt hdrom pont mindegyikének két-
két tovabbi, egymastdl kilénb6zé szomszédja van, killdnben nem lehetne a grafnak tiz pontja.
Tehat barmely pont hdrom szomszédja olyan, hogy nem fut kdzottik él, ezért nincs a grafban
haromszdg. Mésrészt barmely pont barmely két szomszédjat véve ezeknek nem lehet tovabbi
k6z6s szomszédjuk, tehat a grafban nincs négyszog sem. Eddig a graf tehét ,, barmely pontbdl
indulva’ igy néz ki:

Az 1-es pont szomszédjait sorban 2,3,4-gyd jel6ljik, a 2-es pont tovabbi két szomszédjat 5-
tel és6-tal, a 3-as pontét 7-tel és 8-cal, a 4-es pontét 9-cel és 10-zel (afelss szinten dlo
pontok nagysag szerint ndvekvé sorrendben vannak szamozva).

Minden tovabbi élnek tehat afelsé szint pontjai kdzott kell futnia. Azt istudjuk, hogy az 56,
78 és 910 élek nem szerepelhetnek a gréfban, mert akkor lenne hdromszdg. Az 5-6s pont a 7-
es és a 8-as kozll legfeljebb az egyikkel Iehet Osszekdtve, mert kildnben 5728 egy
négyhosszUisagu kor volna. Hasonl6 okokbdl a 9-es és 10-es kozll is legfeljebb az egyikkel
lehet Osszekdtve. Masrészt az 5-0s pontbdl még két élnek kell kiindulnia. Tehédt szimmetria
okokbdl feltehetjik, hogy a 7-essel és a 9-essel van Gsszekbtve. A 7-es nem lehet Gsszekdtve a
9-essel, mert akkor 579 haromszég volna, nem |ehet 6sszekdtve a 8-assal (378 hdromszog
volna), és nem lehet dsszekdtve 6-0ssal (7625 négyszog volna). Tehat 7 csak 10-zel lehet
Osszekotve. Ugyanigy 9 csak a 8-assal |ehet Osszekotve, 10 csak a 6-0ssal és 8 is csak a 6-
ossal lehet 6sszekotve. Vagyisafelso szinten az 68957(10) kort kaptuk.

Azt is megkaptuk, hogy barmely tizpontt 3-regularis, 2-atmérdji gréaf felrajzolhaté igy, tehat
Iényegében csak egy tizpontt megfelel6 graf van. Ez ., Iényegében” azt jelenti, hogy barmely
tizponty, 3-reguléris, 2-atmér6ji graf pontjai atszamozhatdk Ugy, hogy afenti gréfot kapjuk.
A kapott grafrol a kovetkezoket tudjuk: 3-reguléris, 2-amerdjii, tizpontu, nincs benne
haromszog és négyszdg, és hogy csak egy ilyen gréf van. Marmost kdnnyen belathat6 a
kovetkezo:
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10. A Petersen-gréf is 2-a&méroji.

BIZONYITAS: Mér l&tuk, hogy a Petersen-graf barmely két pontja egymésba vihets gy,
hogy a graf Ghmagaba menjen a. Ezért elég azt megmutatnunk, hogy az 1-es pontbdl barmely
masik pontba el lehet jutni egy vagy két |épésben. Egy |épésben elérheték a 2,5,6 pontok. A
2-bé| egy tovabbi Iépéssel elérhet6 a3 ésa7 pont, az 5 pontbdl a4 ésa 10, a6-bdl a8 ésa9.
Vagyis valdban minden pont legfeljebb ketté tavolsgra van 1-t6l, sigy barmely két pont
tavol saga legfeljebb ketto.

11. Szdmozzuk & a Petersen-graf pontjait, hogy éppen ezt a grafot kapjuk!

MEGOLDAS:

35 104

12. Allapitsuk meg, hogy hanyféleképpen lehet a Petersen-gréfot (vagy eredeti forméjét, vagy
amost kapottat, mindegy) dtszamozni Ugy, hogy nmagaba menjen &.

MEGOLDAS: ElsS pillanatra Ggy létszik, hogy 10-6-2-2-2-fél eképpen lehet dtszamozni.
Hiszen alegalso pontot atiz pont kdzil barmelyiknek va aszthatjuk. Ezutén a k6zépso szintre
alegalsb pont hdrom szomszédja keriil, ezek viszont barmilyen sorrendben, ez eddig 10-6
lehetéseg. Most afelsé szintre a k6zépso szint barmelyik pontjanak két-két szomszédjét kell
tenniink, a nekik megfelel 6 sorrendben, de mindegyik ilyen pontpart kétféle sorrendben
rgjzolhatjuk, s ez 6sszesen 10-6-2-2-2 lehetéseg. Csakhogy afelsé szinttel vigyazni kell, ha
ugyanezt a gréfot akarjuk kapni, tehat afelsé szinten ugyanilyen hatszoget akarunk kapni. A
2-es pontnak megfelel6 pont folé annak két szomszédjat még olyan sorrendben rajzoljuk,
ahogyan akarjuk, de ezutan mar nincs tébb szabadsagunk: 3-asnak megfelelé pont folé a két
pontot mar ugy kell rajzolnunk, hogy az elsé az 5-0snek megfelel6vel legyen dsszekotve, a
masodik a 6-osnak megfelelével. Ugyanigy a 4-esnek megfelelé pont foléis Ugy kell akét
pontot rajzolnunk, hogy a 9-esnek megfelel pont legyen 6sszekbtve az 5-Gsnek megfelelvel.
Ez tehét csak 10-6-2=120 lehet6ség. Ennyi Ugynevezett , automorfizmusa’ van a Petersen-
grafnak.

4. Hazi feladat: Most ideiktatok par egyszeriibb gréfot, amelynél ugyanigy azt kell
kiszamolni, hogy hanyfél eképpen vihet6 a dnmagaba (hany ,, automorfizmusa’ van —
zar6jelben a végeredmény, hogy mindenki ellenérizhesse magét):

A hdromszog (6=3!);

A négyszdg (8=4-2);

A négyszog egy atléval: vagyis minden él be van hlizva egy kivételle (4);

A kovetkezo6 gréf (48=8-3!):
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Egy 6t hosszu Ut, illetve barmely Gt. (2)
Egy hérom emelet magas binéris fa (2°):
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1. (hazi feladat volt): Van-e korlatos sikbeli halmaz, amely egybevagd egy val odi
részhalmazaval ?

MEGOLDAS: Multkor lattunk olyan sikbeli halmazt, amely megszamléhatdan végtelen és
egybevagd egy valodi részhalmazéval, ilyen volt pédaul az x tengely pozitiv egész
racspontjainak halmaza. Ez azonban még nem korl&tos. Az az egybevéagdsagi transzformécio,
amely ezt az alakzatot 6nmaga val odi részébe viszi, egy eltolas. Nyilvanval 6, hogy ha egy
halmazt egy eltolés sgjét részébe viszi, akkor a halmaz nem lehet korl&tos: vegyik ugyanis
egy P pontjat, ennek eltoltja, P; szintén eleme ahamaznak, de akkor P; eltoltja, P, is, ennek
eltoltjais, ésa PP, vektor megegyezik a P1P, vektorral. Ugyanigy hamar P;-rél tudjuk, hogy
ahamazban van, akkor eltoltja PiPi.; is, és PiP;.1 vektor is egyezik a PP; vektorral. Teha P
minden nPP;-gyel val6 eltoltja (n pozitiv egész) eleme a halmaznak, s ezek a pontok nem
korlatos halmazt alkotnak. Tehét az eltolas helyett mas egybevagdsagi transzforméci 6t kell
keresniink. Koriljarastartd egybevagdsagi transzformacié mar csak egy van: aforgatas.
Ennek megvan az az elénye is, hogy haegy P pontot egy O pont kortl mindig ugyanazza az
a szoggel elforgatunk, akkor is korlatos halmazt kapunk. Ennek alapjan mér majdnem kész is
vagyunk: vegyink egy P pontot és dsszes O korlli a szogii elforgatottjét: ezek a P; pontok
alkossak halmazunkat, P; ia szoggel val6 eforgatottja P-nek. Hamost ezt ahamazt a
szoggel eforgatjuk, akkor maga P a P; pontbamegy ét és dtaaban P; a Pi.1-be, tehét a
halmaz egy valodi részhalmazéba, abba, amelyet P elhagyasaval kapunk. Ezzel kész is—
lennénk, ha garantélni tudnank, hogy P nem szerepel akésébbi Pi-k kozott, és ha garantani
tudnank, hogy a P;-k halmaza val 6ban végtelen: nincs ismétlédés! Mindkett6t akkor tudjuk
garantdni, ha a P;-k halmaza nem periodikus, tehé haaz a szdg fokban mérve nem
Osszemérheté 360°-kal, vagyis ha a fokban mérve irraciondlis. Ekkor val6ban végtelen
halmazt kapunk és az elforgatottak halmazabdl kiesik P. Ezzel afeladatot megol dottuk.

2. (szintén hézi feladat volt): Legyen a irraciondlis szam éstekintslk az y = ax egyenest.
Ezen az origon kivil nyilvan nincs tobb récspont. Bizonyitsuk be, hogy viszont tetszélegesen
kozel hozza van racspont.

MEGOLDAS: Han egész, akkor az x=n fiiggéleges egyenesen az y=ax egyeneshez
legkdzelebbi récspont vagy az (n, [an]) vagy az (n, [an]+1) koordindtéju pont. Ennek
tavolsaga az egyenes (n, an) pontjatdl an , kisebbik tortrésze’, vagyis az an-hez legkdzel ebbi
egésztél valo eltérése. Az y=ax egyenestdl vett tavolség ennél még kisebb. (Lasd az abrét!) A
multkor bizonyitottuk, hogy barmely a irraciondis szamhoz végtelen sok olyan q pozitiv
egész van, amelyhez van olyan n egész, amelyre |na — p| < 1/n, ez éppen azt jelenti, hogy a
legkdzelebbi egésztol vett eltérése kisebb, mint 1/n. S miutan ez végtelen sok n-re teljesll, ez
az 1/n tetsz6legesen kicsivé teheti.

Most visszatériink a gréfelméleti hézi feladatokhoz.

3. (még avegtelen grafokrdl szol6 szakkorrdl maradt hazi feladat): Bizonyitsuk be, hogy ha
egy megszamléhatoan végtelen fa minden emeletén véges sok pont van, akkor van benne
végtelen hosszul Ut. (Ez az Ugynevezett ,, Konig-lemma.)

A MEGOL DAShoz elébb egy méasik feladatot vesziink, amelynek gondolatmenete kizel ebb
vihet a megol déashoz:
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4. Bizonyitsuk be, hogy egy végtelen gréfban vagy van veégtelen sok pont, amelyek kdzott
nem fut él, vagy van végtelen sok pont, amelyek teljes részgrafot alkotnak, tehat koztik
minden & be van hlzva.

MEGJEGYZES: Ezt nevezik a, végtelen Ramsey-tétel” |egegyszeriibb esetének.

MEGOLDAS: Vegyik agréf egy pontjét, legyen ez x;. Hax;-bél agréf végtelen sok
pontjdbafut é, akkor hagyjuk € azokat a pontokat, amelyekbe x;-bél nem fut . Ha viszont
csak véges sok pontbafut @ x;-bol, akkor ezeket a pontokat hagyjuk el. A megmaradd pontok
halmazat nevezzik Yi-nek. Hax; ezek mindegyikével 6ssze van kotve (1. eset), akkor x;
pontot jel6ljuk meg egy + jellel. Hax; az Y; egyetlen pontjaval sincs dsszekdtve (2. eset),
akkor x;-et jel6ljuk meg egy —jellel. Ezutan az Y1 halmazbdl kivaasztunk egy x, pontot és
azzal megesindljuk ugyanezt: hax, az Y1 halmaz végtelen sok pontjaval van dsszekotve, akkor
Y, tébbi pontjat elhagyjuk, a maradé pontok halmaza (x, nélkil!) Ya, és x,-re egy + jelet irunk.
Hax; az Y1 halmaznak csak véges sok pontjaval van 6sszekotve, akkor ezeket hagyjuk €, a
marado pontok halmaza (x; nélkll!) lesz Y, és x;-re egy — jelet irunk. Az Y, halmaz mindkét
esetben végtelen és minden pontja ,, ugyanugy viselkedik” xo-vel és,, ugyanugy viselkedik” x;-
gyel (hogy hogyan azt az e két pontrairt jel ,,mondjameg”). Ezutdn minden |épésben
ugyanezt csindljuk: haaz Y; végtelen halmaz mér ki van valasztva, akkor abbdl kivalasztunk
egy Xi+1 pontot, és megnézzik, hogy az Y; halmaznak végtelen sok pontjaval van-e dsszekétve.
Haigen, akkor ezek a pontok alkotjak Yi.i-et és xi.1-re egy + jelet irunk. Hanem, akkor
elhagyjuk azt a véges sok pontot, amellyel dssze van kotve, a maradd végtelen ponthalmaz
lesz Yi.1. Az igy kivalasztott Y., halmazrdl tudjuk, hogy barmely kordbban valasztott x;
ponttal , egyontetien viselkedik”: hax-n + jel al, akkor x; minden Y;.1-beli ponttal 6ssze van
kotve, ha—jel al rajta, akkor eggyel sincs dsszekdtve.

Az igy kivAasztott x1, Xo, ..., X,... Végtelen ponthamazrdl is ugyanezt tudjuk: hax-n + jel al,
akkor minden nagyobb indexi x-vel 6ssze van kotve (mert azok mind Y;-bél valok), ha—jel
all rajta, akkor egyikikkel sincs 6sszekdtve.

Tegyuk fel, hogy az xi, Xz, ..., X,... végtelen ponthalmaz végtelen sok pontjaravan + irva és
hagyjuk € atdbbi pontot. igy kapunk egy olyan végtelen ponthalmazt, amelynek barmely két
pontja 6ssze van koétve.

Haaz xi, X, ..., X,... Végtelen ponthalmaznak csak véges sok pontjan szerepel a+ jel, akkor
ezeket a pontokat hagyjuk el. A tobbin a—jel al, tehat ezek kozil semelyik ketté kdzott nem
fut é. llyen pontbdl most végtelen sok van.

A tételt ezzel bebizonyitottuk.

Miel6tt visszatérnénk a 3. feladatra, ennek atételnek egy nevezetes kdvetkezményét
bizonyitjuk be:

5. TETEL Minden végtelen sorozatnak van végtelen szigortian monoton névé vagy végtelen
monoton cstkkend részsorozata.

BIZONYITAS: Tekintsiik ugyanis azt agréfot, amelynek pontjai az eredeti sorozat elemei és
két pont akkor legyen 6sszekoétve, ha a két elem kdzott ,, szigortan monoton névekedési”
rel&cid van, azaz a kisebb indexti elem kisebb a nagyobb indextinél. (Ha a kisebb indexii elem
egyenl6 vagy nagyobb a nagyobb indexiinél, akkor nincs kozottik él.)

Az el6bb bizonyitott tétel szerint két eset van: ebben a grafban

van végtelen Ures (feszitett) részgraf, vagyis végtelen sok olyan pont, amelyek kozul semelyik
ketté nincs Osszekdtve. Ekkor a sorozat megfelelé elemel monoton csdkkené (rész)sorozatot
alkotnak;
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van végtelen teljes részgraf, vagyis végtel en sok olyan pont, amelyek kozil barmely kett6
Ossze van kotve. Ekkor a sorozat megfelel6 elemei szigortian monoton névekvo
(rész)sorozatot alkotnak.

3. Most visszatériink a végtelen fardl szol6 tételre:

Vegylk afagyokerét, sjeldljiuk xo-1al: Xo-bdl indul ki akarmilyen hossza Gt (ami még nem
jelent automatikusan végtelen hosszl utat is: erre l&ttunk példét a, tigrises’ feladatban).
Ellenkez6 esetben afa magassaga véges volna, s miutan minden szintjén is csak véges sok
elem van, afaisvégesvolna

Most tekintslik az els6 emeletet. Lehet-e, hogy ennek az emeletnek egyetlen pontjabdl sem
indul ki akérmilyen hosszu Ut? Ha ez volna a helyzet, akkor mindegyik pontjabdl csak véges
magassagba lehet eljutni. De az emeleten véges sok pont van, tehat kozultk van egy, amelyrél
alegmagasabbra lehet eljutni, s ez még mindig véges magassdg volna. Megint azt kapnank,
hogy afavéges. Van tehé legal dbb egy olyan pont, amelyrél akarmilyen magasra €l |ehet
jutni. Vaassszunk ki egy ilyet, legyen ez x;. Az el6bb bizonyitottakat alkalmazhatjuk x; a
masodik emeleten levé szomszédjairais, ezek kozott islesz egy x, pont, amelybdl indul
akarmilyen hosszu at. Val6jaban ugyanis azt bizonyitottuk be, hogy ha egy x pontbdl
akarmilyen hossza Gt indul ki, akkor afabeli , fiai” kdzott (tehét a kdvetkezé emeleten levo
szomszédjai kozott) isvan legaldbb egy ilyen xi.; pont. Ezzel kivalasztottunk x-knek egy
végtelen sorozatat, amelyekrél tudjuk, hogy mindegyikikbél indul ki akérmilyen hosszu Ut és
minden X+, 6ssze van kotve x;-vel, akodzvetlen el6tte levével. Va éjdban mar csak erre a
tulgjdonsagukra van szilkségunk: ez bizonyitja ugyanis, hogy akivalasztott x-k egy végtelen
hosszU utat alkotnak a faban.

Ezzel a Konig-lemma bizonyitasat befejeztik.

Egyik korabbi szakkorén belattuk, hogy ha egy gréfban minden pont foka legal dbb ketto,
akkor van benne kor és ha minden pont foka legal abb k, akkor van benne legal &bb k+1 hosszu
kor. Akkor volt hazi feladat a kovetkezo:

6. Bizonyitsuk be, hogy ha egy gréfban minden pont foka legalabb harom, akkor van a
grafban kor atloval. (Atlon olyan ét értiink, amely akor két pontjat koti 6ssze.)

MEGOLDAS: Ugyantgy jarunk e, mint az emlitett feladatokban: vesszilk aleghosszabb
utat vagy azok egyikét, legyen ez P. Ennek x végpontjabol még legaldbb két &l indul ki, és
ezek csak magaba az Utba mehetnek vissza, hiszen kildnben folytathaté volna az Gt. Legyeny
az x-t6l tévolabbi, z a(z egyik) x-hez (y-ndl) kdzelebbi. Haa P Utnak az x-bél y-ba vezets
részét lezérjuk az xy élel, akkor egy olyan kort kapunk, amelynek van étldja: xz.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban minden pont foka legaldbb harom, akkor a kérok
hosszainak legnagyobb k6z6s osztoja vagy egy vagy ketté. Lehet-e egy? L ehet-e kett6?

MEGOL DAS: Haminden pont foka legal &b harom, akkor az €l6z6 feladat szerint van egy
kor éléval. Az étlo két kisebb korre bontja a nagy kort, ha ezek hossza a és b, akkor a nagy
koér hossza a+b-2 (a nagy kor minden élét pontosan egyszer szamoltuk, viszont az atlot is
megszamoltuk kétszer). Legyen d aa gréf korhosszainak legnagyobb kézds osztéja. Mivel dla
ésd|b, igy d|(a+b). Masrészt d|(a+b)-2, igy d|(a+b)—(a+b-2)=2. Vagyis alegnagyobb k6zds
oszt6 val 6ban csak egy vagy ketto lehet. A teljes n-szogben n>3 esetén van haromszog és
négyszog, itt alegnagyobb kdzos oszt6 egy. Masrészt a,, hdrom haz n—3 kit” grafban (tehat
abban ateljes paros gréfban, amelynek két osztayavan, az egyik osztélyban harom pont van,
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amésikban n—3 és a killénbdzé osztalyok kdzott minden élt behlzunk) csak paros hosszisagu
korok vanak, mésrészt vannak négy- és hatszogel, igy itt a kozos oszto ketto.
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