Kardos — Montagh — verseny
Feladatok

1. Az ABCharomszog hozzairt kéreinek kozéppon@aP, Q, beirt korének kbzéppontia
Melyik allitds igaz az alabbiak kozik?azOPQharomszég
A) sulypontja B) magassagpontja C) szogféleek metszéspontja
D) koréirt korének kézéppontja E) ABmbek kozil egyik sem.

2. Az ABC haromszog hozzairt kdreinek kozépponfaP, Q. Az OPQharomsz6g szdogei
67°, 58°, 55°. Ekkor aABC haromszo6g két szdge:
A) 67°, 58° B) 46°,64° C)48°, 72° [)°656,5° E) Mas érték.

3. Egy haromsz6g hozzairt kdreinek sugarai 4 cm, @smh2 cm. Mekkora beirt koér sugara?
A)4cm B) 3cm C)g cm D)2cm E)g cm

4. Egy érinbnégysztg harom szomszédos oldalanak hossza 1®am &s 14 cm, a
négyszog teriilete 96 énmHany cm hosszu a beirt kor sugara?
A) 2 B) 3 C)3,5 D) 4 E) 4,5

5. Az ABCharomszdg koré irt korének sugara 12 cm, beidrék sugara 3 cm. Mekkora a
h&rom hozzairt kor kbzéppontjan atrdedr sugara?

A) 9cm B) 16 cm C)20cm D) 24 cm

E) Az adatokbdl nem lehet egyérteélem kiszamolni.

6. Az ABCD érintonégyszogbe®B > AD. Az AC 4tlot azABCharomszog beirt kore & az
ADC haromszog beirt kore pedig Bzontban érinti. Melyik igaz az alabbiak kozul?

A) AE>AF  B)AE=AF C)AE<AF D)#:AE

E) AE ésAF nagysagrendi viszonya nem donthet

7. Melyik igaz a hd&romszdg nevezetes koreire vonatléititasok kozul?
A) A beirt kor érinti a hozzairt kdroket. B) A bekor érinti a Feurbach-kort.
C) A hozzairt korok érintik egymast.
D) Lehetséges, hogy valamelyik hozzairt kor éaritbréirt kort.
E) Az ebzéek kozul egyik sem.

8. Az A és B varosok kodzotti Utszakaszt egy vonésadrx, masodszoy, harmadszor pedig
atlagsebesseéggel tette meg. Melyik valasz helyedadbiak kozul?
A vonat hdrom Gtra vonatkoztatott atlagsebességyetsz

A) szamtani kbzepe B) mértani k6zepe C) harmankéarepe

D) egyik nevezetes hatvanykozepével sem egyenl

E) Az ebz6 valaszok egyike sem igaz.

9. Harom pozitiv szam mértani sorozatot alkot. A szikmértani kézepe 18, szamtani
koézepe 19. Mekkora a négyzetes kozepuk?

A) 21,25 B)v420 C) 20 DWW 399 E) Az élz6ek kozul egyik sem.



10. Harom pozitiv valdés szam kozul kéegyenb egymassal. A szamok szamtani kézepe 14,
harmonikus kdzepe pedig 13,5. Mennyi lehet a szam@itani kbzepe?

A) 6312 B) 953/3 c) 758/6 D) 13,5 E) 13,75
11.0 <x < 1. Mennyix? —x3 maximuma?
1 1 4 1 .
A) = B) = C)— D)= E) Az ebzéek kdzul egyik sem.
) 2 ) ) ) > )6 ) 0 gy

12.x%y = 12. Mennyi X + 2y minimuma?
A) Nincs minimum. B) 0,18 C53\/1_2 D) 5812 E) Az ebzéek koziil egyik sem.

13.a,b >0, 22+ 3b = 12. Mennyia?b maximuma?

A) 18 B) 22% C)%r D) 21 E) Az élz6ek kdzul egyik sem.

14.a, b, c > 0,alb?c® = 2000. Mennyi & + b + 3¢ minimuma?
A) Nincs minimum. B)50 C) 60 D) 125 ) Az elbzéek kozul egyik sem.

a+2b b+2c c+2a
+ +
C ac ab

A) Nincs minimum. B) 0,01 C) 0,09 D% E) Az ebzéek kozil egyik sem.

15.Aza,b,c>0,a+b+c=300. Mennyi minimuma?

16. Egy deltoid két oldala és szimmetria-atl6janaksdzaasebben asorrendben Ugy aranylanak
egymashoz, mint 3:4:5. Mennyi a deltoid beirt égikit kore sugarainak aranya?

A) ;—2 B) % C)% D) Nem hatarozhaté meg egyértébm.

E) Az ebzéek kozll egyik sem.

17.Egyenb szarl haromszdg alapja, alaphoz tartoz6 magagsdghen mérve) és terilete
mértékszama (cfrben) ebben a sorrendbegész szamokbol algzamtani sorozatot alkot.
Hanyféle egész értéket vehet fel a haromsz6g magasak hossza?

A)O B)1 C)2 D)3 E) Az &d6ek kozul egyik sem.

18. Az ABChéromszdg oldalai mértani sorozatot alkotreakb <a, és 19 — 15 = 6a.
Mennyi a sorozat 1-nél nagyobb hanyadosanak értéke?

A) ; B)% C) g D)g E) Nem lehet egyértelran meghatarozni.

19.n darab kulonb&k pozitiv szam dsszege 1, a szamok reciprokainaedsk (n = 2).
Hany igaz az alabbi allitdsok k6zul?
1. Rtetsdlegesen nagy lehet. R:nek nincs minimuma. &®R>2n-1. 4R>n

A) 0 B) 1 C)2 D) 3 E) 4
20.a,b,c>0,a+b+c=2016. Mennyi ab + be M maximuma?
atb b+c c+a
2016

A) Nincs maximum. B) 2016 C) 1008 D)T E) Az ebzéek kozul egyik sem.



Kardos — Montagh-verseny
Megoldasok

1. Az ABCharomszog hozzairt kdreinek
k6zéppontjao, P, Q, beirt kdrének
kozéppontj&K. Melyik allitas igaz az
alabbiak ko6zul’X azOPQharomszdg ...

A kulso és bel§ szogfeledk meiblegesek
egymasraAO O PQ stb.).

Eredmény: K azOPQharomszdg
magassagpontja.

2. Az ABC haromszog hozzairt kdreinek
k6zéppontjaio, P, Q. Az OPQhéaromszb6g
szbgei 67°, 58°, 55°. Ekkor #&BC
haromszog két szoge:

KOBO = KCB = % (kerileti sz6gek),

KOCO = E
2
a =2(90° —-CoB0).

Eredmeény: a = 46°,3 = 64°. = 70°.)

igy COR = 90°—%.

3. Egy haromszdg hozzairt kéreinek sugarai 4 cm, @sh2 cm. Mekkora beirt kor sugara?

Eredmény:r =2 cm.

4. Egy érinbnégyszog harom szomszédos oldalanak hossza 1®am &s 14 cm, a
négyszog teriilete 96 érHany cm hosszu a beirt kor sugara?

A negyedik oldal hossza 10 + 14 — 12 = 12 (cm)aBlABCD négyszog beirt kore
ko6zéppontjeD, akkor azAOB, BOC, COD, DOA teriletosszedi
AB+BC+CD+DA)I[r 2T 192
Tonco = ( ) — r =Z5lABCD _ —
2 k 48
Eredmény: 4.

5. Az ABCharomszdg koré irt korének sugara 12 cm, beidrék sugara 3 cm. Mekkora a
harom hozzairt kor kbzéppontjan atrédedr sugara?

Az ABCharomszog a®PQharomszog Feuerbach-kore, iBYABC) = % R(OPQ).

Eredmény: 24 cm.



6. Az ABCDérintonégyszogbedB > AD. Az AC atlot azABCharomszog beirt kore & az
ADC haromszog beirt kdre pedig Bzpontban érinti. Melyik igaz az alabbiak kdzul? ...

a+b+e_b_a—b+e
2 2

LegyenAB=a,BC=b,CD=c,DA=d,AC=e. AE=

d+c+e_C_ d-c+e

AF = . ABCDérintbnégyszog, ezég+c=b+d =« a—-b=d-c.

Eredmény: AE = AF.
7. Melyik igaz a haromszdg nevezetes koreire vonaitkdtitasok kézal?

Tétel: A Feuerbach-kor érinti a haromszog oldalegyen&seiis koroket (a beirt kort
magéba foglalja). A bizonyitashoz elegémil megmutatni, hog¥K = ; -r.(Fa

Feuerbach-kor k6zéppontja.) A bizonyitas megtatalph Reiman Istvan: A geometria
hatarteruleteic. kobnyvében.
Eredmeény: B) A beirt kor érinti a Feurbach-kort.

8. Az A és B varosok kodzotti Utszakaszt egy vonésadrx, masodszoy, harmadszor pedig
atlagsebességgel tette meg. Melyik valasz helyedadbiak kozul? ...

Az atlagsebesség az dsszes Ut és Osszésunyadosa. HAB = s, akkor
- 3s 3

% = :

s . s s 1 1 1

S+ 54+5 T+ T4+

X 'y z X Yy 2z

Eredmény: A vonat harom atra vonatkoztatott atlagsebességedsz harmonikus kdzepe.

9. Harom pozitiv szam mértani sorozatot alkot. A szikmértani kbzepe 18, szamtani
koézepe 19. Mekkora a négyzetes kozepuk?

1—8+18+18a

Legyen a harom szé&qg, 18, 1& (> 0). a# =18 - 18%-3%+ 18=0.
a

2 + 2 + 2
ay :§, a, =2, a harom szam tehat 12, 18, 27. Négyzetes kdze/%'gk 18" +27 .
2 3

Eredmény: /399 .

10. H&rom pozitiv valoés szam kozul kéegyenb egymassal. A szamok szamtani kbzepe 14,
harmonikus kézepe pedig 13,5. Mennyi lehet a szam@itani kbzepe?

Legyen a harom szam a, b (> 0).



2a+b_14
3 2a+b=42 ,
3 = — 422—11]+ 756 = 0.3, = 1575, b, = 105 vagy
57 =135  ab=45@2b+a)
4=
a b

a, =12, b, =18. A szamok mértani kozepia2b =3/15752 105 vagy 3a%b =3/122[18.
Eredmény: 63/12.

11.0 <x < 1. Mennyix? —x3 maximuma?
K=x2-x3 & K=x32-2)

X+X+3(2_2X)z§/x2(2—2x) - %z%/zK -

4 2
Eredmény: — . (Hax=—.
Y- > ( 3)

=K.

4
27

12.x%y = 12. Mennyi X + 2y minimuma?

Hay - 0, akkorx tetsdlegesen nagy abszolut érékegativ szam lehet.
Eredmény: Nincs minimum.

13.a,b> 0, 22+ 30 = 12. Mennyia?b maximuma?
K = alb; “aTJ’:)’bz%/sazb o 4233} - 6—342 K.
Eredmény: 64 .(Haa=4,b= 4 )
3 3
14.a, b, c > 0,alb?c® = 2000. Mennyi 8 + b + 3¢ minimuma?

b b
2a+_+_+C+C+C

2.3
K=2a+b+3c 2 2 26,/26‘20’ - %26\/100 -~ K=6310.

6
3
Eredmény: 6/10. (Haa:@, b= 200, c=310.)

a+2b b+2c c+2a
+ +
bc ac ab

minimuma?

15.Aza,b,c>0,a+b+c=300. Mennyi

a+2b b+2c c+2a_ a’+b%+c?+2ab+2bc+2ac _(a+b+c)®> _ 3007

K =
bc ac ab abc abc abc
atb+c >3abc - 100=%abc - 10°>abc
_300° _300° _ 9
K= < =

abc  10®° 100



Eredmény: 0,09. (Haa=b =c =100.)

16. Egy deltoid két oldala és szimmetria-atléjanaksdaas ebben a sorrendben Ggy aranylanak
egymashoz, mint 3:4:5. Mennyi a deltoid beirt égikit kére sugarainak aranya?

LegyenAB = 3x, BC = 4x, AC = 5x (abra). A Pitagorasz-tétel megforditasa nA&C

derékszo haromszog, kordlirt kérének kozéppontjaddzatld F felezpontja, sugara

FA=FB=FC = R:A?C =gx. (Ez egyuttal a

deltoid korulirt kérének a sugara is.)

Az ABCharomszog teruletének kétféle felirasabdl
_ AB[BC _ AC[mn,

Tage = 5 > innen
_ ABIBC _ 3x[4x _ 24x = BD= 4.8 =
AC oX
ACI[BD _ 5x[48x
Theco = — = =12x°.

A deltoid tertletét felirhatjuk a beirt kor sugara

segitségével is (a deltoid terlleteAO, BCO,

CDO, DAO haromszogek teriiletének 6sszege):
_(AB+BC+CD+DA)[r

Tagcp = > =7Xr.
2,
Innen12x? = 7xr = r:1—2x = Lz?—:ﬁ.
7 R 5 35

Eredmény: 24 .
35

17.Egyenb szaru haromszdg alapja, alaphoz tartozé magagsidghben mérve) és terilete
mértékszama (cfrben) ebben a sorrendben egész szamokbdl allé saésarozatot alkot.
Hanyféle egész értéket vehet fel a haromsz6g magasak hossza?

A feladat eredeti szovegélsajnos kimaradt az ,,egész szamokbdl allo” feltéte
A feltételt felhasznalva:
Legyena=m-d,t=m+d,dN. t:%n = m+d :w

m’>-dm-2m-2d =0 - (d+4-m)(m+2)=8.

m=2d=0,a=2,t=2)vagyn=6d=3,a=3,t=9).
Eredmény: m 2-féle értéket vehet fel.

(Az eredeti feladatbamt (1 N esetérm végetlen sok értéket vehet felda= +m-4

m+2
egyenletnek végetlen sok megoldasa van.)



18. Az ABChéromszdg oldalai mértani sorozatot alkotreakb <a, és 19 — 15 = 6a.
Mennyi a sorozat 1-nél nagyobb hanyadosanak értéke?

Haq > 1, akkor 1§c— 15 = 69°c. Inneng, :g vagy d, =g. Deq. hamis, nem teljestl a

. . . 5 25
haromsz6g-egyeéillenség:c + 3 c< ) C.

Eredmeény: g .

19.n darab kilonb&k pozitiv szam dsszege 1, a szamok reciprokainaedsk (n = 2).
Hany igaz az alabbi allitasok kozul?
1. Rtetsdlegesen nagy lehet. R:nek nincs minimuma. &®R>2n-1. 4R>n?

ata,+..+a ,
1= n 1 1n T - i,n R=>n?. Egyenbség csak
n — 4+ n R

a 8 a,

a=a,=..=a, -1 esetben lehetne, de a szamok kiilétkamltak, igy R > n?.
n

1. lgaz.

2. lgaz.

3.1gaz.2n-1<n? < 0<n?’-2n+1 - 0<(n-1)? teljesil, mern > 2. igy

2n-1<n? <R.
4. lgaz.
Eredmény: 4.

20.a,b,c>0,a+b+c=2016. Mennyi 2 + e 4 2 maximuma?
atb b+c c+a

ab
LegyenK = + .
24 a+b b+c c+a
KSa+b+b+c+a+c=a+2+c=1008l

4 4 4
Eredmény: 1008. (Haa=b=c= %S.)

bc ca (a+bj2 ab a+b
+ ab< = < =
a+b 4




