Magas szint matematikai tehetséggondozas

.EQy csodalatos egyenesét’
(A Simson-egyenes)
Biré Balint, Eger

1. feladat

Allitsunk melegeseket egy harnégyszég cslicsaibdl a cstcsokorerat mei
atlékra. Bizonyitsuk be, hogy a niérgesek talppontjai vagy egybeesnek, vagy egy
hdrnégyszog csucsai!

Megoldas:

Ha a harnégyszog atléi midegesek, akkor a talppontok nyilvanvaléan egybdesne
ez a pont aABCD négyszog atldinak metszéspontja. Ha az atlék nenilegesek,
akkor a talppontok a&\ B,C D, négysztg csucsai.

A tételt Ugy bizonyitjuk, hogy azA B ,C D, négyszogben &, és D, cslcsoknal
szerepb szdogeket megjeldljik (6sszesen négy szog) és ljgkzdogy a kérdéses
szdgek 6sszege30 .

Mivel BCC B hurnégyszog, ezért a hurnégyszog koré irt korkeBCx =a,

hiszen ezek a hirnégyszog koré irt kérben azomez itartoznak.
Nyilvanvalo, hogy azABCD hirnégyszégbenDBCX =a és emiatt DACX =a .

Lathatjuk, hogy AB Ax =180 -, de, mivel ABAB is harnégyszog, igy
ABAX = ésigy azABCD harnégyszégbemBDx = ACDx = (3.
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Hasonléképpen lathatjuk be, hogy
AD Ax = ADAX = ADBY = ACE =¢ ésC,DCx = BDCx = BAK =¢.

Ezek alapjan azZABCD hurnégyszogben aA és C csucsoknal keletkézkét-két
szbéga és B, illetve € és ¢, igy ezek 6sszege aBaBCD hirnégyszég mivolta
miatt nyilvan 180, ebl®l azonnal kdvetkezik, hogy a# B C D, négyszdg szintén
hdrnégyszog.

Megjegyzések:

A tételt agy is bizonyithattuk volna, hogy hurnézfygek segitségével belatjuk,
hogy példaul azA B, szakasz azA B C D, négysz6g masik két cstucsabol azonos
sz6g alatt latszik.

A bizonyitasbdl az is kovetkezik, hogy a megfélalz6gek egyetikége miatt
BC|| AD és DA| C B tovabba, hogyAB| C D és CD|| AB. Lathaté az is,

hogy az ABCD és az ABC D, hurnégyszogek szdgei rendre megegyeznek,
meégpedig azA; B; C; D csucsokndl lew belsy szogek egyerik a nekik megfelél
A;B;; C; D, csucsoknal le¥ bels szogekkel.

2. feladat

Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszog koérilirt ké&z M magasségpontbé%

aranyban kicsinyitjuk, akkor a haromszdg cslcsaitve magassagponttal 6ssze-
koté szakaszok felégpontjain, a magassagok talppontjai és az oldalgbemtokon
atmerd kort kapunk!

Megoldas:

Hivatkozunk tobb ismert geometriai tételre. Az dégyszerint (Geometriai
Feladatgyijtemény [.; 551. feladat), a haromszog korulirt aigk kozéppontja
feleakkora tavolsagra van egy oldaltél, mint a nsaggpont az oldallal szemkdzti
csucstdl. A masik tétel azt mondja ki, hogy Bz magassagpontnak az oldalakra
vonatkoz6 tikorképei a haromszég koré irt koron nekn (Geometriai
Feladatgyijtemény 1., 1079. feladat). Végil a harmadik témalatt az M
magassagpontnak az oldalféigmntokra vonatkozé tiikdrképei is a haromszog koéré
irt kéron vannak. (Geometriai Feladafiggmény |., 1081. feladat)
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A hivatkozott tételek szerint akl magasségpontb(% aranyban kicsinyitett kor

kilenc ponton megy at, ezek;E; F , az A; B; C,, végll azF,;F,;F, pontok.
Ismeretes, hogy a kapott kor &BC haromszég Feuerbach-kore (Euler-kére).

A segédtétel kdzvetlen kdvetkezménye, hogy a Feawbrkor sugara fele aABC
haromszdg korulirt kére sugaranak, tovabba azilgarnwalod, hogy a Feuerbach-kér
kozéppontja az ABC haromszdg korulirt kére O kozéppontjat az M
magassagponttal 0sszekdzakaszK felezipontja.

3. feladat

Az ABCD hurnégyszdg korulirt korg, . Az AC atlo, mint atmés folé irt kor k, ,
a BD atl6, mint atmés folé irt kor k,, tovabba &k, ésk, kdrok metszéspontja
és Q. Bizonyitsuk be, hogy #Q egyenes atmegy aABCD négyszdg atldinak
metszéspontjan!

Megoldas:

A k eésk, korok metszéspontjah és C , tehat ak, ésk, korok hatvanyvonala
az AC egyenes. Hasonléképpen lathat6 be, hodyy és k, kérdk hatvanyvonala a

BD egyenes. AzAC és BD atlbk M metszéspontjdnak mindharom korre
vonatkoz6 hatvanya tehat egy&enMivel a k, ésk, korok kdzds pontjaiP ésQ,
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ezért ak, és Kk, hatvanyvonala &Q egyenes. Ezen azok és csak azok a sikbeli
pontok vannak rajta, amelyeknekka és k, korokre vonatkozd hatvanya egyénl
tehat azM pont valdban illeszkedik #Q egyenesre.

4. feladat

Allitsunk meklegeseket egy haromszdg oldalegyeneseire a kordoirt egy
pontjabdl, és bizonyitsuk be, hogy a talppontok egyenesen vannak! (Simson-
egyenes, Wallace-egyenes)

Megoldas:

A feladatban megfogalmazott tétel a Geometriai diath@yijtemény I. kdtetének
1078. feladata. Készitsilink a feltételeknek medfelbtat.
Az dllitas bizonyitasahoz elegénbelatni, hogy az abran jelzett

AFDL =¢ ésBFEX =¢
szbgekreg = ¢, hiszen a szogek egyik szaranak egyenese kozo#\Bazszakasz
egyenese) igy, ha a két sz0g egyemgysagu, akkor a masik két szogszar is egy
egyenesre illeszkedik.
Mivel ADPF hudrnégyszdg, ezérAFDX = APDX = ¢, hasonloképperBEFP is

hdrnégyszdg, ig\BFEX = BPEX =¢ .
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Kdnnyen lathatd, hogyCAPB és CDPE szintén harnégyszdgek, amelyeknelPa
ponttal szemben lévszoge mindkét esetbeACBx = y. Ebkl az kdvetkezik, hogy

DPEx = APB¢ =180 -y, innen azonnal adddik, hoggy= ¢ .
A korilirt kér P pontjabdl az oldalegyenesekre bocséatottohegesek D;F; E

talppontjai tehat valoban egy egyenesen vannak.

Ha a P pont egybeesik aABC haromszdg valamelyik cslcséaval, akkor a harom
talppont kozil kett a haromszog kérdéses csucspontjaval azonos, kkar esak
két talppont keletkezik, de az allitas ekkor idvanm teljesiil.

5. feladat

Legyen P ésQ az ABC haromszog koré irt kér két pontja. Bizonyitsuk lvegy a
P és Q pontokhoz tartoz6 Simson-egyenesek hajlassz6deQa ivhez tartozé
kertileti szdggel egyetl

Megoldas:

Mivel BPT, T hiarnégyszég, ezért
PBT,X = PTT£L=u,
mert ezek a hurnégyszdg koreé irt kérben azonosriyagvo kerileti szogek.
Ugyanakkor
PBTX = PBAC =
is igaz, ezért aZABC koré irt korben
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PBAC = PPAC = i1

is teljesul. Ez éppen azt jelenti, hogyPaponthoz tartoz6
Simson-egyenes parhuzamosAR szakasszal.

Hasonloképpen mutathatdé meg, hogy @ ponthoz tartoz6 Simson-egyenes
parhuzamos azAQ szakasszal. AP és Q pontokhoz tartozé Simson-egyenesek
hajlasszége tehat éppen akkora, mintABC koré irt korben aRQ, ivhez tartozo
kerlleti szdg, ez azonban az ivek hosszanak etgége miatt megegyezik BQ
ivhez tartozo kertleti széggel.

Simson\ \Simson,,

6. feladat

Legyen P ésQ az ABC haromszog koré irt kor két atellenes pontja. Byzisok
be, hogy aP ésQ pontokhoz tartoz6 Simson-egyenesekdtegyesek egymasral

Megoldas:

az 5. feladat kdvetkezménye, hiszen Raés Q atellenes pontok egy haromszog

koré irt korben, akkor &PQ ivhez tartozé kerileti sz6§0 , igy ekkora szdget
zarnak be a kérdéses pontok Simson-egyenesei is.
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7. feladat

Bizonyitsuk be, hogy ha a haromszég magassagpdilkéizzik az egyik oldalra,
akkor a tukorképponthoz tartoz6 Simson-egyenesuzarnos a masik két oldalon
lev6 magasséagtalppontokat dsszékégyenessel!

Megoldas:

Felhasznéljuk a 2. feladatban mar hivatkozott &dtit amely szerint azM
magassag-pontnak az oldalakra vonatkozo tikorkégeromszog koré irt korén
vannak. EszerinM,;M,; M, az ABC haromszdg korilirt kérének egy-egy pontja.

Az M,-hoz tartoz6 Simson-egyenes atmedl, anagassagtalpponton és &z, -bol

az AC és BC oldalakra bocsatott m&egesekA és B, talppontjain.

Legyen az abra szeritACM,«£ = ¢, a szokasos jeldlések szerpi=90 —a .

Mivel AM,BC hdrnégyszdg, ezért a Kkerlleti szogek tétele atapja
ABM,« = M,BT =¢ . A hivatkozott tétel szerint 8MT, és BM,T, derékszog
haromszogek egybevagok, fgy M,BTx=¢. Nyilvanvalg, hogy
MBT,xX = M,BAX =¢, ebldl ismét a Kkerlleti szogek tételét alkalmazva
AM M, £ =¢.

Az MMM, haromszégnek d,T, kdzépvonala, ezéM M, || T.T,, ebldl adodik,
hogy aT,T, egyenese aAT, magassag egyenesével épgerszdget zar be.

Koénnyen lathat6, hogM ,BAT, harnégyszog, ezéi,BT,£ = M,ATL =¢ .
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Eszerint azM, ponthoz tartozé Simson-egyenes BiA szakasszal szintég

szbget zar be.
Mivel M,A és AT, parhuzamosak (hiszen ugyanarra az oldalralegesek) és

paronként ugyanakkora szdget zarnak be velukVaz ponthoz tartozé Simson-
egyenes, illetve & T, egyenese, ezért az utobbi két egyenes valobanzartos.
Ezzel a feladat allitasat hegyessitigromszogre bizonyitottuk.

,
imson
R4 Simso b

A tétel tompaszdiy haromszogre is igaz, ezt az esetet az abran dpetjiilé a
bizonyitas végrehajtasat az olvaséra bizzuk.

Derékszd¢ haromszogre is teljesil az allitas, de mivel othagassagpont és a
derékszdg csucs (jeldljuk eztC -vel) azonos, a hegyesszigsicsokhoz tartozd

T,; T, magassag-talppontok a

C=M=M,=M,

pontba mennek at, igy am, ponthoz tartoz6 Simson-egyenes egy pontta
zsugorodott egyenessel ,parhuzamos”, Bz ponthoz tartoz6 Simson-egyenes
pedig egybeesik &,T, egyenesével.
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8. feladat

Legyenek az AA A haromszdg koré irt kérP pontjahoz tartoz6 Simson-
egyenesnek azA,A; A A és AA oldalegyenesekkel képzett metszés-pontjai
rendreT,; T,; T,. Bizonyitsuk be, hogy #A [(PT szorzat allanddi =1;2;3)!

Megoldas:

Az abran lathatoA A PA, AT,PT és PAT,T hurnégyszégekben az azonosan

jelolt szogek a kerlleti sz6gek tétele miatt egyenEzért a megfelél szogek
egyenbsége miatt kdnnyen lathatd, hogy BA A és a PT,T, haromszogek

hasonldk, tehat ezekben a haromszégekben a meégdddiellak aranya egyehlazaz

PT, _PA
PT,  PA’
innen pedig
PA [PT, = PAOPT.

Az i =1 esetre vonatkozé bizonyitas példaul annak ésaéréalapulhat, hogy a

megfeleb szogek egyetibége miatt aPAT, és PAT, derékszdf haromszogek is
hasonlok, ebtl PA [PT = PAOPT azonnal adodik.
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9. feladat

Bizonyitsuk be, hogy a harnégyszog koré irt kornily P pontjanak a
harnégyszdg két szemkozti oldalatdl mért tavolsdgaiszorzata egyehla masik
két oldaltél mért tavolsagok szorzataval!

Megoldas:

A PRDS négyszdg hurnégyszég, ezért a kerileti szdgek letétmiatt
PRSY = PDX =¢ amelydl PDCx =¢ is kovetkezik.

Az ABCD harnégyszdg koré irt korbePDCx = PBCY =¢ . Mivel PTBQ is
hdrnégyszdg, ezértPBQx = PTQ¢ =¢. Ugyanebben a harnégyszdgben a
PQTx = ¢ jelblésselPQTx = PBTx =¢ is teljesdl.

A feltétel szerint ABCD huarnégysz6g, ezért aADCx = u jeldlés alkalmazasa
utdn aB és D cslcsoknal lew bel$ sz6gek 6sszegére+¢ + =180, és igy a

D csucsnal let egyenesszoget alkotd harmadik szdgre igaz, HODR« = ¢ .

Korabban lattuk mar, hog?RDS harnégyszdg, ezéRDR4 = PSK =¢.
A 7. feladatban talalhaté abran szeéeplRS és PTQ haromszdgekben tehat két-

két szdg paronként egyénlvagyis a két haromszdég hasonld, igy a medfelel
oldalak aranya egyefil
PQ

Eszerintz—z =ﬁ" honnanPSOPT= PRIPC azonnal kbvetkezik, ezzel a feladat

allitasat bizonyitottuk.
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Nyilvanvalé, hogy ha aP pont egybeesik azABCD harnégysz6g valamelyik
csucsaval, akkor feladatbeli szorzat értéke zéleimz egyeliség ebben az esetben
is fenndll.

Megjegyzés:

Az RT és SQ egyenesek a kozds kordlirt korrel rendetkeABD és CDB
haromszdgekP ponthoz tartozé Simson-egyenesei.

10. feladat

Bizonyitsuk be, hogy a haromszég koré irt kor bdymeP pontjat a
magassagponttal 6sszekdtzakaszt felezi & ponthoz tartoz6 Simson-egyenes!

Megoldas:

Tukrozzik aP pontot aB, pontra, igy kapjuk &' pontot (aP' pont egydttal az

AC oldalra vonatkoz6 tukorkép is).

Ismét azt a tételt hasznaljuk fol, amely szeriftaBomszdg magassagpontjanak az
oldalakra vonatkoz¢ tiikorképei a haromszog kor&drbn vannak. Eszerint alel
pontnak azAC oldalra, és igy &, pontra vonatkoz6 tikoérképe 18l,. Ez éppen

azt jelenti, hogy aPM, szakasznak aAC oldalra vonatkoz6 tikorkép®'M .
Mivel PP'|| M, M,, ezért az élzek alapjanPP’' MM, egyend szarl trapéz.
Nyilvanvalo tovabba, hogyPDBM, is egyenb szaru trapéz, eldbkovetkezik, hogy
P'M | DB.

A BCPD és ACPB huarnégyszdgek, amelyeknek R és C pontokhoz szogei
egyenbk, igy a két hurnégyszo®@ és A pontokhoz tartoz6 szogei is egyénl
eszerintBD parhuzamos a?\ B szakasszal, vagyi# B, parhuzamos$'M -mel.
Ez pontosan azt jelenti, hogyRP'M haromszogPP oldalanakB, felezpontjan
athalad6 B F szakasz a haromszog kozépvonala, tehd&t gonthoz tartozdS,

Simson-egyenes valdban felezi #M szakaszt. Ezzel a feladat allitasat
bizonyitottuk.
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11. feladat

Bizonyitsuk be, hogy a haromszég koré irt kor \At@tmésinek végpontjaihoz
tartozé Simson-egyenesek a Feuerbach-kéron metggikast!

Megoldas:

Legyen azABC haromszog koré irt kor egyik atnigg a BF, szakasz, & és P,
pontokhoz tartoz6 Simson-egyenesgkés S,. Az § és S, egyenesek a 6. feladat

alapjan derékszogben metszik egymasSagontban.
A 10. feladat eredménye szerint & és S, pontok felezik aBM és P,M

szakaszokat.
Eszerint az S pontbdl az §S szakasz derékszogben latszik, tovabba

RR=2[8S.
Ezért azM pontbdl a RR, szakaszt% aranyban kicsinyitve a5 S szakaszt

kapjuk. Ez a 2. feladat szerint azt jelenti, hdgy5 az ABC haromszég Feuerbach-

125



Magas szint matematikai tehetséggondozas

korének atmdije, és mivel ez szakasz & pontbdl derékszdgben latszik, ezért az
S és S, Simson-egyenesekS metszéspontja val6ban rajta van axBC
haromszdg Feuerbach-korén.

A teljességhez tartozik annak vizsgédlata, hogy aeRfEach-kér minden pontja
elodll-e a feladatban leirt médon, azaz a Feuerbacte@§$ S pontjat kivalasztva
megadhat6-e azABC haromszdg két Simson-egyenese, amelyek derékszdgbe
metszik egymast a8 pontban. A kérdésre a valasz igerliszen a Feuerbach-kor
tetsdleges S pontjahoz tartozik a Feuerbach-koérnek egy5 atmésje, amely az
abra alapjan a5 és S, Simson-egyeneseket mar egyértegém meghatarozza (az
S és S, pontok kdzul nyilvan elegeddaz egyiket megadni). Eszerint egy
kivalasztott S ponthoz végtelen sol§ és S, Simson-egyenespar tartozik, de ha az
S vagy S, pontok kozll az egyiket adjuk meg, akkor egy émkosgy S; S
egyenespart, illetve egy és csak egypontot kapunk.
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12. feladat

Az ABC héaromszdg magassagainak talppontjdj;B;C. A BA és CA
szakaszok, mint atmgk folé koroket rajzolva, a korok aAB; CA BB és CC,
egyeneseket rendre @;E;F;G pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy
D;E;F;G egy egyenesen vannak ésDE szakasz hossza aABC haromszdg
talpponti haromszoge keriletének felével eg§ienl

Megoldas:

A D;E és F pontok az ABAB hurnégyszog koré irt korben (amely #BB
haromszdg korllirt kore is) az\ ponthoz tartozé Simson-egyenesen vannak.
Hasonléképpen aD;E és G pontok az ACAC hurnégyszog koré irt kdrben
(amely az ACC haromszdg korllirt kore is) az\ ponthoz tartozé Simson-
egyenesen helyezkednek el.

A felsorolt pontok kozil kett azonos D és E) ezért mind a négy pont egy
egyenesen van. AAC, és DE egyenes metszéspontj§t-val, az AB és aDE

egyenes metszéspontjét -val jeléltik.

127



Magas szint matematikai tehetséggondozas

Nyilvanvalo, hogy AGC D téglalap, amelynekk a kézéppontja. Hasonl6képpen
kapjuk, hogy azA EB F téglalap kbzéppontj .

A téglalapok atloi felezik egymast, ezéft az AC,, a H pedig A B, felezpontja,
tehat KH kézépvonala az\ B C, talpponti hAromszognek és igy

KH :%_
2

A K pontazAC,D derékszof haromszog korilirt kérének kézéppontja, ezért
KA = KC, = KD.

Hasonléan kapjuk az ABE derékszof haromszoghl (kordlirt korének
kozéppontjaH ), hogy
HA = HB = HE.
A DE szakasz hossza tehét
DE =KD+ KH + HE,

és ez az 6sszeg a fentiek szerint épper\&C, talpponti hAromszég kerlletének
fele.
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