Schultz Janos: A skatulya-elv alkalmazésai, Feladatok

A skatulya-elv alkalmazasai
FELADATOK

Szamelmélet

1.
Az elsé 4n darab pozitiv egész szamot beosztjuk n szdml halmazba. Igazoljuk, hogy mindig lesz harom
olyan szam, amelyek ugyanabban a halmazban vannak és valamely haromsztg ol dalainak mérészamai.

2.
Az €elsd 2n — 1 pozitiv egész szam kozll kivaasztunk n + 1 darabot. Igazoljuk, hogy mindig van a
kivalasztott szamok k6z6tt hdrom, melyek kozil az egyik egyenlé amasik ketté dsszegével.

3.
Adott 20 darab kilonb6z6 pozitiv egész szdm ugy, hogy egyik sem nagyobb 70-nél. Mutassuk meg, hogy
paronkénti kilonbségeik kdzétt van négy egyenl 6. (Mindig a nagyobb szambdl vonjuk ki a kisebbet.)

4.

a) lgazoljuk, hogy 16 egész szam kozott mindig van néhany, amelyek dsszege 16-tal oszthatd. (Egytagu
0sszeget is megengediink.)

b) Igazoljuk, hogy a 10-es szamrendszerben felirt 16-jegyii pozitiv egész szdmnak van néhany egymast
koveté szamjegye, melyek szorzata négyzetszdm. (Egytényezds szorzatot is megengediink.)

5.
Az elsé 2n darab pozitiv egész szambdl kivalasztunkn + ldarabot. Igazoljuk, hogy a kivédasztott szamok
kozott lesz két olyan, melyek kozll egyik osztdja a méasiknak.

6.
Megadhat6-e minden pozitiv egész n-re n darab pozitiv egész szam Ugy, hogy kéziliuk néhanyat osszeadva
sosem kapunk négyzetszamot?

7.
Hatarozzuk meg a2007,2008, . .. ,4012pozitiv egész szamok legnagyobb paratlan oszt6inak Osszegét!

8.
Az elsb 25 pozitiv egész szam koziil kivalasztunk 17 darabot. Igazoljuk, hogy a kivalasztott szamok kozott
biztosan lesz két olyan, amelyek szorzata négyzetszam.

9.
Van-e 12 olyan mértani sorozat, amelyek tartalmazzak az elsé 100 pozitiv egész szamot?

10.

a) lgazoljuk, hogy a 3-nak van olyan pozitiv egész kitevés hatvanya, melynek a 2011-gyel vett osztési
maradéka 1. (Altalanositsuk az allitést!)

b) Jel6lje malegkisebb ilyen kitevét. Igazoljuk, hogy ma 2010 osztéjal

11.
Igazoljuk, hogy nincs olyan 1-nél nagyobb n egész szam, amelyre2™ — 1oszthat6 n-nel.

12.
L éteznek-e olyan t és n pozitiv egész szamok, amelyekre7t — 3™ oszthat6 al0%°° szammal ?
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13.
Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész n-re |é&tezik olyan Fibonacci-szam, amely n darab O-ravégzsdik.

14.
Igazoljuk, hogy az ab, aab, aaab, . ..sorozatban , ahol a ésb 0-t6l killonb6zé szamjegyek, végtelen sok
Osszetett szam tald hato.

Val 6s szamok

15.
a) lgazoljuk, hogy barmely két val 6s szam kdz6tt van raciondlis szam.
b) Igazoljuk, hogy barmely két val 6s szam kozo6tt van irraciondlis szam.

16.

Igazoljuk, hogy av3-nak van olyan pozitiv egész szamszorosa, amely egy egész szamtdl kevesebb, mint
0,001-gyel tér .

17.

A négyzetrécs récspontjai koré 0,001 sugaru korlapokat irunk.

a) lgazoljuk, hogy létezik olyan szabélyos haromszdg, melynek cstcsai kil énbdzs korlapokra esnek.

b) Igazoljuk, hogy minden olyan szabalyos haromsztg, melynek cslicsai kil énb6z6 korlapokra esnek olyan,
hogy oldalhosszUisaga nagyobb, mint 96.

18.
Bizonyitsuk, be, hogy léteznek olyan a, b, ¢ egész szamok, hogy abszollt értékik kisebb, mint egymillio,
egyszerre nem 0 az értékik és

la + bV2 + cV3] < 1071,

19.
a) Mutassuk meg, hogy barmely 13 kiil6nbdzé val 6s szam kozott taldhatd két olyan: x ésy, hogy
x —
0< Y <23
=+ xy

b) Mutassuk meg, hogy barmely négy kil6nb6z6 val 6s szam kozott taldhatd két olyan: x ésy, hogy

x_
0< 4 <2-3.
l+x+y+2xy

20.
Az &, a, ... , a, tetszéleges valés szamok. Igazoljuk, hogy létezik olyan x valés szam, amelyre azx +
a;, x +a,,...,x + a,szamok mindegyikeirraciondlis.

21.

Tekintsik kilonbozd valés szamoknak (m — 1)(n — 1) + 1tagbdl dl6 sorozatét. Bizonyitsuk be, hogy
kivalaszthaté a sorozatbdl m tagbdl al6 ndvekedd részsorozat vagy pedig kivaaszthaté n tagbdl alo
csokkené részsorozat.
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Véges-végtelen

22.
Minden val 6s szamokbdl al6 szémsorozatbdl kivé aszthatd monoton részsorozat.

23.
Minden korlatos pontsorozatnak van torl6dasi pontja.

24,
a) Adott a sikon n darab pont. Igazoljuk, hogy van olyan egyenes a sikon, amelynek egyik partjan pontosan k
darab(k < n)pont van.

b) Adott a sikon n darab pont. Igazoljuk, hogy van olyan kérlap a sikon, amely pontosan k(k < n) darabot
fed le kdzll Uk.

25.
a) Lefedhet6-e a sik véges sok savval ? (Egy savot két parhuzamos egyenes hatérol.)
b) Lefedheté-e a sik véges sok parabol atartomannyal ?

26.
A sik pontjait 2011 szint felhaszndlva kiszineztik. Igazoljuk, hogy minden n-re(n > 3)taldhat6 végtelen
sok olyan konvex n-szdg, amelyeknek a cslicsai azonos sziniiek!

27.
A sik pontjait hdrom szint felhaszndlva kiszineztilk. Igazoljuk, hogy van két azonos szinii pont, melyek
egységnyi tavol sagra vannak egymastal.

28.
A sik pontjait véges sok szinnel kiszineztik. Bizonyitsuk be, hogy van a sikon olyan téglalap, amelynek a
cslicsai azonos sziniiek.

29.
Igazoljuk, hogy nincs a négyzetracson szabalyos racsbtszog.

30.
Egy kockét az oldaaival parhuzamos sikokkal kisebb kockakra darabolunk fel. Igazoljuk, hogy a keletkez6
kockak nem lehetnek mind kil 6nbdzé méretiiek.

Geometriai mérték

31.
Adott a sikon 1000 pont. Igazoljuk, hogy a sik barmely egységsugart kérén van olyan M pont, hogy M-nek
az adott pontoktdl vett tvol sagainak 6sszege legal dbb 1000.

32.
Adott a sikon négy pont Ugy, hogy barmely két pont tavolsaga legalabb 1 egység. Igazoljuk, hogy a két
legtavolabbi pont tavol séga legal dbbv/2.

33.

Egy konvex ABCD négysztg minden oldaldnak hossza kisebb, mint 24 egység. Legyen P a négyszig
valamely bels pontja. Igazoljuk, hogy a négyszognek van olyan cslicsa, amelynek P-t6l vett tavolsaga
kisebb, mint 17 egység.
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34.
Igaz-e, hogy minden derékszogii haromszdg szétvaghat6 egyenes vagasokkal 1000 részre részre Ugy, hogy a
keletkezo részekbol Ossze lehessen rakni egy négyzetet?

35.

Adott a sikon 1997 darab pont Ugy, hogy semelyik harom sincs rgjta ugyanazon az egyenesen és barmely
harom &tal meghatarozott hdromszdg terlilete legfeljebb 1 terliletegység. Mutassuk meg, hogy |étezik olyan
egysegnyi teriiletii hdromszoglap, amellyel a pontok kéztil legal abb 500-at |e Iehet fedni.

36.

Egy egységnyi terliletii négyzetben adott 101 pont Ugy, hogy semelyik hdrom sincs egy egyenesen. Igazoljuk,
hogy az dtaluk meghatdrozott haromszigek kozétt van olyan, amelyiknek a teriilete legfeljebb 0,01
terliletegység.

37.
Két négyzetlap érintkezik, ha van kdzos pontja a kerlleteiknek, de nincs kdzds belsé pontjuk. Egy adott
egysegnégyzettel legfeljebb hany egységnégyzet érintkezhet, ha semelyik kettének sincs kozos belsé pontja?

38.
Tekintsllk egy konvex racsitszdget a négyzetracson. |gazoljuk, hogy ateriilete legalabb 2,5 terlil etegység.

39.
Tekintsiik egy r > lsugaru kort a négyzetracson. Jeldljenaz r sugart kdrvonalon 1évé racspontok szamét.

|gazoljuk, hogyn < 2mVr2.

40.

Tekintsllk a derékszdgii koordinata-rendszerben az origd kézéppontl, 2006 egység sugar kort. Tekintstink
tovabba a kor belsgjében 400 olyan racspontot, melyek kozil semelyik harom sem esik egy egyenesre.
Igazoljuk, hogy azon hdromsztgek kozott, melyek cslcsai az adott racspontok kozul val ok, lesz két azonos
tertleti!

41.
Mutassuk meg, hogy egy t teriiletii és k keriiletti konvex sokszogben el lehet helyezni egy t/ksugar( kort.

42,
Egy 5 egység terlletii szobdban 9 darab egysegnyi terliletii szényeget helyeziink el. Igazoljuk, hogy van két
olyan szényeg, amelyek legaldbb 1/9 aranyban étfedik egymést.

43.
Megadhato-e a sikon 225 darab pont gy, hogy a kézottik fellépé tavolsagok kozil alegnagyobb legfeljebb
21, mig alegkisebb legaldbb 3 egység legyen?

44,

Az egységsugart gdmb fokorein kijel 6link néhany ivet Ugy, hogy az ivek hosszanak sszege kisebb, mint 7.
Igazoljuk, hogy létezik olyan sik, amely dmegy a gémb kozéppontjan és nincs kézos pontja egyik kijelolt
ivvel sem.

45,
Adott atérben n szamu pont: Py, P,, ... , P, Ugy, hogy e pontok koziil barmelyik kisebb téavolsagra van egy
adott P ponttdl, mint atébbi P; ponttdl. Igazoljuk, hogyn < 15.

46.

Mutassuk meg, hogy haegy 10~ 8" 6-0s téglatestben akérhogyan helyeziink is el 9 darab (egymasba nem
nyulé) egységkockat, akkor biztosan elhelyezhet6 a téglatestben még egy egysegnyi sugart gbmb is
(amelynek nincs k6zos belso pontja egyik kockaval sem és minden pontja a téglatestbe esik).
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47.

Egy5° 5  10-estéglatestben adott 2001 pont. Bizonyitsuk be, hogy ki tudunk kozil ik valasztani kettét,
amelyek tavol saga kisebb, mint 0,7!

48.
Egy 9 egység oldalhossziisagu kocka belsejében adott 1981 pont. Igazoljuk, hogy a pontok kdzétt van két
olyan, amelyek tévolséga kisebb, mint 1 egyseg.

49.

Egy légitarsasdg a téglatest formgu boérondok szdllitdsat a bérdond egy cslicsbdl kiinduld éleinek
OsszhosszUisagaval korlétozza. Elszallithato-e egy tul nagy borond Ugy, hogy egy szallithatd méretii masik
béréndbe csomagoljuk?

50.
Egy 2 méter sugaru kort 1996 egyenessel részekre osztottunk. Mutassuk meg, hogy a keletkez6 részek kozott
lesz olyan, amelyikbe belefér egy 1 mm sugart kor.
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