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A skatulya-elv alkalmazasai

MEGOLDASOK
Szamelmél et
1.
Tekintsik a 2n, 2n + 1, ... , 4n szdmokat. Ezek szdma 2n + 1, ezért lesz kodzottik hdrom, amely azonos

halmazba kertil. E harom szam kozll alegnagyobb biztos kisebb a mésik kett6 tsszegénédl.

2.
Legyenek akivdlasztott szamoka, < a, <...< a,41.Tekintslk a kovetkez6 két halmazt:

A={ayas,...,apn11}6sB ={an41 —as,ap —ay...,a; —as}.

Mindkét halmaznak n szamu eleme van és az elemelk 2n-nél kisebb pozitiv egészek, ezért a két halmaznak
van k6zos eleme! Erre a kozos elemre;

ak—a1=al(:>ak:al+a1,
ahonnan az allitas adodik.

3.
Legyenek a szamokl < a; < a, <...< a,, < 70.Tegyik fel indirekt mddon, hogy legfeljebb harom
azonos érték van a paronként vett killonbségek kozott, tehat legfeljebb harom darab 1-es, 2-es, s.i.t. Ekkor

a20:(a20_a19)+(a19_a18)+...+(a2_a1)+a1>3'1+3'2+...+3'6+7+1:71.

Ez ellentmond annak, hogy egyik szam sem lehet nagyobb 70-nél. Indirekt feltevésiink megddlt, igy a
bizonyitand6 allités adodik.

4,
a) Legyenek aszamoka, a,, ..., a4¢.Tekintsik az

al,a1+a2,a1+a2+a3,...,a1+a2+...+a16

Osszegeket! Ezek szama éppen 16. Ha valamelyik oszthat6 16-tal, akkor készen vagyunk. Ellenkezé esetben
a skatulya-elv miatt lesz ketté, melynek a 16-os maradéka megegyezik. A tébb tagbdl alobdl kivonva a
kevesebb taghdl allét, a kapott Osszeg 16-tal oszthato lesz.

b) Legyenn = a,a,...a,cakivaasztott szam. Ha aza; szdmjegyek valamelyike 0, 1, 4 vagy 9, akkor készen
vagyunk. Feltehetjik, hogy a; € {2,3,5,6,7,8}. Ekkor barmelyik szorzat, amely egymast kovetd
széamjegyekbdl képezhetd

243b5e7d

alaka lesz, ahol a, b, ¢, d természetes szdmok. Elegendé belanunk, hogy van olyan szorzat, amelyben
minden kitevé paros. Tekintsik az
a1,a104z,0,1Q243,...,0103...016

szorzatokat! Parités dlapjan az(a, b, ¢, d)kitevd 4-esek 16 killonb6zé osztalyba sorol hatdk:

(ptl, ptl, ptl, pth, ..., (pS, pS, ps, ps).

Ha az utol s osztélyba keril kitevé 4-es, akkor készen vagyunk. Ellenkezé esetben lesz két olyan kitevé 4-es,
amelyik azonos osztdlyban van. Tegyuk fel, hogy ezek aza, ... aiésa;. .. a;szorzatokhoz tartoznak, aholk >
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.Ekkor
al. . ak

= Qryq--- Ak
a;...a;

olyan szorzat, melyhez tartoz6(a, b, c, d)kitevs 4-es minden kitevoje paros. Ezt akartuk belatni.

5.

ijuk fel a szamokat 2%(2m + 1) dakban, ahol k és m természetes szamok. Mivel m lehetséges
értékei:0,1,2,...,n — 1(n darab), ezért a kivalasztott szamok kozott lesz két olyan, amelynek a fenti
alakjaban szerepl 6 m értékek megegyeznek. A nagyobbik szamot elosztva a kisebbikkel 2-hatvany adodik.

6.
Tekintsiik a21,23, ..., 22"~ 1szdmokat. Akérhanyat adunk is 6ssze kozilik, az 6sszeg mindig22%~1(2m +
1)alaku lesz, ahol2k — laz dsszeadott szamokban |évé legkisebb kiteve.

7.

Jeléljep(n)az n pozitiv egész sz&m legnagyobb pératlan osztéjét. Ekkorn = 2%p(n), ahol a k természetes
szamot jelol. Han, ésn,olyanok, hogyp(n,) = p(n,), akkor kozilik az egyik legaldbb 2-szer akkora, mint
amaésik. Ez viszont azt jelenti, hogy

p(2007), p(2008),...,p(4012)

paronkeént kilonb6z6 paratlan szamok! Mivel dsszesen 2006 darab szamrdl van sz, igy ezek pontosan a
{1,3,...,4011}hamaz elemei. igy a keresett Gsszeg:

1+ 3+...+4011 = 20062,

8.
irjuk fel apozitiv egész szamokata? balakban, ahol a pozitiv egész és b négyzetmentes pozitiv egész, azaz az
1-en kivll nincsen négyzetszam osztGja. Az elsb 25 pozitiv egész szamot tekintve b |ehetséges értékel a
kovetkezbk:

12,35,6,7,10,11,13,14,15,17,19,21,22,23.

Osszesen 16 darab van bel8lik, igy, ha a 25 szambodl kivélasztunk 17 darabot, akkor lesz kozottik ketts,
melyek fentebb felirt alakjdban szereplé b szam megegyezik. Osszeszorozva a két szamot nyilvanval6
maodon négyzetszam adodik.

9.

A megoldés azon az llitédson fog mulni, hogy egy mértani sorozatban nem lehet 3 kil 6nbdzé primszam.
Mivel az 1 és 100 kozétt 25 primszam van, igy 12 mértani sorozat nem tartalmazhatja mind a 25 primet.
Az dlités bizonyitasa. Feltehetjik, hogy a sorozat pozitiv tagl és szigortiian monoton ndvekeds. Haap; <
D, < p3primek mégistagjai ugyanannak a mértani sorozatnak, akkor

p1 = aq”,p, = aq',p3 = aq™,
ahol a akezdstag, qakvociensésk < | < m természetes szamok. Ekkor

Pz — gl-kgd3s — om-l
P1 q P2 q '
Innen

m—-k — ,,m—1L.1l—-k
(&) =P P3

ami ellentmondas, hiszen ap; szamok kulonbdzo primek és akitevok pozitiv egészek.
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10.

a) Legyen az a 1-nél nagyobb pozitiv egész és n az a-hoz relativ prim, 1-nél nagyobb pozitiv egész. Belatjuk,
hogy akkor van olyan k pozitiv egész kitevs, hogya®n-nel vett osztasi maradéka 1.

Tekintsik az

hatvanyait a -nak. Ezek kdzott nincs olyan, amely n-nel oszthatd, hiszen n az a-hoz relativ prim. igy akkor

van kozottiik ketts, melyek n -nel osztva azonos maradékot adnak:a' < a™.Ezek killénbsége oszthaté lesz
n-nel. Mivel

a™ — al — al(am—l _ 1)’
tovabba(a', n) = 1,ezérta™ ! = a*n-nel osztva 1 maradékot kell, hogy adjon.

b) Vegylk észre, hogy a 2011 primszam. Belatjuk a kdvetkezét: ha p prim és a a p-hez relativ prim 1-nél
nagyobb pozitiv egész, valamint m az a legkisebb pozitiv egész kitevs, melyrea™p-vel osztva 1 maradékot
ad, akkor map — losztdja.
Azt, hogy ilyen m kitevd egydtalén létezik, a kis Fermat tétel biztositja, hiszenp | a?~1 — 1.0sszuk el
maradékosanp — 1-et m-mel! (A kis Fermat tétel miattm < p — 1.) Kapjuk, hogyp — 1 = mq + r,ahal
0 < r < m.Ekkor

1=qaP1=qM*" = (a™)q.a" = a"(mod p).

Mivel malegkisebb pozitiv egész kitevd volt, igyr = 0,ami bizonyitjaaz dlitast.

1.

Tegyuk fel indirekt modon, hogy van ilyen n. Nyilvanval6, hogy n pératlan. Az n nem lehet primszam, hiszen
akis Fermat tétel miatt akkorn | 2™ — 2teljestiine, ami kizart. Ha n Osszetett, akkor jeldlje p az n legkisebb
primosztdjét. Ekkor a kis Fermat tétel miattp | 2P~1 — 1.Jelélje k a legkisebb olyan 1-nél nagyobb pozitiv
egész szamot, amelyrep | 2% — 1.Az el6z6 feladatban belétuk, hogyk | p — 1.Pontosan ugyanazzal a
gondolatmenettel adddik, hogy k | n. Ez pedig nyilvanvaléan ellentmondas, hiszen p az n legkisebb
primosztéja volt.

12.
Igen. Mivel (7,10%99) = 1és(3,102%°0) = lezért a 10. feladat a) részében olvashato dtalanositas miatt van
olyan tilletve n pozitiv egész, hogy7t = 3" = 1(mod102°°). Ebbél dlitasunk nyomban kiolvashato.

13.
Vizsgdljuk a Fibonacci-sorozatotmod10™. Tekintsik az els3102™ + ltagot:a,, ay, ..., Ak, Ag4q1,8h01k =
102%™ Ezekbd| készithet6102™darab pér:

(all aZ)l (aZ’ a3)’ RN (ak’ ak+1)'

Feltehetjiik, hogy a (0,0) pér nincs kozottilk (kiilénben készen vagyunk). Igy viszont legfeljebb(10™)? —
1=10%"—1 kilénbdzé péar &lhat €6, hiszen mod10® a sorozat tagjainak lehetséges
értékei0,1,2,...,10™ — 1.igy akkor valamelyik par ismétlédni fog. A sorozat képzési szabdya miatt egy
adott par minden kordbbit, illetve késobbit is meghatdroz. Mivel (1,1) az els6 pér, ezért ez fog el 6szor
ismétlédni! Kapjuk a sorozatra:

1123,...,a511,..

3 peri?)dus
Igy akkor

1+a,=1>10"]|a,.
Ezt akartuk bizonyitani.
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14.
Legyenx,, = aa...ab, ahol az a jegyek szaman. Csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor b nem péros és
nem 5, hiszen egyébként az llitas nyilvanval 6. Ekkor azx; = abésa 10 relativ primek. El6szor bel&tjuk,
hogy van olyan olyan m pozitiv egész, amelyreazl + 10+... +10™ ' m+jegyii , csupaegy” szam oszthatd
x-gyel. Tekintsik az

111,...,11..1

X141

szamokat. Ezek k6z6tt van kettd, melyek azonos maradékot adnak x;-gyel osztva, ezért killonbségik oszthatd
lesz x;-gyel:

x; | 11...10...0,

x, 111...1-10".

Mivel(x;,10") = 1, ezért dlitasunkat igazoltuk. Ha m az emlitett tulajdonsagu pozitiv egész, akkor minden
k pozitiv egészre:

2 3 km+1 km-1 10fm —1
Xim+1 = X1 +a(10% + 103+, .. +10™*1) = x; + 100a(1 + 10+...+10"" 1) = x; + 1OOaT,

Xkm+1 = X1 +100a - 11.. A1+ 10+ 102M+ . +10(k—1)m),

igy oszthat6 x;-gyel tehat dsszetett szam.

Val 6s szamok

15.
a) Haakét szam el6jele ellentétes, akkor az dlitas nyilvanval 6, hiszen a 0 raciondlis szam. Feltehetjik,

hogyO < a < b. Legyen n olyan pozitiv egész, amelyrerll < b — a.Jdoljik meg a szamegyenesen a 0-tdl

indulvaaz% ,%, ...szamokat! Ekkor lesz olyan k pozitiv egész, hogya < % <b.

b) Ismeretes, hogy av/2irraciondlis szam. Mivela — V2 < b — \/2és az &) szerint van koztiik egy r
raciondlis szam, ezérta < r + /2 < b, aholr + /2 irraciondlis szam.

16

Tekintsik av/3, 2v/3, ...,1000v/3szamokat. Ezeknek a tort része irraciondlis szam, hiszen av/3irraciondlis.
Tekerjik fel gondolatban a sz&megyenes nem negativ felét egy egysegnyi kerlletii korre és osszuk fel a
korivet 1000 egyenlé hosszu ivre! Kénnyi 1atni, hogy a koriven egy nem negativ szam tort része jelenik meg.
Mivel afent szamok egyike sem eshet osztaspontba, igy két eset |ehetséges. Ha valamelyik szam a 0 melletti
ivek valamelyikének belsgjébe esik, akkor készen vagyunk. Ellenkezé esetben lesz kdzottik ketté, amely

ugyanannak az ivnek belss pontja, azaz (k > [feltehetd)

| {kv/3} — {Iv/3} < 0,001,
| (k — D)V3 = ([kV3] - [1V3]) I< 0,001.

Ez viszont ellentmondésra vezet, hiszen(k — 1)v/3a 0 melletti ivek egyikére esne. Ebbél a feladat 4llitasa
leolvashato.
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17.
a) A 16. feladat megoldasabdl tudjuk, hogy |é&teznekx; > x, egész szamok, melyekre

| (x; — x,)V3 = ([x,V3] = [x,V3]) I< 0,001.

Legyen a=x; — X,. Tekintstk azt a szabélyos héromszoget, melynek
csticsai:(0; 0), (2a; 0), (a; av/3).Ezek kozill az els§ ketts racspont. Mivel

| av3 — ([x,V3] = [x,V3]) I< 0,001,

ezért az(a; av/3)pont is megfelel, vagyis a harom cstics harom kiilénbdzé korlapra esik.

b) Tegyuk fel indirekt médon, hogy a P"Q R’ szabdyos haromszdg | oldalhossziisaga legfeljebb 96, tovabba
cslicsal kiildnbdz6 racspontok koré irt 0,001 sugart kérlapokon vannak. Jelélje P, Q és R a hdrom racspontot.
Ekkor

| — 0,002 < PQ,QR,RP < I + 0,002.

Ismeretes, hogy szabalyos racsharomszdg nem létezik, ezért a PQR hé&romszognek van két kilénbozé
hossziiségl oldala, pl.:PQ # QR.Tekintettel arra, hogyPQ?ésQ R?egész szamok:

1 <I PQ% — QR? |= (PQ + QR) | PQ — QR 1< 0,004(PQ + QR) < 0,004(2l + 0,004)
< 296,002 - 0,004 < 1.

Ez ellentmondas, ami bizonyitja az eredeti allitast.

18.
Tekintsiik azr + sv/2 + t+/3alakd szdmok H halmazét, aholr, s, t € {0,1,...,10° — 1}.Beléthatd, hogy ez

az el6dlitas egyértelmii, azaz
r+sV2+t/3=e+ fV2+gV3

pontosan akkor, amikor r =e,s = f,t = g. Legyen d = (1 ++/2++/3) - 10°. Vilagos, hogy x €
Hesetén0 < x < d.Osszuk fel a[0; d]intervallumot10'® — legyenlé részre! Legyen a részintervallumok
mindegyike balrdl zért, jobbrél nyitott. Ekkor a skatulya-elv miatt a H halmaz10'8darab eleme kozott lesz

két olyan, amely azonos részre esik. Ezen elemek kiilonbségea + bv/2 + c+/3alak(, a feladatban szerepls
tulajdonsagokkal bird szam, tovabba

(1++v2++/3)-10°
1018 — 1

la+bV2+cV3i< <1071,
19.
a) A bal oldali egyenlétlenség nyilvanval 6, mivel a szamok kiilonbozék. Legyenx = tana, y = tanf,ekkor
(megfelel6 feltételek mellett)
x—y _ tana —tanp
1+xy 1+ tanatanB

= tan(a — B).

Legyenek a szdmokx; < x, <...< x;3,tovébbax; = tanai,ahol%n <aq; < g.A tangens fliggvény ezen az
intervallumon szigorGian monoton ndévekeds. A skatulya-elv miatt van olyani < j,hogyO < a; — a; <
1—7T2.Legyenx = tana;ésy = tana;.Szamoléssal igazolhato, hogytan% = 2 —+/3,ezért

Y _ — T _5_
1+xy—tan(aj @;) < tan— =2 V3,
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amibsl az allités adédik.
b) Vegyiik észre, hogyhal + % = tana, 1 + i = tan,akkor

oy @EP-@+D

= tan(a — B).

Legyenek a szamok0 < x; < x, < x3 < Xx,,tovébbal +% = tanai,aholf <q; < %.Ekkor aza; sz0gek
kozott van ketts, melyek kiil 6nbsége kisebb, mint

T
2
amibdl adédik az allités.

20.

Tegylk fel indirekt médon, hogy a feladat dlitasa nem igaz, tehat barmely x valos szamra a feladatban
szereplé Bsszegek kdzott van racionalis szam. Jel 6ljonairraciondlis szamot, ekkor az

2a,3a,....(n+ Da

szamok mindegyike irracionalis. Tekintslik szamoknak az aldbbi téblézatat:

a+a; a+a, a+a,

2a + a4 2a + a, 2a + ay,

na +a, na +a, na +a,
m+Da+a; (+La+a, n+Da+a,

Indirekt feltevésiink miatt a tablazat minden soréban van legalabb egy raciondlis szam. Miveln + 1sor van
és n oszlop, ezért van két olyan sor, ahol aracionalis szamok ugyanabban az oszlopban fordulnak elé! Tehét

vani > j, hogyia + a,ésja + agisraciondis. De akkor

(la+ay) — (a+ay) =(0—))a
israciondlis, ami ellentmondasra vezet.

21.
A sorozat tagjait dobozokba rakjuk: az r-edik dobozba kerll egy tag, ha avele kezd6dé |eghosszabb ndvekvo
részsorozat r tagbdl dl. Hanincs mtagbdl al6 nbvekvé részsorozat, akkor legfeljebbm — 1dobozunk van. A
skatulya-elv miatt az(m — 1)(n — 1) + 1szam kozll akkor lesz n darab, amely biztosan azonos dobozba
kertl. Ez az n szdm csokkené részsorozatot fog akotni. Tegylk fel, hogy ezek a szamok az eredeti
sorozatban:

ail, aiz, Ceey ain

tovabba az r-edik dobozba kertltek. Akkor, hamegis valamely j-rea; < aj; ,akkor

ai1<ai2 <..< al-j <..< air,
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ezért ellentmondasra jutunk, hiszenaijis egy r-tagl ndvekvo részsorozat kezdé tagja lenne, ami nem lehet,
mert aza; r-edik dobozban van.

Véges-végtelen

22.

Nevezzik aza,tagot csicsnak, ha mindenk < neseténa;, > a,.Ha végtelen sok csicsa van a sorozatnak,
akkor azok nyilvan monoton cstkkené részsorozatot alkotnak. Tegytik fel, hogy csak véges sok van. Ekkor
letezikny,hogy mindenn > n,eseténa,nem csiics. Teha vann, < n,,hogya,, < a,, .Hasonloan adodik,
hogy mivela,, nem cslcs, ezért vann; < n,,a, < dap,.A gondolatmenet ismétlesével adodoa,, < a,, <
ap, <..részsorozat szigordian monoton ndvekeds |esz.

23.
Haszndljuk fel az intervallumfel ezés mbdszerét és a Cantor-axi omét.

24.

a) Véges sok pont véges sok iranyt hatdroz meg a sikon, ezért Iétezik olyan egyenes, amely ezen iranyok
egyikével sem parhuzamos, tovabba minden pont az egyik partjara esik. Ha ezt az egyenest egy ra meréleges
irany mentén mozgatjuk, akkor mindig pontosan egy pont kerll & a mésik partjara. Ebbdl kénnyen adodik az
dlités.

b) Tekintsiink a sikon egy olyan pontot, amely nincs rgjta semelyik két adott pont altal meghatarozott
szakaszfelez6 meréleges egyenesen sem, tovabba egyik adott ponttal sem egyezik meg. Ha az adott pontok
tavolsagai ettél a ponttdl d; < d, <...< dy < dp;q1 <...< d,,akkor tekintsink egy r sugaru kort,
ahold;, <r < dj,,.Ez akorlap megfelel.

25.

a) Tekintsiink egy olyan egyenest a sikon, amely egyik olyan egyenessel sem parhuzamos, amely valamely
savot hatarolja. Ezen az egyenesen barmely sav egy szakaszt fed le, igy vilagos, hogy véges sok sav nem
tudjalefedni az egyenest, kbvetkezésképpen a sikot sem.

b) Tekintsink egy olyan egyenest a sikon, amely egyik parabola tengelyével sem parhuzamos. Ezen az
egyenesen barmely parabolatartomany legfeljebb szakasznyi ponthalmazt fed le, igy mér ezt az egyenest sem
tudjak lefedni a parabol atartomanyok.

26.

Tekintslink egy kort! A kerlletén 1év6 pontok véges sok szinnel vannak szinezve, ezért lesz olyan szin,
amellyel végtelen sok pontot szineztiink ki kdzilik. Kivélasztva e

pontok kdzll n darabot azok egy konvex sokszdg cslcsait akotjdk. A

megmaradt, még mindig végtelen sok azonos szinii keriileti pontbdl

ismét valasszunk ki n darabot, és igy tovabb.

27.

Legyen a harom szin piros (P), fehér (F) és zold (Z). Tekintsiink egy

egységnyi oldaltl szabalyos haromszoget. Ha ennek van két azonos

szinii cslcsa, akkor készen vagyunk. Ha nincs, akkor tikrézzik a P

cslicsot az FZ oldalra. Ha ez a pont F vagy Z, akkor készen vagyunk.

Tegyilk fel, hogy P. Forgassuk most az eredeti haromszoget a P =

csticsa korll pozitiv iranybal Minden egyes helyzetre megismételve v
a fenti gondolatmenetet vagy kaptunk kdzben egységnyi oldall

szabdlyos haromszoget két azonos szint csticesal, vagy pedig adodik
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egy, a P tukorképei dltal alkotott piros szinii korvonal, melynek sugaray3.E korivnek nyilvan van két,
egymastol egységnyi tévol 1évé pontja, melyek megfelelnek.

28.

Tekintslink a sikon egy négyzetracsot. Megmutatjuk, hogy mar ennek a récspontjai kdzott is van négy olyan,
amelyek azonos szintiek és egy téglalap cslicsait alkotjak. Tegylk fel, hogy aracspontok szinezéséhez n-féle
szint haszndltunk fel. Tekintsiinkn + 1fliggéleges helyzetli racsegyenest. Az ezekre meréleges vizszintes
racsegyenesekkel képzett metszéspontok kdzott lesz két azonos szinii pont minden vizszintes racsegyenesen.

Ez akét azonos szinii pont egy adott vizszintes racsegyenesen(n 2 1)pozmloban alhat és n-féle szinii lehet.

Tekintslink mostn (n ; 1) + lvizszintes réacsegyenest. A kivéalasztott fliggéleges racsegyenesekkel alkotott

metszéspontjaik kozott lesz két olyan pontpar, amelyek azonos szinii pontokbdl alnak, tovabba ugyanabban
apozicidban vannak két fiiggoleges récsegyenesen. E négy pont egy megfelel 6 téglalap csicsait akotja.

29.

Tegyik fel, hogy I|étezik a négyzetracson szabalyos
racsotszdg. El6szor gondoljuk meg, hogyha egy
paralelogramma harom cslicsa racspont, akkor a negyedik
cslicsa is racspont. (Egyszeriien adddik pl. abbdl, hogy az
alok felezve metszik egymést.) Konnyt lani, hogy a
szabdlyos o6tszbg atloi parhuzamosak azzal az oldalal,
amellyel nincs kézos pontjuk. igy akkor az ABCDE
szabdlyos racsttszog AD és CE atldinak F metszéspontja
racspont. Hasonl6an adddik, hogy barmely ké& &lo
metszéspontja racspont. Mivel az &ldék metszéspontjai altal
kijelolt Otszb6g szabdlyos, ezért az eredeti szabdlyos
racsotszog belsgében tadtunk egy Ujabb szabdyos
racsotszoget. Tekintettel arra, hogy a latott gondolatmenet
akérhényszor megismételhets, viszont az eredeti 6tszog
belsgében csak véges sok racspont van, ellentmondasra
jutunk.

A gondolatmenet csekély valtoztatdssal atviheté minden 3-
nal nagyobb, péaratlan oldalszami szabalyos sokszogre, valamint 6-nél nagyobb, paros oldal szaml szabalyos
sokszogre.

30.

Tegylk fel indirekt modon, hogy sikerllt kilénb6zé méretii
kisebb kockékra darabolni az eredeti kockét. Vaasszuk ki az
eredeti kocka egyik lapjat. A darabolas utan ez négyzetekre
lesz bontva. Tekintsik a legkisebb négyzetet! Konnyt |&tni,
hogy ez a négyzet a lap belsgjében kell, hogy legyen, hiszen a A
lapon nincs két egyforma méretii négyzet és 6 a legkisebb.
(Abral) Tekintsik azt a kockét, amelynek ez a négyzet az
egyik lapja. Ezt a kockat nagyobb kockak veszik kordl minden
oldalrdl, igy az elézével szemkdzti lapja négyzetekre kell,
hogy darabol 6djon a kockékra val 6 felbontas soran. |smételjik
meg a gondolatmenetet erre a négyzetre! Vilagos, hogy az
eljaras sosem fog ledlni. Ez ellentmondasra vezet, hiszen a
darabolés soran véges sok kocka kel etkezik.
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Geometriai mérték

3L

Legyenek az adott pontok P;, P, ..., Pigoo- Tekintsik az
egységnyi sugar k kér AB amédjét! A haromszog-
egyenl 6tlenség miatt

AP; + BP; > 2, A
ezért
1000
Z (AP, + BP,) > 2000,
i=1

1000 1000
Z AP, + z BP, > 2000.
i=1 i=1

S S

Nyilvanval 6, hogysS; ésS, koziil valamelyik legaldbb 1000 kell, hogy legyen, ezért az A vagy B pont megfelel.

32.

Ha a négy pont kozul hdrom egy egyenesre esik, akkor az allités
nyilvanvalé. Tegyik fel ezért, hogy a négy pont konvex burka
vagy négyszOog, vagy pedig olyan hédromszdg, melynek a
negyedik pont a bel sejében van.

Ha a konvex burok négyszog, akkor annak van olyan belss
sz6ge, amely a derékszdgnél nem kisebb. Legyenek a cslicsok
(az adott pontok) A, B, C, D éADC<«x > 90°. Vegyik fel
azA,ésC;pontokat a DA illetve DC oldalon ugy, hogyDA; =
1ésDC; = 1.Ekkor

6 :
AC > ALCy > 25|n§ > 2sin45° = +/2.
Egyenléseg dl fenn pl. egységnyi oldalll négyzet esetén.
Ha a konvex burok az ABC haromszég, a negyedik pont pedig a hdromszdg belsejében 1évé D pont, akkor
Osszekotve a cslcsokkal a D-nél keletkezd szogek kozll legaldbb az egyik 120°. Tegyik fel, hogy ez
azADB<.Mivel az osszekots szakaszok hossza legaldbb 1, ezértAB > /3 > /2.

33.

Tegyuk fel indirekt médon, hogy az ABCD konvex négyszig c
barmely P belss pontjarae PA, PB,PC,PD > 17.A P pontnd

lév6 négy szog kozil az egyik legaldbb derékszog, b

mondjukAP B« .Ekkor pl. a koszinusz-tétel miatt

AB? > PA% + PB?,

viszont
AB? < 242 = 576 PA% + PB% > 2 -17% = 578, <

ami elentmondas. Van tehat olyan cslicsa a négyszognek
amihez P kozelebb van 17 egységnél.
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34.

Nem igaz. Tekintsiink egy olyan derékszogli hdromszoget, amelynek a befogbi 20000 és 0,0001 egység
hosszliak. Ekkor a hdromszdg terllete 1 terlletegység. Tegylk fel, hogy szétvaghat6 a feladatban emlitett
maodon, akkor a bel6le Osszerakott négyzet terllete is 1, ezért anégyzet oldala 1 egyseg hosszu. Jeldljink ki a
20000 egység hosszl befogon 999 belso pontot gy, hogy a befogd két végpontjaval egyltt 1000 egyenl6
hosszU darabra osszék fel. A skatulya-elv miatt ezen 1001 darab pont kdzott biztosan lesz ketté, amelyek a
szétvagast kdvetéen azonos darabon lesznek. E két pont koz6tt a tévolsag azonban legaldbb 20, mikdzben a

feltevésiink szerint |étezd négyzet két pontja kozotti tavol sag legfeljebby/2lehet. Ellentmondasra jutottunk.

35.

Az adott pontok a sikon véges sok hdromszoget hataroznak P
meg. Nézzik ezek kozil azt, amelynek a terllete g ﬁ\
maximalis nagysagu. (Vagy a maximdlis teruletiiek egyikét,
ha tébb ilyen is van.) Legyen ez az ABC ha&romszog.
Tekintsik a sikon azt azA,B,C; haromszoget, amelynek
az ABC haromsz6g az Un. kozépvonal haromszoge.
Mivel ABCa pontok atal meghatérozott maximélis teruleti
haromsztg volt, igy az adott pontok mindegyike rajta van
az A, B,C, hdromszoglapon. (Abral) Ezt a kdzépvonalak
négy egybevagd haromszdgre bontjék, melyek mindegyike
legfeljebb 1 tertletii. A skatulya-elv miatt, mivel4 - 499 <
1997 ezért lesz e négy haromszoglap kozoétt olyan, amely
az adott pontok kozil |egal dbb 500-at tartalmaz.

36.

Osszuk fel a négyzetet az oldalaival parhuzamos egyenesekkel 50 darab egybevagd, 0,2 x 0,1 -es
méretezésii téglalapra. A skatulya-elv miatt lesz olyan téglalap, melyre az adott pontok koézil harom
illeszkedik. Felhaszndjuk azt az ismert dllitast (bizonyitasét lasd aldbb), hogy egy paralelogramméba irt
hédromszdg terllete legfeljebb a paralelogramma teriiletének fele. Az emlitett hdrom pontot kivalasztva, az
altaluk meghatérozott hdromszog teriilete legfeljebb

1
5" 02-0,1=0,1%=0,01,

ami bizonyitja a feladat alitésat. A felhaszndt dlitas

bizonyitésa.

a) Ha a haromsz6g két cslicsa rgjta van a paralelogramma / /
ugyanazon oldaldn, vagy valamely oldaltdl ugyanakkora

tavolsagra van, akkor a teriiletképletek miatt azonnal
készen vagyunk.

b) Ellenkezé esetben vaasszuk ki az egyik oldalt, és
hizzunk parhuzamost a téle mért tavolsag szerinti kdz€pso
ponton  keresztil ezzel az oldalal. gy két
paraelogrammara bontjuk az eredetit, valamint két
haromszogre a pontok dtal meghatérozott hdromszdget. Vegylk észre, hogy a két kisebb haromszog és az
6ket tartalmazo paralelogrammék az a) pontban emlitett helyzetben vannak, igy visszavezettik arra a b)
helyzetet.

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -10/17 -



Schultz Janos: A skatulya-elv alkalmazésai, M egol dasok

37.

Konnya 1&tni, hogy 8 darab vele érintkez6 egységnégyzet
|étezik. Belatjuk, hogy ennél tébb nem |étezhet. Tekintsiik
az egységnyi oldalu ABCD négyzet koré irt 8 egyseg
kerilett EFGH négyzetet, melynek oldalegyenesel

%ta’tvolségra vannak azABCDmegfelelé oldalegyeneseitol.

Megmutatjuk, hogy egy, az ABCD négyzettel érintkezd
négyzet ennek a kertiletébsl legaldbb egységnyi hosszu
részt lefed. Ebbdl mar alitasunk adodik. Ha az érintkezé
négyzetnek van kozos oldalszakasza azA B C D négyzettel, A B
vagy azEFGH négyzet kerllete két szemkozti oldaéat is
metszi, akkor vildgos a legalabb egységnyi hosszliisagl
rész lefedése.

VegyUk sorba atovébbi |ehetoségeket (bra).

Az 1. helyzetben a két egybevagd derékszogi
haromsz6g miatt éppen egységnyi a lefedett
kerliletrész. A 2. helyzetben a magassagtétel miatt

M=

1
X_’yzz,

ezert a szdmtani és mértani  kOzepek kozotti
egyenl 6tlenséget dkamazva:

A B
ry=xt 32 xe=1
XTY =X Fax T £ : H

A 3. helyzetben az dllitéds nyomban |eol vashato.

N =

38.

Ha a konvex racsotszog kerlletén a csticsokon kivdl isvan
racspont, akkor taldhaté olyan konvex racsdtszég az
eredeti racsotszdgon belll, melynek terllete kisebb, a
cslcsai pedig racspontok (&bra). Mivel véges sok racspont

van az eredeti konvex Gtszoglapon, ezért véges sok ¢
Iépéshen olyan, az eredeti 6tszoglapon fekvd konvex
racsotszoghdz  juthatunk, amelynek a kerlletén a
csicsokon  kivil nincsen récspont. Tekintsik ezt az
OtszOget.
A cslcsokat a koordinatdk paritasa aapjan 4 osztayba
lehet
F B

sorolni: (ps; ps), (ps; ptl), (ptl; ps), (ptl; ptl). Mive
Otszogrél van sz0, ezért lesz két cslcs, amelyik azonos osztalyba tartozik. Legyenek ezek E és F. Vilagos,
hogy akkor azE'F szakasz G felezési pontja racspont lesz. Mivel a fentiekben mondottak miatt E és F nem
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lehetnek az 6tsz0g szomszédos cslcsai, ezért G belsd racspont lesz. Ismeretes, hogy egy racsharomszég
tertletének mérészama mindig egy egész szam fele, ezért legaldbb 0,5 terliletegység aterllete. A G pontot az
Otsz6g cslcsaival Osszekdtve 5 racsharomszogre bonthatjuk a konvex 6tszoget, amelynek a terlilete a
korébban mondottak miatt legaldbb5 - 0,5 = 2,5terliletegység lesz. A minimum elérhets, melyre példat
mutat az alabbi dbra.

39.

Mivelr > 1és2m > 6,ezért feltehetjik, hogyn > 7.A
réacspontokat szamozzuk meg az éramutatd jarasanak
megfeleléen:Py, Py, ..., P,.

Tekintsitk a P;P;,P,P,,...,P,P, iveket. Ezek a
korvonalat duplan fedik le, igy van koztik olyan,
pl.P,P;, melynek hossza Iegfeljebb%.NézzUk most
aP; P, P;haromszoget. Ennek terllete rogzitett P, és P
pontok esetén akkor maximdlis, ha P, aP; P;iv felezés
pontjia. Mivel az r sugarl koérben egy konvex a
kozépponti sz6ghdz tartozd hdr hossza2rsin%, ezért
ismert terlletképlet miatt:

T . T . 2T

abc 2rsin—-2rsin—- 2rsin—

T — < n n n
PrPePs = gy S 4r

Ismeretes, hogyhal < a < g akkorsina < a,ezért

21"2-21"2-21”2% Ar2 73

T c_n n
P1PP3 Ar n3
Mivel egy réacsharomszog terilete legal ébb%,l’gy
1 4r?np3
§< e ®n<2n3\/r2.

Ezt kellett igazolnunk.
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40.

Fel fogjuk hasznalni azt az egyszeriien bel&hat6 tényt, hogy a racsharomszogek terlilete egy egész szam fele.
Most igazoljuk, hogy egy adott korlap dltal lefedett hdromszdgek teriiletei kdzil a szabalyos haromszig
terlilete lesz a maximdlis. Vilagos, hogy elegends olyan hdromszogekkel foglalkoznunk, amelyek cslicsai az
adott kor kerlleti pontjai. Legyen r a koéré irt kdr sugara, a, b és ¢ pedig az oldalak hossza. A hdromszég
trigonometrigjabdl kdzismert dsszefliggéseket alkalmazva:

__absiny _ 2rsina - 2rsing - siny
2 2

= 2r2sinasinpsiny.

A szadmtani és mértani kozép kozotti egyenl 6tlenséget alkal mazva:

sina + sing + siny>3

sinasingsiny < ( 3

Mivel a[0; r]intervallumban a szinusz fliggvény Jensen-konkdv, ezért a Jensen-egyenl 6tlenséget alkalmazva:

+ L+ 3
sina + sinf + siny < 35in¥ = 3%,
ezert
V3" 3V3
2(X2) —2V°2 2
T L 2r (2:) ) e,

Egyenl6ség pedig pontosan akkor teljesiil, hao = = y,azaz a haromszdg szabalyos. Ezzel dlitasunkat
igazoltuk.
Mivel a feladatban szereplé kor sugarar = 2006 egység, ezért a korlap ata |efedett racsharomszogek
tertiletének mérészama legfeljebb

3V3

Legelsé megjegyzésink miatt igy legfeljebb 2 - 5227376 = 10454752 kilénb6z6 teriletmérészam
lehetséges. Az adott 400 darab racspont 6sszesen

(400

2 ) — 10586800

racsharomszoget hatéroz meg, igy a skatulya-elv miatt a terlleteik mérészamai kozott lennie kell két
egyenlének. Ezt kellett igazolnunk.

41.
irjunk minden oldalra befelé olyan téglaapokat, amelyeknek a sokszoggel nem kozos oldala t/k hosszlisagu.
Ha sokszdg oldalhossziisagaia4, a,, . . ., a,,akkor ezeknek atégla apoknak a teriilettsszege:

t t t t
Gptappt. Fapp=(a+ayt. +a) o=t

vagyis éppen a sokszog terllete. Mivel az egyes csticsokndl 1évé belsé szogek konvexek, igy lesznek a
soksz6g belsgjében a téglalapok atal tobbszordsen |efedett részek, ezért lesz olyan pont is a sokszég
belsgjében, amely nincs lefedve. Egy ilyen pont, mint a t/k sugart kér k6zéppontja megfelel, hiszen minden
oldaltél tavolabb van, mint t/k.
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42,

TegyUk fel indirekt médon, hogy barmely két szényeg kevesebb, mint 1/9 ardnyban fedi & egymést.
Gondolatban egymés utan lerakva a szényegeket nézzik meg, hogy mennyi lefedetlen részt foglalnak el. Az
elsé 9/9 részt. A méasodik tébb, mint 8/9 részt, a harmadik tobb, mint 7/9 részt, s.i.t., végul akilencedik tébb,
mint 1/9 részt. Mivel

igy a kilenc szényeg tébb, mint 5 terliletegységnyi helyet fog igy elfoglani a lefedetlen részeket tekintve,
ami ellentmondéasra vezet.

43.
Tegylk fel, hogy adott a sikon n darab kil6nb6z6 pont és D jeléli a kozottik fellépd legnagyobb, d pedig a

legkisebb tavolsagot. irjunk a pontok kt')régsugarl] korlapokat! Ezek a kdrok nem metszhetik egymast, az
2
ataluk |efedett tertilet pedi g%.Mésrészt ezeknek a koroknek rajta kell lennitk az egyik adott pont koré
irtD + gsugarl] korlapon, ezért
nrwd? < (D + d.,
4 T[( 2) 1
dvn d

—_— <D+ -
2 2'

ahonnan
* 2 vn-1
*) 7=>——

Mivel afeladatbann = 225 = 152, D < 21,d > 3,ezért a(*) egyenlétlenség nem teljesiilhet, hiszen

—-< 7.
d

Ellentmondasra jutottunk. Tehat nem adhatok meg a pontok a feladatban leirt modon.

44,

Az egységgomb fellletének valamely P pontjahoz rendeljink hozza egy fokort ugy,
mintha P lenne az északi sark, a fokor pedig az egyenlits. Jeldlje a P ponthoz ilyen
maodon rendelt fokortk p.Vegyik észre, hogy

Q Ekp © P Ek,.

Jeldlje az adott ivek hosszét, egyuttal a hozzguk tartozd kdzépponti
szogeketaq, ay, ..., Ay.

Legyen aza, iv két végpontja A és B, a hozzgjuk a fentebb leirt médon
rendelt fokorok pedigk, éskg. Ha P az AB iv valamely pontja,

akkorkpaz AB iv ata meghatérozott két gombkétszog altal kijeldlt
fellleten fekszik. Ezeknek a gombkétszigeknek a szbge szintén
a;.Mivel egyaszogii gdmbkétszog felszine2ar? ezért az AB ivhez
tartozo fellletdarab agdbmbon:2 - 2a; = 4a;.
Tudjuk, hogy
a, +a,+... +a, <,

igy akkor

4(“1 +axt... +an) <4m = Agbmb-
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Ez azt jelenti, hogy az egységgdmb felszinén van olyan X pont, hogy X nincs rajta egyik kijeldlt ivhez
tartozo két gombkétszogon sem. Tekintslk az X-hez tartozok xfokort! Ez nem metszheti egyik kijeldlt ivet

sem, mivel akkor az M metszésponthoz tartozok ,,fokor menne X-en, amit kizartunk. Ak fokorre fektetett
sik megfelel6.

45,

Mivel egy haromszogben nagyobb oldallad szemben nagyobb szog van és megforditva, ezért P;P; >
P;PmiattP; PP; > 60°.Tekintsik a P kdzéppontu, egységsugart gombfelliletet! Minden i-re értelmezziink
ezen a gombfellleten egy gémbsiiveget oly médon, hogy egy adott i-re a gémbsiiveget a gdmbfel tletnek
azon a Q pontjai alkossak, melyekreP; PQ < 30°.Ekkor ezek a gdmbsiivegek diszjunktak lesznek.

P

Pj ‘
rcosa

Mivel egy r sugart gombon Iévé h magassagl gombsiivegnek a gombfelllettel kdzds része2mrhnagysagu,
ezért afentebb értelmezett gdmbstivegekre:

2nrh = 2nr2(1 — cosa) = 2m(1 — c0s30°) = (2 — V3).

A péronként diszjunkt gdmbslivegek fellleteinek dsszege kisebb, mint a gémb felszine, ezért

4
n.n(z—\/§)<4n<=n<2 \/§:4(2+\/§)<8+\/E=15.

Ezzel a bizonyitand6 alitast igazoltuk.

46.

Burkoljuk be atéglatest falait beltlrél, valamint az egységkockak feltletét kivilrol egy olyan réteggel, amely
tartalmazza mindazon egységnyi sugarl gombok kozéppontjait, amelyek a téglatest valamely hatérold
lapjéba, ill. az egységkockakba belemetszenek. Megmutatjuk, hogy ennek a rétegnek és az egységkockaknak
az Ossztérfogata kisebb a téglatest térfogatand. Ebbdl mér kdvetkezik, hogy a téglatest belsgjében van olyan
pont, amely nem tartozik a réteghez, azaz a koré irt egységnyi sugari gémb a téglatestbe esik és nem metsz
bele egyik kockaba sem. A téglatest lapjait belllrél nyilvan egy egységnyi vastag réteggel kell burkolni. A
fennmaradd rész egy kisebb téglatest, amelynek minden éle az eredetiéné két egységnyivel kisebb, azaz
térfogatad - 6 - 8 = 192.Egy egységkocka lapjaira szintén egy-egy egységnyi vastag réteget kell ratenni
(azaz hat tovabbi egységkockat), az éleknél ezeket egy-egy egységnyi magassagu és egységnyi
alapkorsugari  negyedhengerrel  kell  Osszekétni, végil a csicsokndl egy-egy egységnyi  sugarl
nyol cadgdémbot kell elhelyezni. A burkolas utan kapott test tehat 7 egysegkockébdl, 12 negyedhengerbdl és 8
nyolcadgdombbdl &l. Térfogata igy 7 + 3w + %’T. A 9 egységkockdra ez Osszesen9(7 + 3m + 4?”) ~

185,52, ami valdban kisebb, mint 192.
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47.

Tegytuk fel indirekt modon, hogy barmely két pont tavol saga legaldbb 0,7 egység. Tekintsiik a pontok koré irt
0,35 egység sugaru gdmboket! Ezek a gombok kozos belsd pont nélkiliek, valamint mindannyian benne
vannak abban a5,7” 5,7  10,7-es téglatestben, melyet Ugy kapunk, hogy az eredeti téglatest lapjait kivilrdl
egy 0,35 egység vastag réteggel vonjuk be. A gdmbok dssztérfogata kisebb kell, hogy legyen, mint ennek az
Uj téglatestnek atérfogata:

2001 - 47 - 0,353
3 <5,7-57-10,7.

Innent < 3,04adddik, ami nyilvanvalé ellentmondas. A kapott ellentmondas miatt van két olyan pont,
melyek tavolsaga kisebb, mint 0,7 egység.

48.
Tegyiik fel indirekt modon, hogy barmely két adott pont tavolséga legaldbb 1. irjunk minden pont koré

%sugaru gombdt! Ezek a gombok kozos belsé pontot nem tartalmaznak, tovabba térfogataik dsszege kisebb,

mint annak a 10 egyseg oldalu kockanak a térfogata, melyet az eredeti kocka Iapsikjaitél%ta’tvolségra [évo
sikok hatérolnak. Tehat

1
1981-4m(5)° 1981 -m

< 10°% = 1000,
3 6
8000 03
T=7T081 "~ >

Ez azonban nem igaz, ezért feltevésiink megdélt. Ebbsl adddik a bizonyitand6 allités.

49,

Tegyik fel, hogy K alégitérsasig dltal adott fels korlat, és van egy bérondink, melynek az egyik csticsabol
indul6 élek hossza a, b, ¢, tovabbaa + b + ¢ > K .Tételezzik fel, hogy ezt a bsrondét be lehet csomagolni
egy olyan béréndbe, amelynél az egyik cslicsbdl indul6 élek hossza x, y, z (igy akkorK > x +y + z.)
Jeldlje A ill. B, abelss ill. kilsé borondtdl legfeljebb r tévolségra lévé pontok halmazét! E ponthal mazok
térfogatat Ugy kapjuk, hogy figyelembe vesszik magét a b6érondot, a sarkokndl 1évé nyolcadgémboket, az
élekndl 1év6 negyedhengereket, valamint alapokra helyezett r vastagsagu, téglatestekbsl allo réteget. Ezért a
térfogatok:

4rr3
V(A4,) = abc +

+nr?(a+ b +c) + 2(ab + bc + ca)r,

3

3

V(B,) = xyz + +nri(x +y +z) + 2(xy + yz + zx)r.

Mivel nyilvanvalo, hogyV ( ) < V(B,),ezért ebbél rendezés utan:
O<a(x+y+z—a—b—c)r*+2(xy+yz+zx —ab — bc — ca)r + (xyz — abc).

Vegylk észre, hogy x + y+z<a+ b+ cesetén a jobb oldalon &l6 r-ben mésodfoki polinom
féegyltthatdja negativ lesz, ezért a polinomfuggvény grafikonja lefelé nyil6 parabola. Ennek az r-ben
mésodfokl egyenl 6tlenségnek azonban mindenr > Oesetén teljesiiini kellene, ami ellentmondasra vezet. A
kapott ellentmondas azt jelenti, hogy a kivant csomagol as nem |ehetséges.
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50.

Vizsgaljuk meg, hogy hol lehet az 1mm sugard kor
kozéppontja. Egyrészt a kozéppontnak az eredeti korrel
koncentrikus, 1 mm-rel kisebb, tehd 1999 mm sugaru
korlapon kell lennie, méasrészt az egyenesektdl legaldbb 1
mm tavolsagra. Minden egyenesre illessziink egy-egy 2 mm
széles savot, amelynek az adott egyenes a kdzépparhuzamosa.
Elegendé megmutatnunk, hogy ezek a savok nem fedik le
teljesen az 1999 mm sugaru kort.

Belatjuk a kdvetkezo dlitést: ha parhuzamos egyenesek atal
hatérolt savokkal lefedheté egy korlap, akkor a savok
szélességének tsszege legaldbb akkora, mint a kdr &mérdje.
Legyend,, d,, ..., d,a sdvok szélessége, a kor sugara pedig
r. Tekintslk azt a gombot, melynek kdzéppontja és sugara a
korével megegyezd. Tekintsik a gombfellUleten azokat a
gbmboveket, amelyek meréleges vetlleteként éppen a
savokat kapjuk! Belathatd, hogy egy r sugari gdmbfellileten
lévd, d szélességii gdmbov felszine2mrd.Ha a savok lefedik
akort, akkor a gémbovek lefedik a gdmbfellletet, ezért

2nrd, + 2nrd,+...+2nrd, > 4nr?,
dl + d2+. ' +dTl > 2r.

Ezt akartuk igazolni.
Visszatérve afeladatra, mivel akor &mérsje 3998 mm, mig a savok szélességeinek dsszege csak1996 - 2 =
3992mm, ezért a savok nem fedik le akort, igy elfér még egy 1 mm sugart kor is az eredeti korlapon.
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