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Pénzvaltasi és rokon feladatok
dr. Kiss Géza, Budapest

Az alabbiakban olyan feladatokat igyekeztem Ossijégyi, amelyek lehéséget
teremtenek a hosszabb foglalkozasra. Sokkal inka@ibbesetek vizsgalatarol, a
konkrét esetek alapjan megtehétlitalanos észrevételékrszolnak/ szo6lhatnak és
nem egy-egy Otled.

A leirasnal igyekeztem elkiloniteni a tanuldkkdtédgozhatod részt a kollégaknak
sz0616 hattéranyagtol, az utébdilt betikkel irtam.

Sokféle gyakorlé feladatot, foglalkoztaté feladata®t készithetlink a szamokkal
kapcsolatos érdekes kérdések mentén. Ezek kodziEravaltasi problémaval
foglalkozunk.

Az alapprobléma a kdvetkéz

1. Nekeresdorszagban a megszokottaktdl &eércsak kétféle cimiétpénz van
forgalomban 5 és 7 petdkos. A boltban nem tudnagzeiadni. Mekkora az a
legnagyobb 6sszeg, amelyet nem tudunk ilyen féétiétenellett pontosan
kifizetni.

Megoldas:

Mar az sem vilagos, hogy van ilyen legnagyobb szZdodyan kezdjink hozza
gyerekekkel a megkereséséhez? Talaszélr ismerkedjink a problémaval.

1/a. Keressiink minél t6bb olyan szamot, amelyet ezadétiele érmével meg
tudunk adni!

Azt latjuk, hogy az 5 és a 7 tobbszordsei mindertibi nélkil kifizethetk.
Maris talaltunk végtelen sok kifizetliebsszeget.

Prébaljunk most valamilyen szokasos leszamlalasilsnért alkalmazni. Az
egyik fajta érme darabszamat rogzitsik. Kézerfe&k tinik, hogy ez a
nagyobbik cimlet, a 7 legyen. Ekkor a kdvetkeprok alakulnak:

5, 10, 15, 20, 25, .....
7,12,17,22,27,32, ...
14,19, 24, 29, 34, ...
21, 26, 31, 36, 41, 46, ...
28, 33, 38, 43, 48, 53, ...

A kovetked sor 35-tel kezddik és latjuk, hogy visszajutunk az &lsorba,
annak egy késbbi elemédl folytatjuk a felirdst. Az ezt kovétd2-vel kezddik,
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itt pedig tulajdonképpen a masodik sor folytatodigy sorban ébb allo
elemtl.

Tehat val6jaban nem kapunk tovabbi felirasi lébéget, ha a 7-esek szamat
noveljuk.

Matematikai szohasznalattal 0, 7, 14, 21, 28 eljgsenaradékrendszer modulo
5.

1/b. Melyik az a legnagyobb szam, amely nem szerefaitabbi 6t sorban?

A gyerekek hamar latjak, hogy ez a szam a 23.
Ez tehat a legnagyobb 6sszeg, amelyet nem tudgskaadas nélkil kifizetni 5
és 7 petakos érmékkel.

Most valtoztassuk a cimleteket és vizsgaljuk megyha valtozik az eredmény!
Ha a két cimletnek van 1-nél nagyobb ktz6s oszédkor minden felirt szam
is ennek a szamnak tdbbszorose lesz, egészen, biopsnem lesz legnagyobb
nem —felirhato.

A fenti feladatot lényegében ugyanebben a formakiafizték a Miszaki
Foiskolasok Hajos Gyoérgy Versenyén 1983-ban!

Legyenek most Nekeresdorszagban a valasztasok7uésnll petakos érmék
forgalomban. Ebben az esetben melyik lesz a legidgynem kifizethet
0sszeg?

Megoldas:

Mar bizonyos rutinunk van a felirhatd szamok reedszésében a nagyobbik
érme darabszama szerint.

7,14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, ...
11, 18, 25, 32, 39, 46, 53, 61, 67, ...
22, 29, 36, 43, 50, 57, 64, 71, ...
33, 40, 47, 54, 61, 68, 75, ...
44,51, 58, 65, 72, 79, ...

Most a kovetked sor el$ eleme — 55- még nem a 7 tobbszorose,egyik
korabbi sor késbbi elemével sem egyezik meg. A felirast tehathbuéell még
folytatnunk.

55, 62, 69, 76, 83, 90, .....

66, 73, 80, 87, ...
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A kovetked sorban mar hétszer vennék a 11-et, igy visszdjutanel$ sor
egy késbbi eleméhez.

2/b. Keressiik most meg a sorok kdzétt a legnagyobmadgamot, amely nem
fordul ek!
A gyerekek hamar ratalalnak az 59-re.

Az eddigiek alapjan, akkor barmelyik két cimletst valasztjuk, - persze
Ugyelve, hogy ne legyen 1-nél nagyobb kdz6s oszt§jmeg tudjuk hatarozni
a legnagyobb olyan szamot, amely nem irhaté fedtacknlet tobbszoéroseinek
segitségével?

Megoldas:

Ha a gyerekek mondanak egymasnak két-két cimleddtor latjuk, hogy
nagyobb szamok esetén tovabbra sem kérnyégeredmény pontos megadéasa.
Azt azért mar gondolhatjuk, hogy van ilyen legnagyszam, de hogy pontosan
mennyi lesz az, ehhez még kell tapasztalatokisteyyi.

3/a. Az egyes feladatokban hany darabot kellet ledibljeenniink a nagyobb
cimleti érmélsl?

Legfelijebb eggyel kevesebbet, mint a kisebbik cirélééke, hiszen ha tobbet
veszlnk, akkor valamelyik sor kshi eleméhez jutunk.

Tehat az altalanos esetbem< b):

a, 2a,3a,4a,...
b, b+ a b+2a b+ 34...
2b, 2b+ a, 2b+ 2a, 2b+ 3a,...

.(a—l)b,(a—l) b+ a(a1 br2a( a} b 3a..

A kdvetke sorban mar aa tobbszordse szerepelne.

Mindegyik sorban latjuk, hogy melyik a legkisebleral igy azt is, hogy melyik
az utols6 még nem szerépl

Ez tehat az utols6 sorban lesz a legnagyobb éméppal lesz kisebb, mint

(a-1)b.
A legnagyobb olyan ¢sszeg, amit nem tudunk kifiz¢tn-1) b— a= ab- a- L.
Szokés ezt a legnagyobb nem-felirhat6 sza@ia, b) -vel jeldini.
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Nem magatol értéts, hogy tdbb cimlet esetén is mindig van legnagyadin-
felirhatd szam.

Amennyiben (a,,a,,..., a,) =1 mindig van olyanG(a,a,..., &) szam,
amelyre teljesul, hogK >G(ai, &,..., an) esetén a

K=ax+aX+...+ g X
diofantoszi egyenlet megoldhaté nem-negativ egésaek
Megoldas:

Ez a Frobenius problémakor alaptételének is nyumodievezhét feladat a
Kozépiskolai Matematikai Lapokban 1997-ben Vizta#ia cikkeihez kapcsol-
va kerilt kitizésre. A feladat allitasat n-re vonatkozé6 teljesluktioval
igazoljuk. Azn=2 esetet az 6bb mar vazoltuk. Han> 2, akkor tegyiik fel,
hogy k-ig mar igaz az allitas és vizsgaljuk mkgl-re. Legyen most az
n=k+1 esetben az efsk darab szdm legnagyobb kdzds osztdja d. Ekkor az

indukciés feltevés szerint a%%i szamokkal véges sok kivétellel
minden pozitiv egész szam felirhatd a kérdésedatakigy létezik olyan u,

hogy (u,8.,)=1 és u=v1%+v2%+...+\{<id, ahol v;,V,,...,\ nem-

negativ egészek. Mivel d és ,, relativ primek, ellenkéz esetben az
a, 8, ..., 841 Szamoknak lenne 1-nél nagyobb kdzds osztdja, eddsa,

is relativ primek. A fentiek szerim=2 esetén az allitds igaz, azaz véges sok
kivétellel minden pozitiv egész szam felirhaté

XAU+ % §,1= X8 XY 3. XY@t %@
alakban, aholx Vv, %\, ..., X\ , % hem-negativ egészek.

Annak ellenére, hogy ez az altaldnos eredmény gwdikeeg az eredeti
probléma felvefdése 6ta ismert, a legtobb konkrét esetben netedataak

bizonyultG(a, &,,...,3 ) pontos meghatarozasa. Mar harom kiilénboinlet
esetén sem adhatdé meg egységes altalanos formua.uj@bb cimlet

engedélyezése vagy egyaltalan nem befolyasoljayradgobb nem-felirhatd
szamot (mert esetleg valamelyik kordbbi cimlet $ablbse vagy nagyobb a
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tébbivel nem felirhaté legnagyobb szamnal), vagy Ugbb kombinaciés
lehetiségek miatt akar lényegesen csokkenti azt.

Ismerve az altalanos formulat hatarozzuk meg azekadehetséges cimlet-
parokat, amelyekre a legnagyobb nem kifizeiliestszeg pontosan 31 lesz.

Megoldas:

A megoldashoz felhasznaljuk azlebi altalanos eredményab- a— b= 31.
Ennek az egyenletnek azokat a pozitiv egészb megoldasait keressik,
amelyekrea ésb relativ primek. Az altalanossag megszoritasa hétidst is
feltehetjik, hogya < h.

Két szokasos megoldas is ismert. Az egyik a szt@rzddkitas, a masik az egyik
ismeretlen kifejezése és a kapott tort vizsgalata.
Az elss mbédszernél adjunk hozza az egyenlet mindkét didald -et:

ab-a-b+1=32,
(a-1)(b-1) = 32.

A lehetséges osztoparoft,32) (2,16 ( 4,3
Ennek megfelélen a megoldasoka=2,b=33;a= 3,b= 17;a= 5b= ¢

A masik modszernél kifejezziik az egyik ismeretlembndjukb-t aza segitsé-
gével.
b= a+31.
a-1

Ezutan levalasztjuk a szamlalébélartartalmazé részt.

a-1+32_a-1, 32 32
= = ——=l+—.

b = =
a-1 a-1 a-1 a1

Most latjuk, hogya—1 osztoja 32-nek és tudjuk, hogykisebb, mint.
Innen ugyanazokat a megoldasokat kapjuk, mintsizrabdszernél.
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6. Vannak-e olyan pozitiv egészek, amelyekre pontosgy megoldaspart
kapunk?

Megoldas:

Az elébbi el megoldasi modszer ismeretében a valaszt meg tadiok
Ha (a-1)(b-1) primszam, akkor csa=2, b= p+1 az egyetlen megoldas.

Tehat minden 1-nél nagyobb pozitiv egész lehetldbpaegy cimletparra a
legnagyobb nem-felirhaté szam.

Most mar tényleg célszierfeltenniink azt a kézenfekvés eddig hattérben
hagyott kérdést, hogy

7. Hogyan valtozik a 2. feladat eredménye, ha harmafiketet is bevezetink,
engedélyezziik a 13-at?

Megoldas:

Itt mar sokkal attekinthetetlenebb lesz a helyZett tovabbra is gondoljuk,
hogy ismét a legkisebb érme szerint érdemes viadgahk. A "hetes”-ekdl
tetsdleges szamut véve a hetes maradék nem valtozilat Behagyobb érmék-
b6l minél kevesebb felhasznalasaval az dsszes hetesdekosztalyba el kell
jutnunk. Vegylk a 2. feladat megolddsanél szetegerokat és mindegyik
mellett tlintessik fel a hetes maradékot is!

7,14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, ... 0
11, 18, 25, 32, 39, 46, 53, 61, 67, ... 4
22, 29, 36, 43, 50, 57, 64, 71, ... 1
33,40, 47,54, 61,68, 75, ... 5
44,51, 58, 65, 72, 79, ... 2
55, 62, 69, 76, 83, 90, ..... 6
66, 73, 80, 87, ... 3

Ezt a helyzetet a 13-as érmék felhasznéalasa niélidliértiik, a helyzeten tehat a
13-ak bevonasaval csak javithatunk.

Pl. az rogton lathatd, hogy az 55-tel kéddl sor mar 13-tél indithaté. Ha a
66-ot is ki tudnank valtani egy kisebb indulo eleehmakkor a legnagyobb
nem-felirhatdé szam mar jelésen csokkenne. Ha veszink egy 11-es és egy
13-as érmét, akkor ezek 0sszege 24, pontosan @-ataeadékul 7-tel osztva.
Tehét az utolsé sor mar 24k-indithato.

Prébaljunk most olyan felirast valasztani, hogyszgé biztosan ratalaljunk a
legnagyobb nem-felirhaté szamra.
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Ehhez javasolhatd, hogy a &-kiilonbodk darabszama és noveékgorrendje
alapjan dolgozzunk.

Vehetjik a kdvetkez ndvekw sorozatot és irjuk mindegyik szam ala a hetes
maradékat:

11, 13, 11+11, 11+13, 13+13, 3x11, 2x11+13 11+2x3813 4x11
11, 13, 22, 24, 26, 33, 35, 37, 39, 44, ..
4 6 1 3 5 5 0 2 4 2,...

Most precizen haladtunk a felirasokkal és latjusgyha legutoljara feltdbido
sor a 37-tel kezitls. Tehat az ebben nem-szetepégnagyobb szam lesz,
amelyet kerestlink, a 30.

Elég meglep eredményt kaptunk. Ha a 11 mellett engedélyezz1li® haszna-
latat is, akkor a legnagyobb nem-felirhaté szam#&b30-ra csékken.

Ennek kapcsan érdemes néhany észrevételt tennimktii nagy szamot
vettlink volna a 13 helyett, akkor az biztosan nefioljasolta volna a végered-
ményt. Tehat univerzalis médszer mar harom kilbélbmlet esetén biztosan
nincs.

Mielétt tovabblépiink, még hatarozzuk meg a legnagyobi-fedirhaté szamot
7,11, 12 cimldt érmék esetén.

Megoldas:

Mar van bizonyos rutinunk az ilyen jeliédeladatok megoldasaban, ezért csak
a hetes maradékokat irjuk fel a masik kétféle dimilte

Lathatd, hogy a 34 esetében mar elértiik, hogy rgyikenullatél kilonboa
maradék szerepel legaldbb egyszer. Tehat a leghbggem-felirhatd szam

ebben az esetben2¥ (= 34~ 7) lesz.

Ha egy-egy ilyen cimletrendszert be kivannank weézetkkor nem csak az a
fontos kérdés, hogy melyik a legnagyobb nem-kifieét 6sszeg, hanem az is,
hogy hany ilyen 6sszeg van 0sszesen? Folytassuék tersgalatainkat nem-
felirhatéak szamanak meghatarozasaval.

143



Kistérséqgi tehetséggondozas

9. Ha csak 7 és 11 petakos érméket hasznalhatunky bkky olyan pozitiv szam
van, amelynek megfelél6sszeget nem lehet pontosan kifizetni ezekkel az
érmékkel?

Megoldas:

Vissza kell térniink az eredeti sorainkhoz és miyitkeg kiegésziteni az eddig
még nem szeregikkel. A sorok utan azt is kilon feltiintethetjik giycazokban
hany nem-felirhaté szam van.

7,14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, ... 0

4,11, 18, 25, 32, 39, 46, 53, 61, 67, ... 1

1, 8,1522, 29, 36, 43, 50, 57, 64, 71, .. 3

5,12, 19, 2633, 40, 47, 54, 61, 68, 75, ... 4

2,9, 16, 23, 30, 344, 51, 58, 65, 72, 79, ... 6

6, 13, 20, 27, 34, 41, 485, 62, 69, 76, 83, 90, .... 7

3,10, 17, 24, 31, 38, 45, 52, ¥%, 73, 80, 87, ... 9

Ez 6sszesen 30 szam, nagyjabdl a legnagyobb f@iszam fele.

Ez persze lehet az adatok valasztasbol ad6do6 extedymet is, ezért érdemes
még tdbb konkrét esetet is megvizsgalnunk. Vegyiioist két nagyobb cim-
letet.

10. Hatarozzuk meg a nem-felirhatd6 szamok szamat, k&t angedélyezett cimlet
13 és 20.

Megoldas:

Eddigi ismereteink alapjan mindegyik nullatol kiibdzo 13-as maradékhoz
csak a legkisebb felirhatét adjuk meg. Mindegyittafeltiintetjik, hogy mek-
kora maradékot ad.

20, 40, 60, 80, 100, 120, 140, 160, 180, 200, 220,
7, 1, 8, 2, 9, 3, 10, 4,,115 12, 6

Latjuk, hogy a nem-nulla maradékok mindegyike psatoegyszer szerepel.
Ennek megfelélen a legnagyobb nem-felirhatd sz&#0- 13= 227

Most mar ratériink a nem-felirhaték szamanak megbedéara.

Mindegyik ebbbi szamunk ala felirjuk, hogy hany darab kisetdikoea 13-as
maradéku pozitiv szam van.
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11.

12.

20, 40, 60, 80, 100, 120, 140, 160, 180, 200, 220,
1, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 185, 16, 18

Ha ezeket 6sszeadjuk, akkor 114-et kapunk, amgigrépigyanolyan viszony-
ban van a 227-tel, mint azéeb feladat esetében, a legnagyobb nem-felirha-
ténal eggyel nagyobb szam fele. Ez mar biztosanlebst véletlen.

Az altalanos eredmény itt az, hogy a és b cimktekén a nem-felirhaté pozitiv

a-1)(b-1)

egészek szama ponto > .

Felhasznaljuk, hogy a legkisebb felirhatok az egyesadékosztalyokban b,
2b,..., (a=1)b. Tudjuk, hogy ezek a szamok éppen az 1, 2, (a=1) egy
permutacioky, k,, ..., k,_; Ekkor a  t - b maradékosztalyban a nem felirhat6é
elemek szama pontosan

{@} _tb-k

a a

Ezeket 0sszeadva az 6sszes t-re megkapjuk a ridratfelk szamat.

b-k , 2b-k , +(a—1)b—ka_1=
- e a
(1+2+..+a-0b-(k+k+..+k,)_ dai(b)_ (xI(k)
5 :

a a 2

Természetesen tovabbi lebségek is vannak az altalanositasra. Az egyik mar
korabban vizsgélt és megoldott eset arra vonatkezilikor a cimletek szamta-

ni sorozatot alkotnak.

Itt most ezek kozil csak azt az esetet vesszukarhiarom egymast kowuiet
paratlan szamrdl van sz6.

Hatarozzuk megds(2k+1, 2k+ 3, &+ §-6t.

Megoldas:

A feladat megoldasahoz a kulcsot megtalaljuk, arpibem 2k +1 szerint
tekintjiik a masik két szam lehetséges maradékaék Enindegyik tdbbszoro-
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zés esetében a 2 és a 4 tobbszorosei lesznek2, AL0. . . ,4k lehetnek ezek a
maradékok. Ezzel a felsorolassal mindegyik nemanuflaradékot megadtuk
2k +1 szerint.

A legnagyobb maradék eléréséhe2la+5 elemet pontosak-szor kell ven-

nink (illetve, ha helyette néhanyszor két dar2b+3-at vesziink, akkor
.fosszabbul” jarunk). Legfeljebb ugyanennyi eldihla kisebb maradékok is
eldllithatok, igy a legnagyobb nem felirhat6 elem

G(2k+1,2k+ 3, 2k+ §= K &+ §-( 2+ JI= K+ X

Ezt a modszert kovetve Roberts az altalanos eregim®megadta 1966-ban.

Egy latszolag tavoli kérdéskort is szeretnék méggaemditeni. Ez az a.n.
postabélyeg-probléma. Itt is cimletekkel kell dagp de a kérdésfeltevés
egészen mas, mint a pénzvaltasi problémanal.

Adottak bélyeg-cimletekia; <a, <...< g, ahol a =1, tovabba adott egh

pozitiv egész, amellyel a felhasznalhat6 bélyegaknst maximalizaljuk.
Keressik meg a legkisebb olyan szamot, amely nem irhat6 fel

Xt Xa+t...+ % q alakban, ahol azx-k nem-negativ egészek és
X+ X%+ +x<h A nulal s (a,a,...,4)= r-1ig terjeds szamok
mindegyike kifejezhét legfeljebb h darab ,bélyeg segitségével. Ezt az
s.(a, &...., &) szamot hivjuk azy, a,, ..., g szamok-terjedelmének.

Legyenek a postabélyegek cimletei 1, 4 és 9. Hztako meg a terjedelmet
h=4 ésh=5esetén
Megoldas:

A h értékét novelve latjuk, hogy melyek lesznek affialié szamok

h=1 1, 4, 9

h=2 1,@, 4,5 809,10 13, 18

h=3 1,2,3,4,56, 809, 10,11,12, 13,14, 18,19, 22,27
h=4 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14,16,17, 18, 19, 20, 21,

A terjedelmet mutaté szamot mindegyik sorban bekeve jel6ltik .
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Es végiil tekintsilk eh=5 esetet. Elegeridcsak a 23-nal nagyobb szamokat
vizsgalnunk, hiszen 23-ig négy bélyeg is elegend

A 24 eball, mint 9+9+4+1+1.

A kovetked) szamhoz a 25-h6z felhasznalhatunk 4 db 4-esty8-eg

S6tt A h=4 esetben szergfl 16-t6l 23-ig terjed szdmok mindegyikéhez
hozzaadva egy-egy 9-est kapjuk, hogy 32-ig biztesamlent fel tudunk irni. A
32-hoz felhasznalt bélyegek:

32=9+9+9+4+1. Mivel a két 9-cel felirhat6 maximur@, 3zért a 33-hoz is
kellene pontosan harom darab 9-es. A maradék @misaem irhato fel két
darab 4-gyel, vagy 1-gyel. Megtalaltuk, hogy5-re a terjedelerE:}BZ.

Nagyon szép az a kapcsolat, amelyet egy Meuresnéuet egyetemi hallgato
allamvizsga-dolgozatéban publikalt. Ez a tétel astpbélyeg-probléma és a
pénzvaltasi probléma tényleges kapcsolatat mutagg.

Jeloliik az efbbi bélyegcimletek halmaza#y -val. A ={a,a,...,a}.

LegyenE = a{ &~ &1 &~ Bco,-r KT & a<} Akkor elég nagy h-ra igaz
a kovetked tétel:

Tétel: Létezik olyanh, pozitiv egész, hogy teféegesh = h esetén

s(A)= - q A)-1.

Befejezésul megmutatjuk, hogyan lehet konkrét eseliasznalni ezt a tételt.
Az eldzo 13. feladatban szerépszamokra irjuk fel azy, halmazt.

A={589

Erre a harom szamra kénnyedén meg tudjuk hataeolegnagyobb nem
felirhatd szamot, hiszen kényelmesen a 8 és 9ssegitel kaphaté szamok 6tos
maradékait kell csak figyelniink. Soraink:

5, 10, 15, 20, ...
8, 13, 18, 23, ...
9, 14, 19, 24, ...
16, 21, 26, 31, ...
17,22, 27, 32, ...

NF,PWO

A legnagyobb nem-felirhaté szam a Q(E) =12,
A h=4 esetbers, ( A)=40®-12- 1= 23
A h=5-re pedigs; ( A ) =5®-12- 1= 32
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Kistérséqgi tehetséggondozas

A tébbnyire megoldatlan kérdéseket tartalmazé péitasi problémanak a
postabélyeg—probléma egy atfogalmazasi ldégte. Nem megléptehat, hogy
ennek a problémakérnek is egyre nagyobb irodalma va
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