Abraham Gabor: Az f1(x)=f(X) tipusti egyenletekrdl

Az (x) = f(x) tipusi egyenletekrol,
avagy az irastudok felel6ssége és egyéb érdekességek

Az aabbi cikk a2010. évi Rétz Laszl6 Vandorgyiil ésen elhangzott el Gadédsom alapjan késziilt.
Immér 18 éve tanitok a szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimnézium matematika tagozatan. A
tagozatunk foéfeladata a tehetséggondozas, a matematika versenyekre torténd felkészités. Ennek
nagyon fontos részét képezi, hogy olyan modszereket, otleteket, fogasokat adjunk at a didkoknak,
melyeket hatékonyan tudnak hasznalni a munkgjuk soran. Ezeket mi is hosszu évek alatt
sajétitottuk el sok tanuléssal, feladatmegoldassal. A mi felel 6sséglink tobbek kozott abban al,
hogy az altalunk kozreadott megoldésok precizek legyenek, a felhaszndlt tételeket pontosan
fogalmazzuk meg, hogy azok a kalmazésa nehogy hibas, vagy hidnyos megol dasra vezessen.
Ennek kapcsan szeretnék szdlni az f*(x) = f(x) tipusil egyenletekrsl, melyekkel j6 néhényszor
ta dkozhattunk mar matematika versenyeken.

Az els6 két feladat is versenyfeladat volt. Az itt kézolt megoldasuk szd szerint az Ugynevezett
hivatal os megol dés. Ezekben kiemeltem azokat a részeket, melyekkel a cikk sorén részletesen
foglalkozom.

1. feladat:

x*+1 _ [11x- 6

¥ +11 \ 6- x
(KéMaL F. 2830., NMMYV 2003., KéMaL B. 4027.)

Oldjuk meg aval6s szamok halmazan a 6 egyenl etet!

M egoldas: (NMMYV 2003. hivatal os megol désa)

§ Nézzik ajobboldali fuggvenyt, ennek egyenlete: y = 1613)(- 6
- X
v+l
§ Ezt x-rerendezve x=6—; adodik.
y +11
§ Lathato tehat, ha az egyik oldalt az x flggvenyének tekintjuk, akkor a mésik oldal az elébbi

inverz figgvénye.
§ A két fuggvény képe egymas tukorképe az y=x egyenesre nézve, ezért metszéspontjaik az y=x
egyenesen vannak.
6(x* +1)
x* +11
§ A rendezésutani x’- 6x° +11x- 6=0 egyenlet baloldadnak szorzatalakja (x-1) (x-2) (x-3)=0.

§ Igy elegends az x =

egyenletet megoldani.

§ Ez alapjan az egyenlet megoldésai az 1, 2, 3 szamok. Melyek igazza isteszik az eredeti
egyenl 6séget.

**

Ezzel a hivatalos megoldas végére értiink.
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Abraham Gabor: Az f1(x)=f(x) tipusi egyenl etekrs|

X2 +1
x?+11

A lelkiismeretiink megnyugtatasa végett abrézoljukaz f: 0 ® [ f(x)=6 ésa

é6 _é 11x- 6 ..
t5—68® [ = fuggveényt!
0: g705® [ 900 =55 fuggvényt

Az dbraaapjan az aldbbi megdllapitasokat tehetjik:

8§ A két fuggvény grafikonjaaz y=x egyenesen metszi egymast, tehéd a megol das ezen része
l&tsz6lag rendben van.

§ A figyelmes szemlél$ szaméra léthat6 az f fliggvény grafikonjan, hogy a fiiggvény nem
kolcsdndsen egyértelmii. Erre az alapjan is felfigyelhetlink, hogy az f fuggvény péros, hisz

(%) +1 =6 X'+l _ f(x)

(-x2+11  x*+11 '

minden x1 D, esetén - x1 D, isteljesil és f(-x)=6

Tehat kézenfekvo az adbbi kérdés.

Korrekt volt az inverz kapcsolat emlitése?

Miel6tt a kérdéssel behatdbban foglalkoznank, nézziink meg egy masik versenyfeladatot, melyet
2003-ban tiiztek ki a Nemzetkdzi Magyar Matematika V ersenyen!
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Abraham Gabor: Az f1(x)=f(X) tipusti egyenletekrdl

2. feladat:
Oldjuk meg avalés szamok halmazén a log,(2* +5) =log, (3" - 5) egyenletet! (NMMV 2003.)
(A hivatalos megoldas az aldbbi volt.)

M egoldas:
s Vizsgdljuk az aldbbi két fuggveényt!
f:0® |log,5¥[; f(x)=log, (2 +5)

g: |log,5:¥[® 0; g(x) :Iogz(3x- 5)

§ Mivel akét fuggvény egymasinver ze, ezért a grafikonjuk az y=x egyenesre nézve
szimmetrikus, igy grafikonjaik csak ezen az egyenesen metszhetik egymast.

§ Ezért az egyenletnek csak olyan x szam a megoldésa, melyre log,(2* +5) = x =109,(3* - 5)
vagyis 2 +5=3" . Ebbdl az 5=3"- 2* egyenlethez jutunk, aminek csak a pozitiv szamok
halmazéan |ehet megoldasa, hisz a nempozitiv szamok halmazan ajobb oldali kifejezés elsé
tagja nem nagyobb a méasodik tagjandl.

§ Az x=2 megoldas, tdbb megoldas pedig azért nincs, mert a 3* - 2* fliggvény a pozitiv
szamok halmazan szigor tan monoton névekvaé.

**
Erdemes megjegyezni, hogy utolsd megdl lapitas mindenképpen bizonyitéast igényel. Az
fO"® xad3 ésagll™® [xa?2* fliggvény isszigortian monoton ndvekvo, és két
szigortian monoton novekve fluggveny kildnbsége nem feltétlentil szigordan monoton ndvekveo.
A X l\.l .
?‘3839 - 13, valamint minden xI 0" esetén

Ebben az esetben viszont igen, hiszen 3*- 2 =2* 5
9 4

2" >0, gg - 1>0 ésmindkét tényezé szigortan monoton novekvao.
7]
Abrézoljuk az
f:0 ® Jlog,5¥(; f(x)=|oga(2X+5)

g: |log,5¥[® ; g(x) = Iogz(f’aX - 5)
flggveényeket!
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A grafikon Ujfent megerésiteni |atszik azt a gondolatot, mely szerint, ha egy invertalhat6
flggvény ésinverzének a grafikonja metszi egymast, akkor a metszéspontnak az y=x
egyenesen kell lennie.

A tovabbiakban alkalmazzuk a hivatal os megol dasokban latott gondolatmeneteket, modszereket!

3.feladat:
Hatérozzuk meg a kdvetkezé egyenlet val s megoldasait!

X?- 6
NJ2X+6 = >

(Alkalmazzuk sz6 szerint az 1. feladatra kézolt hivatal os megol dast!)

M egoldas:
s Nézzik abaoldali fuggvényt, ennek egyenlete: y=+/2x+6

V-6 ...
s Ezt x-rerendezve x= > adodik.

§ Lathato tehat, hogy ha az egyik oldalt az x fuggveényeének tekintj ik, akkor a
maésik olda az el6bbi inverz fuggveénye.
§ A két fuggvény képe egymaés tukorképe az y=x egyenesre nézve, ezért
metszéspontjaik az y=x egyenesen vannak.
2

s Igy dlegendé az x = X egyenletet megoldani.

Ennek megoldésai: x, =1+~/7; X, =1- /7
§ Ellendrzéssel meggy6zédhetiink arrdl, hogy a masodik szam nem megol dasa az egyenl etnek,
mert abaloldal pozitiv, ajobboldal negativ értékii. Az elsé viszont kielégiti az egyenletet.

**
Nyugtassuk meg alelkiismeretiinket és dbrazoljuk az f :[- 3;¥[ ® 0; f(x) =v/2x+6, valamint

x*- 6

ag:l® Og(x)= fluggvényt!
\g : A grafikonok két pontban metszik egymést. Eszerint az
: egyenletnek két val bs megoldasa van, szemben azzal,
j -~ amit e6z6 megoldasban kaptunk.
=

Hol a hiba a kordbbi gondolatmenetben? Miért
veszitettiink megoldast az el6z6 feladatban?

- Az egyik hibét ott kovettik €, hogy az inverz
kapcsolat vizsgdlata esetén csak formdlis algebrai
atal akitésokat végeztiink és nem fogla koztunk az e

mdgijtt rejlé matematikal tartalommal.
Adjuk meg a feladathoz kapcsol 6do két kol csondsen egyértelmi fuggveényt, melyek
X - 6

egymésinverzei. Ezek az f :[-3¥[® 0 xa+2x+6 ésag:l;® [-3¥[; xa
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flggveények. Haaz egyenletet a D, C D, =11 ; halmazon oldjuk meg, akkor az egyetlen
2 -
megoldastényleg az x, = 1++/7 szém. Dea v/2x+6 = X?G egyenlet értelmezési tartomanya

nemaz [ ;, hanema & 3;- V6 JE £/6;¥ & halmaz. Ezen a halmazon viszont két megoldésa van.
Adjunk afeladatra korrekt megol dast!

1. megoldas:

A g’- 3-6 8E g«'\@; ¥ ghal mazon az egyenlet mindkét ol dala nemnegativ értékii, igy négyzetre
emeléssel az eredetivel ekvivalens egyenlethez jutunk. V égezzik el anégyzetre emelést és
redukaljunk nullaral

x*-12x%- 8x+12=0

2 -
Mivel az f és g flggveény grafikonja az y=x egyenesen metszi egymast, ezért az x = x-6

egyenlet megoldésal gydkel lehetnek az el6z6 negyedfokl egyenletnek is.

igy azt vérjuk, hogy (X2 - 2x- 6) | (x*- 12x*- 8x+12) .

A polinomosztast elvégezve kapjuk, hogy x* - 12x° - 8x- 12= (x2 - 2x- 6)(x2 +2X- 2). igy az
eredeti egyenlet megoldasai, az x° - 2x- 6=0 ésaz x°+2x- 2=0 méasodfok( egyenletek
megoldasai kozul kertiinek ki, melyek az 1++/7; 1- V7; - 1++/3; - 1- </3 szamok.

Ezek kozll az értelmezési tartomanynak csak az 1+ J7 A J3 szémok az elemei.

2. megoldas:

A g- 3- \/EHE g\/€;¥ g halmazon keressiik azy =/2x+6 ésaz yzg egyenletii gorbék
metszéspontjainak elsé koordinédtdjat. Emeljuk négyzetre az elso egyenletet, majd adjuk hozza a
mésodik kétszeresét! Ekkor az y° +2y = x* + 2x kétismeretlenes egyenlethez jutunk, melyet
konnyen szorzatta alakithatunk: (y- x)(y+x+2)=0. Ebbsl kapjuk, hogy y=x vagy y=-x-2.

X2-6 , xX*-6
ésa-x-2=

Ezt visszahel yettesitve a mésodik egyenletbeaz x = egyenletekhez

jutunk. Innen pedig megkaphatjuk megoldasokat.

**

Kdnnyen gyéarthatunk az el6z6hdz hasonl 6 egyenleteket! Az aldbbiakban oldjunk meg még egy
ilyen tipustt!

4. feladat:
Oldjuk meg aval6s szamok halmazén a 3J/2- x =2- x> egyenletet!

M egoldas:
Az f:0 ® [ f(x)=2- x*fuggvény nyilvan kélcsondsen egyértelmii, igy |étezik inverze.
Konnyen lathat6, hogy eza g:[] ® [jg(x) =%/2- x fuggvény, hisz D, =R;, R, =D, vaamint
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f(g(x))=2- (\3/2- x)3 =2- (2- x) =x. Az eddig 6l miikdds gondolatmenet alapjan az f és g

fuggvény grafikonja csak az y=x egyenesen metszheti egymast, igy a 2- x°* = x egyenlethez
jutunk. Ezt dtrendezve és szorzatta alakitva kapjuk az (x- 1) (x2 +X+ 2) =0 egyenletet, melynek
csak az x=1 a megoldasa.

*%
Abrézoljuk az f és g fliggvényeket!

Ugy tiinik, a grafikon tovébbrais igazolja a megol dasban
alkalmazott gondol atmenetet.

Az el6z6 feladatban szerepl 6 f fuggvénybdl kiindulva
foglalkozzunk az f_:[1 ® [jx & 2- (x- c)® fuggvénnyel, ahol
¢ nemnegativ val6s paraméter! Mivel f _barmely c esetén

kol csondsen egyértelmii, ezért |étezik inverze.

Adjuk meg ezt az inverz fuggvényt!

Fejezzik ki az y=2- (x- c)® egyenletbsl az x-et! Ekkor az
x=c+32- y egyenlethez jutunk. Ha felcserdljik x-et és y-t, akkor megkapjuk f, fiiggvény
inverzének hozzérendelési szabdyét. Tehdt f_inverzeaz f;':0 ® [[xac+ I2- x fuggvény.
Abrazoljuk néhany c érték esetén az f_fiiggvényt ésinverzét!

A c=0 esetet mar |attuk, legyen c=0,5! c=0,8 | | |
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A grafikon alapjan kijelenthetjik, hogy az (1- x)’+2=1+%2- x egyenletnek ot valés
megoldasa van, melyek kdzll négyhez tartozé metszéspont nincs rgjta az y=x egyenesen.

Tehat hibas az az allitas, hogy ha egy invertalhat6 fliggvény ésinver zének a képe metszi
egymast, akkor a metszéspont az y=x egyenesen van!

Oldjuk meg az el6z6 egyenletet!

M egoldas:

Legyen y=1-x! Ekkor az y*+1= \3/1+_y egyenletet kapjuk, melyet kobre emelve és rendezve az
y® +3y° +3y®- y =0 egyenlethez jutunk. Ennek az y=0, igy az eredetinek az x=1 megoldésa,
ahogy azt agrafikonrdl is leolvashattuk. Az y kiemelésével kapott y° +3y° +3y? - 1 nyolcadfoku
polinomnak az y=-1 gydke, hisz az egytthatok véltakozd el6jeli dsszege 0 (a hidnyzo tagok
egyutthatgja 0 és ezt figyelembe kell venni). Ebbél kapjuk az eredeti egyenlet grafikonrdl is
leolvashatdé masik egész gyokét, az x=2-t.

Az elézéek aapjan (y+1) | (y* +3y° +3y? - 1), ahanyadospolinomot a Horner-féle elrendezés
([3.] 284. oldal) segitségével konnyedén meghatarozhatjuk. igy kapjuk, hogy

Y +3y° 3y - L= (y+D(y - Yo +y +2y"- 2y’ +2y° +y- )

Mivel akét grafikon metszi egymast az y=x egyenesen, ezért az x = (1- x)° +2 egyenlet valos
gyoke, megoldésa az eredeti egyenletnek is. Attérve y-ra azt kapjuk, hogy az y* +y+1=0
egyenlet valos megoldésa, gyokea y’ - y® +y° +2y*- 2y* + 2y + y- 1 hetedfok polinomnak
is. Ez alapjén azt vérjuk, hogy (y* +y+1) [( y'- Yo +y° +2y*- 2y +2y? +y- 1), ami teljeslll
is, mint arrél polinomosztassal meggyézédhetiink, hisz y* - y* +2y- 1 ahéanyadospolinom.
Tehét afeladatot visszavezettik az y° + y+1=0&saz y*- y*+2y- 1=0 egyenletek
gsgloll)déséra Ebbél meghatarozhatjuk a még hidnyz6 harom val 6s gyokot. (Lasd [3.] 321-332.

**

A tovébbiakban foglalkozzunk a kézépiskol&bdl jol ismert klasszikus inverz kapcsol attal!

5. feladat:

Mely egytél kilonbdzé pozitiv val bs a esetén van legaldbb egy valds megoldasaaz a” =log, x
egyenletnek?

M egoldas:

Lathatd, hogy afeladat ekvivalens azzal a kérdéssel, hogy mely egytdl kilénbozé pozitiv valés a
esetén van legaldbb egy kdzospontjaaz f:1 ® [F;xaa*ésag:] " ® [xalog,x
flggveény grafikonjanak.

Az eddigiek alapjan csak annyit dlithatunk, hogy ha van kdzos pontjuk, akkor azok kdzott
biztosan taldhaté olyan, amelyik eleme az y=x egyenesnek, hisz az f és g fliggvény fol ytonos az
értelmezési tartomanyan.

Az eddigi ismereteink alapjan az nyilvan valg, hogy ha 0<a<l, akkor a két grafikon metszi
egymast.

Legyen a>1!

Abrézoljuk a=10 illetve a= 1,3 esetén afliggvényeket!
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Az y=x egyenes elvllasztjaa Az y=x egyenes belemetsz a
két grafikont a=10 eseten. - grafikonokba a=1,3 eseten.

Mivel ag fuggvény szigoruan konkav, a kdvetkezét dlithatjuk.

Az f és g flggveny grafikonjanak a>1 esetén akkor és csak akkor van kdzos pontja, haag
grafikonjanak az y=x egyenessel parhuzamos érintéje az y tengelyt a nemnegativ tartomanyban
metszi.

Hatérozzuk meg az érint6 egyenletét!
Mivel az éints meredeksége 1 és g'(X) =——, ezért az érintési pont x koordinatéja x = ——.
xX¥na Ina
1
Ina

a>1 esetén |étezik. Az érint6 egyenlete: y = x- %+ Ioga% . Az f és g grafikonjénak akkor és

Tehdt az é&intési pont az Egali; log, 2 pont. Az y koordinatébdl laszik, hogy ez a pont csak
na )

1 ] In(Ina)

csak akkor van kozos pontja, ha %E Iogam =-log,Ina= . Ezt végigszorozva a

negativ —na-val a 12 In(Ina) egyenlstlenséghez jutunk. Haszndljuk fel, hogy e>1!
13 In(Ina)
c

1
=3 1lna

e

C
1
e°3a
Tehat avizsgalt paraméteres egyenletnek akkor és csak

1

akkor van val6s megoldésa, haO<a<l vagy l<afee.
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Az el6z6 feladat utan kézenfekvo az aldbbi kérdes.

6. feladat:

Az 5. feladatban szerepl 6 egyenletnek az a paraméter mely értékeiné van 1, illetve 2 val6s
megoldésa? Van-e olyan a érték, amely esetén az egyenletnek ketténél tobb val 6s megoldasa
van?

1
M egoldas: Az el6z6 feladatban latuk, hogy ha 1< a<ee, akkor az egyenletnek ké megoldésa

1
van, ha a=e°, akkor egy. Vizsgdjuk meg a 0<a<1 esetet! Készitsiink néhany abrét!
a=0,5

a=0,25

a=0,125 0,04

Vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett van harom metszéspontjaa k
Hazzuk be mindkét gorbe érintéjét az y=x egyenesre esé P( X, ; X,) pontbal

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -9/14-



Abraham Gabor: Az f1(x)=f(X) tipusti egyenletekrdl

Lehet-e olyan eset, hogy a két gorbe érint6je megegyezik?

Mivel akét gorbe egymés tukorképe az y=x egyenesre nézve, ezért a P pontba hizott érintéik is
egymaés tukorképei erre az egyenesre nézve. Tehat akét érinté csak Ugy eshet egybe, ha
merdleges az y=x egyenesre, igy irdnytangense -1, azaz irdnyszoge -45°.

Haszndljuk fel, hogy a® = x, és az exponencidlis fliggvény derivtjaaz x, pontban -1, tehét

a®sdna=-1.Igy a:"fl? :
&eg
oo
a=o—-
&eo
= a0

= <a<l, akkor az exponencidis flggveny P(x,;%,)
7]
pontjaba huzott erintdjenek a meredeksége negativ, de

i nagyobb -1-nél. Igy a P pontba hizott érint6 iranyszogének
abszol Ut értéke kisebb 45°-ndl, alogaritmus fliggvenyé nagyobb. Ezért az x,-nak van olyan
jobboldali kdrnyezete, amelybe eso x-ek esetén alogaritmus fuggvény grafikonja az
exponencidlis flggvényhez huzott érinté alatt halad, mig az exponencidlis fuggvény grafikonja az
érinté folott. Az a<1 alapu logaritmus flggvény x,<x abszcisszgju pontjaiba huzott érintéinek a
meredeksege kisebb, mint az inverze ugyanilyen abszcisszaju pontjaba htizott erintéjeének
meredeksége. gy aké grafikon csak a P pontban metszi egymast.

S Ha 2
N 2o

HaO<ac< ?9 , akkor az exponencialis fuggvény P-
e

7]
beli érintéjének az irdnyszbge a nagyobb abszol Gt
értékii. igy a P abszcisszgjanak van olyan baloldali
kornyezete, ahol alogaritmus flggvény grafikonja az
: exponencidlis fuggveény grafikonja aatt halad (l&sd az
S alabbi dbrét). Valahol viszont bele kell metszenie, mert
\ az exponencidlis fuggvény grafikonja metszi az y
tengelyt, alogaritmus fuggvényé nem. Tobb
~  metszéspont pedig nem jon |étre, mert atengel yek
elvédlasztjdk a grafikonokat.

Osszegzés
Az a* =log, x (0<a,a ! 1) egyenletnek:
1

- nincs val6s megoldésa, ha e° <a
2 Ao
- egy val6s megoldésavan, ha a = e°vagy 8—+ fa<l
€g
1

- két val6s megoldésavan, ha 1<a<e®
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- hérom val 6s megoldéasavan, ha 0 < a< ?d

ed

* %
Térjunk visszaaz 1., majd a 2. feladatral El6szor adjunk az 1.-re egy olyan megoldast, amely
elkerlli akét oldal kdzétti inverz kapcsolat felhaszndl ését!

x*+1 _ [11x- 6
x* +11 6- X
M egoldas: (Ezzel a megoldéssal |ényegeben azonos a B. 4027-es fel adatra adott, KéMaL
honlapon szerepl6 megol dés.)

1. feladat: Oldjuk meg aval6s szamok halmazén a 6

egyenletet!

Az egyenlet értelmezési tartomanya 9‘%' S intervallum. Emeljuk négyzetre az egyenletet, majd

;6
811 &
redukdljunk nullara. Ekkor a 47x° - 222x* +314x° - 564x* +1367x- 942 =0 egyenlethez jutunk.
Mivel az egyltthatdk 6sszege 0, ezért az x=1 gyoke az egyenletnek, tehét
(x- 1) | (47 - 222x" +314x - 564x* +1367x- 942).
Horner-elrendezéssel meghatarozhatjuk a hanyadost, amely a 47x* - 175x° +139x° - 425x + 942
polinom. Ha ennek van egész gyoke, akkor az csak a konstans tag osztoi kozll kertlhet ki.
Konnyen meggy6zédhetunk arrdl, hogy az x= 2 gyok. Igy
(x- 2) |(47x4 - 175x% +139%° - 425x + 942) a hényados megint meghatérozhat6 Horner-

elrendezéssel, amely a 47x% - 81x* - 23x- 471 polinom. Ennek az x=3 gyoke, igy oszthat6 x-3-
mal. A hanyados a 47x* + 60x+157 melynek nincs valés gyoke, mert a diszkriminansa negativ.
Tehat az egyenlet megoldésal az 1, 2, 3 szamok.

A 2. feladat kapcsan, az dbra alapjan mar meggy6zoédtink arrdl, hogy az
f:0® Jlog,5¥[; f(x) =Iogs(2X+5)

g: |log,5¥[® [; g(x) =Iogz(3x- 5)
flggvények grafikonja csak az y=x egyenesen metszi egymast. Ezt most bizonyitsuk is be!
Azt mar bebizonyitottuk, hogy az

f:0® |log,5¥[; f(x)=log,(2* +5)

g: |log,5:¥[® 0; g(x) :Iogz(3x- 5)

flggvények grafikonjanak az y=x egyenesen csak az x=2 hel yen van metszéspontja, mert a
log, (2" +5) = x=10g, (3" - 5) egyenletnek csak az x=2 a megoldasa

Bizonyitsuk be, hogy az f fliggvény az értelmezési tartomanyan szigoruan konvex, ag pedig
szigoruan konkav!

In2x2*

————, ez aapjan amasodik derivalt
In3X2* +5)

Azfdss derivdtia f (x) =(log,(2* +5))' =

X 2 X
frg=en2 O_IN22 S i barmely valés x esetén poritiv, tehét
&IN3X2* +5) 4 In3 (2 +5)
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In 33

szigoruan konvex fuggvény. A g fuggveény elss derivatjag'(x) = (Iogz(3X - 5))' = m .
n -

"(x) _& In38 6 _ In?3x3* -5

€In2X3-5) In2 (3-5)°
tartomanyanak barmely x értékére negativ, igy a g az értelmezési tartomanyan szigoruan konkav.
Az eddigiekbdl kdvetkezik, hogy a2-nél kisebb helyeken az f fuggveény grafikonjanak minden
pontja az y=x egyenes felett, a g flggvényée pedig az aatt helyezkedik e, tehat itt nem metszhetik
egymaést, mig a 2-nél nagyobb helyeken forditott a helyzet, igy ott sem metszhetik egymést. Ezzel
igazoltuk, hogy a két grafikonnak csak az x=2 helyen van kdzds pontja.

**

A mésodik derivdtja g ami ag értelmezési

Konklazié:
§ Nagyon fontos, hogy két fliggvény kozotti inverz kapcsolat bizonyitasa ne csak formalis
algebrai talakités legyen, hanem ennél mél yebb megfontol as!

§ Az f'(x)=f(x) tipusi egyenleteknél akkor és csak akkor hivatkozhatunk arra, hogy a
flggvény ésinverzének a grafikonja csak az y=x egyenesen metszi egymast, ha ezt az adott
egyenlet kapcsan bizonyitottuk.

L étezik-e olyan tétel, amely segitséget nyujt a bizonyitashoz?
Miel6tt erre ratérnénk, oldjuk meg az alabbi feladatot!

7. feldata: Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az aldbbi egyenletet!
Y aeo 3 = X +3
4

M egoldas: Az kénnyen |&thatd, hogy ez az egyenletisaz f *(x) = f(x) tipusi egyenletek kdzé

x3+3

tartozik, hiszaz f:1 ® [ xaJ4x-3 éag:l® [xa flggvények egymas

inverzei, ahol mindkét fiiggvény szigordian monoton nivekvs. Atrendezés utén az eredetivel

ekvivalens 34>3/4x- 3- 3 =x egyenletet kapjuk, mely az f fuggvénnyel kifejezve a kdvetkezd
alakban irhat6 fel : f(f(X))=x.

Az aabbiakban bebizonyitjuk, hogy mivel az f fliggvény szigortan monoton névekeds, ezért az
f(f(x))=x egyenlet megol dashal maza megegyezik az f(x)=x egyenlet megol das halmazéval.
Legyen z megoldasa az f(x)=x egyenletnek! Ekkor f(2)=z, igy f(f(2))=1(2), tehat f(f(2))=z

Legyen r megoldasa az f(f(x))=x egyenletnek, azaz teljesll, hogy f(f(r))=r ! Tegylk fel, hogy
r<f(r)! Mivel az f flggveény szigortan monoton ndvekvo, ezért f(r)<f(f(r)), tehat r<f(r)<f(f(r)),
ami ellentmondés. Hasonl6an be lehet étni, hogy f(r)<r nem lehetséges, tehét szilkségképpen
r=f(r). igy a két egyenlet megol déshalmaza egyenls.

Tehét az eredeti egyenlet ekvivalensaz ¥/4x- 3 = x egyenlettel. Kobre emelés és drendezés utan

az x°- 4x+3=0. Ennek amegoldasai az eddig alkalmazott mddszerek felhasznélasaval mar

-1- J13 -1+4/13
2 2

**

koénnyen meghatérozhatdk, melyek az 1, szamok.
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A feladatnak két nagyon fontos hozadéka a kovetkezo.

1. hozadék:
Adott az f *(x) = f(x) egyenlet,ahol f:D, ® R ; xa f(x) szigorlan monoton ndvekvs

fliggvény. Ebbdl kovetkezik, hogy f *(x) is szigordian monoton névekvé. (Lasd [1.] 151. oldal!)
Az egyenlet két oldal&ra akalmazva a szigorian monoton f fliggvényt kapjuk, hogy
fFOF () = f(f(x)
C
x=f(f(x))
Azt pedig az el6bb beléttuk, hogy az utolso egyenlet megol dashalmaza megegyezik az f(x)=x
egyenlet megoldashalmazéval, mivel f szigortian monoton névekvé. igy az £ (x) = f(x)

egyenlet megol dashalmaza megegyezik az f(x)=x egyenlet megoldashalmazaval, haf szigortian
monoton névekvo. gy megfogal mazhatjuk az aabbi tételt.

Tétel:

Haaz f:D;, ® R;; xa f(x) flggvény szigorian monoton ndvekvs, akkor a D, C R,
hamazonaz f '(x) = f(x) egyenlet megoldashalmaza megegyezik az f(x)=x egyenlet
megol dashalmazaval.

Megjegyzés: Az 1. ésa 2. feladatra adott elsé megoldast Ugy tehetjlk teljesen korrekté, ha
belatjuk, hogy az inverz kapcsolatban szerepl6 fliggvények szigordan monoton ndvekvok. Ezt az
olvasora bizzuk.

2. hozadék
§ Haaz f:D; ® R;; xa f(x)fuggvény szigortan monoton ndvekvé, akkor az

(f(...(f(2))...))=x egyenlet megoldashal maza megegyezik az f(x)=x egyenlet
megol dashalmazaval.
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Végul nézziink néhany feladatot, melynek megoldasat az olvasbra bizzuk!

Oldjuk meg a val6s szamok hal mazan!

1. Jx+5=x*-5
x2-7

2. J2X+7 = >

X2 +6x+7=/Xx+5

- (2+%)™° - (3+x)™2 =1 x1 |- 2,¥[ (Dan Negulescu, Matematikai Olimpia, Braila 2001.)

.2

NI

5, 2833 12 =log,g (Vx+1)
e a9
6. (x*- ) =6+3x+6
7. x=y-3+4J-3+ 4/ 3+ 4x

KUldn kdszonettel tartozom Dr. Katz Sandornak, aki értékes tanacsaival segitette munkamat.
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