Orosz Gyula: Markov lancok, Feladatgyiijtemény

11. Feladatgyiijtemény

A fejezet elsé részében dsszefoglalasi igénnyel felsoroljuk acikk korabbi (kitiizott és
megol dott) feladatait; a mésodik részben néhany gyakorl 6 feladatot tiiziink ki.

Feladatok a 2. fgjezetben:

2.1. feladat: Egy urndban k darab kék és p darab piros golyé van (k + p = n). Ketten
felvaltva hliznak véletlenszertien egy-egy golyét Ugy, hogy miutdn megnézték a golyo szinét,
visszateszik az urndba. Az ajatékos gy6z, aki el6szor huz piros golyot. Mekkora eséllyel nyer
A, illetve B?

2.2. feladat: Két jatékos felvatvadob fel egy dobdkockét. Az ajétékos gy6z, aki
€l6sz0r tud hatost dobni. Mekkora val 0szintiséggel nyernek az egyes jatékosok?

2.3. feladat: A 2.1. j&ékot annyiban modositjuk, hogy az A jatékos gy6zelméhez a piros
golyét kétszer kell kihtiznia, mig B-nek tovabbrais elég egy piros hizés a gy6zelemhez.
Mekkora esélyel nyer most A, illetve B?

2.4. feladat: Atlagosan hany hiizésig tart a2.1. jaték?
2.5. feladat: Atlagosan hany hiizésig tart a2.3. jaték?

2.6. feladat: Végezzik €l a2.1. jaték atalanos vizsgdlatat (kétszemélyes visszatevéses
sorsolas dlando P val 6szintiséggel).

2.7. feladat: Végezzik €l a2.3. és 2.5. jaték dltalanos vizsgd atat (kétszemélyes
visszatevéses sorsolés alandd P val 6sziniiséggel; a kezdonek kétszer kell piros golyot
hiaznia).

2.8. (kitizott) feladat: Megvizsgé hatjuk a probléma kovetkezé dtaldnositasait:

a) Adott golydel oszlés esetén az A jatékosnak x-szer, a B jatékosnak (x + K)-szor kell
kihtznia a piros goly6t, hogy nyerjen.

b) Ha adott x és k, akkor kdzelitéleg milyen golyoel oszlés esetén lesz igazségos a jéaték?

c) Médosithatjuk a nyerési val 6szintiségeket. PEldaul Anyer p, Bnyerq=1-p
val0szintiséggel huzésonként.

d) Tovébbi dtaanositési lehetéség, har valdsziniiséggel ,, nem torténik semmi”: ekkor p
+q+r=1

€) Az eredeti jatékokat és afenti dtalanositasukat kettonédl tobb személy isjatszhatja.

Feladatok a 3. fgj ezetben:

3.1. feladat (K6MaL P.209.): Két jatékos egy szabdyos érmét tobbszor feldob egymas
utan ugy, hogy mindig csak alegutolsd harom dobés eredményét veszik figyelembe. Az A
jétékos akkor gy6z, ha az utolsd harom dobéas FFF volt, B pedig akkor, ha az utolsd harom
dobas FIF volt. Melyik félnek kedvezo ajaték?

(Példaul az FIIFFF jatékot A nyerte a 6. |épésben; az |l IFFIF ja&tékot pedigBa7.
|épéshen.)

3.2. feladat: Atlagosan hany dobasig tart a 3.1. jaték?
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3.3. feladat: Két jatékos egy szabdlyos érmét tobbszor feldob egymas utan gy, hogy
mindig csak alegutolsd harom dobéas eredményét veszik figyelembe. Az A jatékos akkor
gy6z, haaz utolso harom dobas FFF volt. A B jatékos szabadon vélaszthat egy sgjat, hdrom
dobas hosszu célsorozatot; B akkor gy6éz, ha az utolsé hdrom dobaés az dltala va asztott
célsorozattal egyezik meg. Hogyan érdemes B-nek vl asztania?

3.4. feladat: Elemezzik a szimmetria szempontjabdl azokat a jatékokat, amelyekben A
és B kett6 hosszUsagu (kulonb6zo) célsorozatot vlaszt! Kinek melyik jaték az el6nyos?

3.5. feladat (problémafelvetés): Bebizonyitjuk, hogy barmely két sorozat
»SZimmetrikus’; abban az értelemben, hogy barmelyiket is vaasztja A és B, ajaték igazsagos
lesz.

3.6. feladat: Két jatékos egy szabdyos érmét tobbszor feldob egymés utén. Az A
jétékos akkor gy6z, ha afeek szama harommal tobb lesz, mint az irdsok szama; mig B akkor
gy6z, haaz irdsok szdmalesz harommal tdbb, mint afejek szama.

Elemezziik ajatékot! Mekkora valsziniiseggel gy6z A és B ajaték kil onbdzo
allapotaiban? Mennyi ezekben az dlapotokban a jaték befejezéséig szilkséges dobasok atlagos
szama?

3.7. feladat: Két jatékos felvatva dobdl fel egy szabdyos pénzérmét. Az ajatékos
gy6z, aki el6szor dob fejet. Vizsgdljuk meg ajatékot!

3.8. feladat: A 3.1. feladatban az A jatékos FFF sorozataval szemben nagyobb eséllyel
nyert a B jatékos FIF sorozata, anyerési arany A : B =2 : 3 volt. Médositsunk B sorozatan
Ugy, hogy nehezebb dolga legyen; példaul B akkor nyerjen, haa FIFI sorozat jon ki
eredmeényil.

a) Mennyive lett igazsagosabb a jatek?

b) Hatarozzuk meg, atlagosan hany dobésig tart a jaték!

c) Hatarozzuk meg, &lagosan hany dobasbdl kapjuk meg kilon-kilon az FFF, illetve
FIFI sorozatokat!

3.9. (kitiizott) feladat (KE6MaL B.3849.) Egy szaba yos érmét addig doba unk, amig
legaldbb egyszer kapunk fejet is ésirast is. Mennyi a dobasok szaménak vérhat6 értéke?

3.10. (kitizott) feladat: Egy érmét hajigdlunk. Véarhat6an hanyszor kell feldobni, hogy
a) FF, illetve b) FI j6jjon ki egymas utan? (Ez két kilonbdzo feladat.)

3.11. (kitizott) feladat: Egy érmét addig dobdunk, amig harom egymas utani
dobésban FIF vagy |IF nem adédik.

a) Mennyi ava 0sziniisege annak, hogy FIF adodik el 6bb?

b) Hatérozzuk meg, &lagosan hany dobésig tart a jaték!

¢) Hatarozzuk meg, atlagosan hany dobéasbdl kapjuk meg kilon-kilon az FIF, illetve az
I1F sorozatokat!

3.12. (kitiizott) feladat: Modositsuk az el6z6 sorozatokat Ugy, hogy egy F dobassal
mindkettét megtoldjuk. Tehét: egy érmét addig dobalunk, amig hdrom egymas utani dobasban
FIFF vagy |IFF nem adddik. Mennyiben véaltoztak meg az egyes nyerési val 0sziniiségek?

a) Mennyi ava oszinisege annak, hogy FIFF adodik € 6bb?
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b) Hatérozzuk meg, &lagosan hany dobésig tart a jaték!
c) Hatarozzuk meg, &lagosan hany dobasbdl dl elé kulon-kilon az FIFF, illetve az |1 FF
sorozat!

3.13. (kitiizott) feladat: Harom jatékos egy szabalyos érmét tobbszor feldob egymés
utan ugy, hogy mindig csak alegutolsd harom dobés eredményét veszik figyelembe. Az A
jétékos akkor gy6z, ha az utolsd harom dobas FIF volt; B akkor, ha az utols6 harom dobas Fll;
végll C akkor, ha az utolsd hdrom dobas FFI volt. Mekkora eséllyel nyernek az egyes
jatékosok? Atlagosan hany dobésig tart ajatek?

Feladatok a 4. fejezetben:

4.1. feladat (konform piros stratégia): Egy urnaban 10 goly6 van, kezdetben 7 darab
kék és 3 darab piros. Minden |épésben véletlenszertien kiva asztunk egy golyot. A
jatékszabdly a kovetkez6: haakiva asztott golyd kék, pirosra cserdljik ki; ha piros, akkor
véaltoztatas nélkll visszatesszik. (Ebben ajatékban tehat csak néhet a piros golydk szama.) A
jatéknak akkor van vége, amikor minden golyo piros. Atlagosan héany |épésig tart egy jéték?

4.2. feladat (kétiranyu szinpéarbaj): Egy urndban 6 golyo van, kezdetben 3 piros és 3
kék. Minden |épésben véletlenszeriien kivalasztunk egy golyot, és ellenkezé sziniire cseréljik
ki. A jatékot akkor nyeri Piros (P), ha minden golyo piros lesz; mig Kék (K) akkor, ha minden
golyo kék lesz. Atlagosan hany 1épésig tart egy jaték?

4.3. feladat (egyiranyu szinpérbaj): Egy urndban 6 golyd van, kezdetben 3 piros és 3
kék. Minden |épésben véletlenszeriien kivalasztunk egy golyot, és ellenkezé sziniire cserdljik
ki. A jaéknak akkor van vége, haminden goly6 piros lesz. Atlagosan hany |épésig tart egy
jéték? (El6szor probdljuk szamolas nélkll megbecstilni, hogy mennyivel nének a 4.2. feladat
|épésszamai!)

4.4. feladat: Egy 486 DLC 40 MHz-es AT szdmitogép az [1, 32] intervallumban
egymillié véletlenszdmot 11,59 mésodperc alatt generdt ki. Ugyanez a gép atlagosan mennyi
id6 alatt osztott ki négy jatékos kozott egy 32 lapos kartyapaklit? (Az osztas algoritmus a
kovetkezd: a gép el6szor egy véletlenszdmot vélaszt az [1, 32] intervallumbdl; haa szamnak
megfelel6 kértyalap még nem foglalt, kiosztja a soron kdvetkezé jatékosnak; ha alapot mar
megkapta valamelyik jatékos, akkor a gép Uj véletlenszamot generdl és igy tovébb.)

4.5. feladat: Vizsgdjuk meg az egyszeriibb alapjatékokat! Ebben két jatékos, akezds A
és améasodhuzoé B jatszik egyméssal. A nyer, ha piros golyét hiiz, B nyer, ha kéket; s a golydk
kezdeti szinmegoszlésa

a) (p. k) = (1,1); b) (p, K) = (1, 2); ¢) (p, K) = (1, 3); d) (p, k) = (2, 3); €) (p, k) = (2, 4);

f) (P, K)=(3,5);9) (p. K =(21);h) (p. K) =(2,2);1) (p. K) = (3, 2);]) (p. K) = (3, 3).

(Természetesen atandran a mennyiség helyett a minéségre toreked;link: kevesebb
feladatot ttizzink ki, de lehet6leg az érdekesebbeket.)

4.6. (kitizott) feladat: Hatdrozzuk meg az el6z6 jatékokban a hlizasok &tlagos szamat!
4.7. feladat: Egy urndban kezdetben 1 piros, 2 kék és 3 sarga goly6 van. Harom jatékos,

A, B és C felvaltvahuz visszatevés nélkiil. A nyer, ha piros golyét hiiz; B nyer, hakéket; C, ha
sargat. Hatarozzuk meg A, B, C nyerési esélyét!
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4.8. (kitizott) feladat: Hatdrozzuk meg az €l 6z6 jétékban a hizésok &tlagos szamét!

4.9. (kitizott) feladat (K6MaL A.381.): Egy n oldalt,, dobdkockét” addig doba unk,
amig mind az n |ehetséges eredményt legal abb egyszer megkapjuk. Mennyi a dobasok
szamanak varhat6 értéke?

4.10. (kitiizott) feladat: Egy fizikusok atal a gazok diffuzidjara hasznalt modell a
kovetkezo:

Egy urna Ures, egy mésikban 6 darab szamozott golyo van. Egy kisérlet abbdl dl, hogy
vé etlenszeriien kivaasztunk egy szdmot 1-t6l 6-ig, és aneki megfelelé golyot attesszilk a
masik urnaba. A jatéknak akkor van vége, haa golyok eloszlasa 3 - 3.

a) Atlagosan hany |épésig tart a kisérlet?

b) Oldd meg aforditott feladatot is! (3 -3 golyo esetén varhatéan hany |épés utan fog
kitrdlni valamelyik urna?)

4.11. (kitiizott) feladat: Egy dobozban négy kil6nb6z6 szinii golyé van.
Véetlenszeriien kivalasztunk kettét, majd az elsé golyot olyan szinire festjiuk, mint a
maésodik. Varhatdan hany huzés kell ahhoz, hogy minden golyo6 egyszini legyen?

Feladatok az 5. fejezetben:

5.1. feladat: Vizsgdljuk meg aferdefoci alapjatékot h = 2 hosszisagu pdyan, haa
korong kezdetben az els6 mezon van!

a) Mi annak aval észintisége, hogy ajaték dontetlennel ér véget?

b) Mekkora val 6szintiséggel gy6z J, haakorong az elso, illetve amasodik mezén van?

c) Atlagosan meddig (hany dobésig) tart ajaték? (A jatéknak akkor van vége, haa
korong valamelyik oldalon elhagyja a palyat.)

5.2. feladat: Vizsgaljuk meg aferdefoci alapjaték valosziniisegeit ah = 3 hosszusagu
payan!

a) Mekkora va 0sziniiseggel gy6z J, ha a korong kezdetben az els6 (masodik, harmadik)
mezon van?

b) Mekkora az &tlagos |épésszam az egyes esetekben?

5.3. feladat: Vizsgdljuk meg aferdefoci alapjaték valosziniisegeit ah = 4 hosszisagu
palyan!

a) Mekkora va 6sziniiseggel gy6z J, ha akorong kezdetben az els (masodik, ..., 6todik)
mezon van?

b) Mekkora az &tlagos |épésszam az egyes esetekben?

5.4. feladat: Vizsgaljuk meg aferdefoci alapjaték valosziniisegeit ah = 5 hosszisagu
palyan!

a) Mekkora va 6sziniiseggel gy6z J, ha a korong kezdetben az els (masodik, ..., 6todik)
mezon van?

b) Mekkora az étlagos |épésszam az egyes esetekben?

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ 4/22



Orosz Gyula: Markov lancok, Feladatgyiijtemény

5.5. feladat: A ferdefoci jaték egy Ujabb vatozata, amikor a korong nem egyforma
val0szintiséggel 1ép akét irdnyba (ez az ,igazi” ferdefoci). Legyen péddaul abalralépés

valészintisége p = % , ajobbralépés val6sziniisége q = % , apalyahosszah = 3.

a) Mekkora va 6sziniiseggel gy6z J, ha a korong kezdetben a mésodik (elsé, harmadik)
mezon van?
b) Mekkora az étlagos | épésszam az egyes esetekben?

5.6. feladat: Az €l6z6 jaékot annyiban mddositjuk, hogy most a korong adott
val0szintiséggel helyben is maradhat. (Ilyen esetben tehat alépésszam 1-gyel né, de akorong

nem mozdul €. ) Legyen abalralépés valosziniisége p = % , ajobbralépés val6sziniisége q =

%, ahelyben maradés val6szintiséger =1—-p—-q = %; apdlyahosszah = 3.

a) Mekkora va 6sziniiseggel gy6z J, ha a korong kezdetben a mésodik (elsé, harmadik)
mezon van?
b) Mekkora az &tlagos |épésszam az egyes esetekben?

Feladatok a 6. fgezetben:

6.1. feladat (altalanositas a palya hosszara és a |épési valosziniiségekre): Vizsgajuk
meg aferdefoci jatékot tetszéleges h hossziisagu palyan! Mekkora val 6sziniiséggel gy6z J, ha
akorong kezdetben az elss (mésodik, ...) mezén van? (Erdemes rogton a fel adat
altalanositasat vizsgdni: tegylk fel, hogy a korong nem egyforma val észintiséggel 1ép balra,
illetve jobbra. Legyen abalralépés vaoszinisége p, ajobbralépés valbsziniisege q=1-p.)

6.2. feladat: Legyen ah hosszUsagu payan a balra lépés val dszintisége p (4 % ) ajobbra

lépés val bszinlisége g = 1 — p. Melyik mezére kell kezdetben hel yezni a korongot, hogy a
jéték kozelitoleg igazségos legyen?

6.3. feladat (a lépésszamok altalanos vizsgalata): Legyen a h hosszlisdgu palyan a
balra |épés val 6sziniisége p, ajobbralépés valosziniisége g = 1 — p. Melyik mezére kel
kezdetben helyezni a korongot, hogy ajaték alehet6 legtovébb tartson?

6.4. feladat (helyben maradasi valosziniiség): A ferdefoci jaték egy Ujabb vétozata,
amikor akorong r val6szintiséggel helyben marad. Ekkor alépésszam eggyel né, de a korong
nem vatoztatja helyét. Rogton dtalanosan téargyaljuk afeladatot: balrap, jobbraq legyen az
elmozdul&si val6sziniiség; ekkor p+ q +r = 1 teljesil. A kérdések ugyanazok:

a) Mekkora val 6sziniiseggel gy6z J, ha a korong kezdetben az els6 (masodik, ...) mezén
van?

b) Mennyi ajéaték &tlagos | épésszama?

6.5. feladat (kUlonb6zé |épéshossz): A ferdefoci jaték egy masik vatozata, amikor a
korong nem egyforma nagyot |ép jobbra, illetve balra. A kdvetkezé jatékban legyen abalra
|épés val 0szinlisege 3 ajobbralépés val 0szintisége 3 ; viszont ha akorong jobbralép, egy

|épéshben egyszerre két mez6t halad. Hatarozzuk meg az egyes nyerési val 0sziniisegeket ah =
5 hosszUsagu palyan!
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6.6. feladat (egyiranyu ferdefoci —kitiizes): A ferdefoci jaték egy mésik |ehetséges
véltozata, amikor akorong a pdyaegyik szélérél, példaul ajobb kapurdl visszaversdik.
(Ekkor természetesen mindig J gy6z.) Vizsgajuk meg ajéték atlagos |épésszamat!

6.7. (kitiizott) feladat ([7], 16.43.) X-nek X, Y-nak y forintja van. Szabayos érmével
jétszanak: feldobjak egymas utan, és hafejre esik, X kap Y-tdl egy forintot; iras esetén
viszont Y kap X-t6l egy forintot. A ja&ték addig tart, amig valamelyikuk fizetésképtelenné nem
vaik.

a) Mekkora a val 6szintisége, hogy X megy tonkre?

b) Atlagosan hany dobésra van szilkkség a jaték befejezéséhez?

Feladatok a 7. fe ezetben:

7.1. feladat: A sikbeli négyzetréacs egyik mez6jében elhel yezkeds bolyongé pont
mindegyik |épésében vél etlenszeriien, egyenl6 val 6sziniiseggel |€p anégy, élben szomszédos
mez6 egyikére. A bolyongd pont kezdetben a 3x3-as tablazat egyik mez6jében van.

a) Atlagosan hany 1épés milva hagyja el apont atéblézatot?

b) Mennyivel véaltozik meg az tlagos |épésszam, ha a cslicsban érintkezé négy mezére
is|éphet apont? (Tehd a szomszédsagi definiciot vatoztattuk meg: egy mezének most nyolc
szomszédja lehet.)

c) Mennyivel vatozik meg az étlagos |épésszam, hairanyfiiggé val dszintiséggel
dolgozunk? Példaul balra kétszer akkora val 6szintiséggel 1€p a pont, mint a tobbi iranyba;
vagyis egyik iranyba tdmogatott, , szélfutta” bolyongasrdl van szé.

7.2. feladat: Egy bolyongd pont kezdetben a 2x2x2-es kocka egyik egységkockajaban
van. Minden |épésében a hat |ehetséges oldallap kozil véletlenszeriien vélaszt egyet, salapon
keresztiil &megy a szomszéd egységkockaba vagy kijut a kocka felszinére. Atlagosan hany
[épés mulvakerll ki a pont a 2x2x2-es kocka felszinére?

7.3. feladat: Hogy legyen egyéb 6sszehasonlito adatunk is, oldjuk meg a 7.1. feladattal
anal g térbeli problémét, vagyis:

Egy bolyongd pont kezdetben a 3x3x3-as kocka egyik egységkockajdban van. Minden
|épésében a hat |ehetséges oldallap kozil vél etlenszeriien valaszt egyet, s alapon keresztil
amegy a szomszéd egységkockaba vagy anagy kocka felszinére. Atlagosan hany |épés malva
jut ki a pont a 3x3x3-as kocka felszinére?

7.4. feladat (kitiizés): EQy szabayos nyolcszog alaku pdlya két szemkoztes csticsaban
egy egeér és egy sajtdarab van. Adott idokozonként az egér dmegy egy szomszédos csicsha a
sokszog valamelyik oldala mentén. (A sajtot nem létja, Utvél asztasa véletlenszerii.) Atlagosan
hany 1épés milvatadja meg a sgjtot?

7.5. feladat: Egy szabd yos nyolcszog alaku labirintus egyik cslicsaban egy egér, mésik
cslicsdban egy sgjtdarab van. Az egér nem |atja a sgjtot; minden |épésben a nyolcszdg oldalai
vagy &tléi kozll véletlenszeriien vllaszt egyet, és az utat cstcstol cslcsig végigjarja (tehat
példaul a mésodik |épéshen visszatérhet akiindulési helyére).

a) Mekkora annak a val 6sziniisége, hogy az egér nem taldja meg a sgjtot?

b) Atlagosan hany |1épés milvataldjameg az egér a sgjtot?

c) Atlagosan mennyi idére van szilksége az egérnek, mig az dsszes csiicsot sikeril
atkutatnia?
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d) Mennyivel csokken akeresési id6, ha az egér intelligensebb, és visszafel é nem keres?
(Tehad minden, a kezdetitol killonbdzo 1épésben hat irdny kozil vélaszt.)

7.6. feladat: Vaaszoljuk meg az el6z6 feladat b) — d) kérdéseit nyolcszog helyett
szabalyos n-szog alaku labirintusral

7.7. feladat: Egy 2x2-es négyzetracs alaku palya egyik csicsaban egy egér, a kdzepso
racsponton pedig egy macska van. Az egér és amacska nem | &tja egymast; egyenl 6
id6kdzonkeént az élben szomszédos pontok kozill véletlenszeriien kivalasztanak egyet, és az €l
mentén megteszik az utat (tehat példaul a mésodik |épéshen visszatérhetnek a kiindul asi
helyiikre). Atlagosan hany |épés mulva taldkoznak?

7.8. (kitizott) feladat: Készitsiink a7.4 —7.7. feladatokkal anal6g térbeli problémékat!

7.9. feladat: Az egyszerii ,Ki nevet avégen”-tipusu jatékban a babuval a 0. mezorol
indulunk, s minden |épésben véletlenszertien 1-et vagy 2-t |éplink elére. (Mindig feldobunk
egy érmét; haadobaés irés, akkor 1-et, hapedig fej, akkor 2-t |épiink.) Mekkora
val0szintiséggel 1épiink rd a 100-as mezére?

7.10. feladat: Az €l6z6 , Ki nevet avégén”-jaékot annyiban modositjuk, hogy most
minden |épésben véletlenszeriien 1-et, 2-t vagy 3-at |épiink, mindegyiket % val 6szintiséggel .

Mekkora val 6sziniiseggel 1épiink ra a 100-as mezére?

7.11. (kitizott) feladat (KoM aL F. 3042.): Egy aKi nevet avégén?-hez hasonld
jétékban egy babuval legalabb 100 |épést kell megtenni. Egyszerre véletlenszertien 1, 2, 3
vagy 4 mezével |éphetiink tovabb. Jeldlje p, annak aval 0szintiségét, hogy raéplink az n-edik
mezére. (A babu a nulladik mez6rél indul.) Bizonyitsuk be, hogy 0,399 999 < pi0 < 0,400
001.

7.12. (kitizott) feladat: A bolyongd pont kezdetben a 2x3-as tablazat egyik mezéjében
van.

a) Atlagosan hany |épés milva hagyja el apont atéblézatot?

b) Mennyivel vatozik meg alépésszam, ha atablazatot csak balrdl hagyhatja el a pont?
(A masik harom irdnyban atébla szélén gét van; ezekhez érve a pont ,, visszapatta’.)

c) Mennyivel vatozik meg az étlagos |épésszam, ha a cslicsban érintkezé négy mezére
is|éphet apont? (Tehd a szomszédsagi definiciét valtoztattuk meg: egy mezének most nyolc
szomszédjalehet.)

d) Mennyivel vatozik meg az atlagos |épésszam, ha balra kétszer akkora
val0szintiséggel 1ép a pont, mint atdbbi iranyba? (Vagyis iranyfliggé val 6szintiséggel
dolgozunk: ,széfutta’ bolyongasrdl van szo.)

€) Vizsgdjuk meg afenti egyszerii kétdimenzids problémakat 2x4-es, 2x5-6s sth. alaku
tablakrais!

7.13. (kitiizott) feladat: EQy kocka élein bolyongo pdk az egyik csticsbdl indul, ésa
kocka szemkozti csticsaban 1évé 1égyhez igyekszik. Minden |épésben egy élt cstcstol-csicsig
jér végig, s minden cslicsban alehetséges 3 iranybdl véletlenszeriien valasztjaki a
tovabbhaadéas irényt (akér visszafelé is mehet az €l6z6 |épésehez képest).

a) Atlagosan hany |épés milva éri e alegyet?
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b) Mihez kell tébb id6 (Iépés): ahhoz, hogy alégyhez érjen, vagy ahhoz, hogy
visszatérjen akiindulas helyére?

c) Atlagosan hany |épés kell apoknak, hogy a kocka tsszes cslicsét bejarja?

d) Mennyivel csokken akeresési (bejarési) id6, ha a pdk intelligensebb, és visszafelé
nem keres? (Tehat minden, a kezdetitol killonb6z6 1épésben mér csak két irdny kozil vaaszt.)

7.14. (kitizott) feladat: Az el6z6 feladat a) részét (amikor a pok keresi alegyet)
annyiban médositjuk, hogy most alégy is veéletlenszerii mozgast végez, hasonl6an a pdkhoz.
Atlagosan hany |épés milvatal dkoznak?

7.15. (kitizott) feladat: Egy kocka hét cslicsaban egy-egy bogar, a nyolcadik csticsban
pedig egy pokhdd van. Adott jelre abogarak azonos sebességii, vél etlenszerii bolyongéast
végeznek akockaélein. Minden |épésben egy ét cslicstdl-csicsig végigjarnak, s minden
csticshan a lehetséges 3 iranybdl véletlenszeriien vélasztjak ki atovébbhaladasi iranyt (akar
visszafelé is mehetnek az €l 6z6 |épésiikhdz képest). Ha egy bogar a pokha dba kertl, akkor
onnan méar nem tud elszabadulni. Atlagosan mennyi idé mulva keriil az dsszes bogér a
pokhal 6ba?

7.16. (kitizott) feladat: Egy bolyongd pont kezdetben a 2x2xn-es kocka egyik
egységkockdjaban van. Minden |épésében a hat | ehetséges oldallap kozul vél etlenszeriien
vélaszt egyet, s alapon keresztiil &megy a szomszéd egységkockaba vagy kijut akocka
felszinére. Atlagosan hany 1épés milva kerill ki a pont a 2x2xn-es kocka felszinére, ha

an=3;

b) n=4;

c)n=5?

Feladatok a 8. fgj ezetben:

8.1. feladat: Milyen kapcsolat al fenn az eddig ismertetett, kil 6nb6z6 tipusu jatékok
kozott?

8.2. feladat: Milyen megoldasi modszereket alkalmazhatunk akkor, ha sok (igen sok)
dlapotot kell vizsgadlnunk?

8.3. feladat: A bolyongasok egy alkalmazasa lehet a kdvetkezé ataldnos probléma:
atlagosan hany |épésben jutunk el adott gréf egyik cstcsabdl a mésikba? (A bolyongas
cstcstél-csticsig torténik, az éeket minden csticsban vé etlenszeriien vl asztva.)

Ebben a feladatban most egyszerti |ancokat vizsgalunk (egyetlen ttbol dl6, n pontd, n—
1 & fagréfokat); sa, logikal rekurzid” médszerét alkalmazzuk.

8.4. feladat: A Markov-lancokat akkor alkalmazhatjuk, habarmely dlapot
bekovetkezésének val dszinlisége csak az 6t kdzvetlentl megel 6z6 alapottdl fligg. Mit
tehetlink akkor, ha egy alapot bekdvetkezése példaul két kordbbi dlapottdl fligg?

8.5. feladat: Tobbszor emlitettiik, hogy a cikkben szerepl 6 jatékok 1 val bszintiséggel
véget érnek. Mi ennek a magyarazata?

8.6. feladat: Ebben ajatékban harom sorozat verseng egymassal: A = FIFI, B = IIFF,
C=IFIl.
a) Mennyi az egyes sorozatok gyézelmi val 0sziniisége?
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b) Hatérozzuk meg, &lagosan hany dobésig tart a jaték!
c) Hatarozzuk meg, &lagosan hany dobasbdl dl elé kulon-kulon az FIFI, I1FF, illetve
|FIl sorozat!

8.7. (kitiizott) feladat: Két jatékos egy szaba yos érmét fol yamatosan dobal. Andras
akkor gy6z, haafejek szama 6-tal tobb, mint az irdsok szama; Béla pedig akkor, ha az irédsok
szamalesz tobb 6-tal afejek szaméandl. A jatszma egy adott pillanatdban a dobott fejek szama
éppen 2-vel tébb, mint az irdsoké.

a) Mekkora ebben a pillanatban Andrés nyerési eselye?

b) Atlagosan hany dobésig tart még a jaték?

c) Mekkora Andras nyerési esélye akkor, ha a dobott fejek szama 1-gyel, 3-mal, 4-gyd,
5-tel tobb az irdsok szamanal?

8.8. (kittizott) feladat:

a) Atlagosan hany |épésben jutunk el az n pontt teljes gréf egyik csticsabdl egy kijelolt
masik csticsha? (A bolyongas cslicstél-csicsig torténik, az éleket minden cstcsban
véletlenszeriien valasztva.)

b) Atlagosan hany |épésben jérjuk be az n pontd teljes gr&f minden csticsat?

8.9. (kitiizott) feladat: Bizonyos értelemben a“legnehezebben” bejarhato grafok a
“sérkény” aakuak (1asd [3]). Konkrétan tekintsiink egy teljes 4 pontu grafot, és egy hozza
csatlakozo 8 pontu lancot. Hatdrozzuk meg, hogy vé etlenszerii bolyongést végezve alanc
végpontjabdl atlagosan hany |épésben érjik e

a) valamelyik el6re megadott cstcsot;

b) az 6sszes cslicsot!

8.10. (kitiizott) feladat: Elemezzik Conway agoritmusét alkalmazva a kovetkezé
érmedobal asos jatekokat (gyézelmi val dsziniiség, |épésszamok kil on-kilon és egyitt):

a) A=IFI, B =IFF;

b) A=IFI,B=1IF;

c)A=IFF, B=IIF

d)A=IFI,B=IFF, C=IIF.

8.11. (kitiizott) feladat: Elemezzik Conway algoritmusét alkalmazva a kovetkezd
érmedobdl asos jatékokat (gy6zelmi val bszintiség, |épésszamok kil on-kilon és egyitt):

a) A=FIFl, B = FIFF;

b) A=FIFI, B=FIIF;

c) A=FIFF, B=FIIF;

d) A=FIFI, B=FIFF, C=FIIF.

8.12. (kitiizott) feladat: Elemezzik Conway agoritmusét alkalmazva a kovetkezé
érmedobal asos jatekokat (gyézelmi val dsziniiség, |épésszamok kil on-kilon és egyitt):

a) A=IFI, B=FIFF;

b) A= IFI, B=FIFFI;

c) A=IFl, B = FIFFF;

d) A=IFIl, B=FIFF, C=FFIF.

8.13. (Kitiizott) feladat: Conway algoritmusa (és egy kis szamitdgépes segitség)
alkalmazésaval alitsuk el6 a kétszemélyes, 3 hosszu cél sorozatll érmedobd ésos jatékok
val 0szintiségekre vonatkoz6 eredménytabl azatat!
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8.14. (Kitizott) feladat: Conway algoritmusa (és egy kis szamitdgépes segitség)
alkalmazésaval alitsuk el6 a kétszemélyes, 3 hosszl cél sorozatll érmedobd ésos jatékok
atlagos | épésszamainak az eredménytabl zatat!

8.15. (kitiizott) feladat: Vizsgaljuk meg az 1111 sorozat viselkedését atobbi 4 hosszu
célsorozat ellenében! (Példaul: FIII : 1111 =15: 1.) Milyen érdekességet vehetlink észre és mi
ennek az oka?

8.16. (kitizott) feladat (KoM aL P.380.): Jeldlje p, annak aval 0szintiségét, hogy egy
taldomrakivalasztott (nem feltétlenll értelmes) n betiis szévegben eléfordul a,, vagyok” szo.
Bizonyitsuk be, hogy I|®r9 p, =1.

Feladatok a 9. fg ezetben:

9.1. feladat: Szimuldjunk néhany egyszert diszkrét egydimenzids bolyongéast!

A modell a kovetkez6: megadjuk a h hosszu linedris palyan bolyongo pont kezdeti
helyzetét (ez 1-t6l h-ig lehet valamelyik pozicid); majd ezutan minden |épésben
véletlenszertien elmozditjuk valamelyik iranyba a bolyongo pontot. A bolyongas egyfajta
jétéknak is tekintheté, melyben azt vizsgdljuk, hogy a pont melyik irdnyban hagyta el a palyat.
A jaéknak tehat akkor van vége, ha a pont aktualis poziciojaOvagy h+ 1 lesz.

9.2. (kitiizott) feladat: Bizonyitsuk be az el6z6 feladatban kapott 1 — 4. (igaz)
sejtéseket!

9.3. feladat: A fenti bevezet6 sorsolés (10 jatékos, visszatevéses hlizas % nyerési

esdllyel) alegegyszertibb feladatok kdzé tartozik, de néhany érdekes kérdést felvet.

a) Havaaki elnok akar lenni, akkor hogyan érdemes ,, helyezkednie’? |gyekezzen
hamar hizni, vagy inkdbb késébb? (A kérdés matematikai megfogal mazésa: n jatékos esetén
melyik helyen legval 6szintibb az elsé piros hlizas?)

b) Atlagosan hany hiizésig tart ajaték?

¢) Hogyan valtoznak afenti eredmények, ha megvaltoztatjuk a golydk szinmegoszl asat?

d) Es hatobbfée golyoval végezzik a hlizésokat? (Pédaul 7 kék, 1 piros és 2 sarga
golyoval jatszunk; aki el6szor huz sarga golyot, atarsasdg jegyzoje lesz.)

9.4. (kitiizott) feladat: Léttuk, hogy a huzésok étlagos szdma 6. Magyarazzuk meg, ez
miért nem jelenti azt, hogy leggyakrabban a 6. jel 6t hlizza a piros gol yot!

9.5. feladat: Egy dobozban n (egyforma) golyo van, kézilUk 1 piros, atébbi kék.
Véetlenszeriien, ezlttal visszatevés nélkil hizzuk ki agolyokat. Mi annak a val 0szintisege,
hogy az i. hlizés piros? (Az el6z6 feladatbeli modellt tehat annyiban vatoztattuk meg, hogy a
kihGzott goly6t most nem tessziik vissza. igy sorsolték ki Mikszéth: A fekete véros c.
regényének egyik filmfeldolgozésaban Lécse varos fobirgjat.)

9.6. feladat: Vizsgdljuk meg az el6z6 feladatot, ha a golyok kezdeti eloszlasa 3 piros és
7 kék! Készitsiink a kihtzott golydkbdl egy 10 hosszsagu sorozatot, és allapitsuk meg, hogy

a) melyik helyen legval 6szintibb az elsé piros hizés;

b) melyik helyen legval 6sziniibb a piros huzés;
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c) melyik sorozat hlizésa a legval 6szintibb?

9.7. (kitiizétt) feladat: Oldjuk meg az € 6z6 feladatot, haa golydk kezdeti megoszlésa
a) 1 piros, 3 s&rga, 6 kék;
b) 3 piros, 2 kék és5 sargal

9.8. (kitiizott) feladat: A 9.6. feladatban szimulaciés eredményll azt kaptuk, hogy ha
kezdetben a piros és kék golyok szama 3, illetve 6, akkor az elsé piros golyot atlagosan 2,76.
hizasra kapjuk meg. Mennyire val0s ez az eredmény? Mi a pontos matematikai érték?

9.9. (kitiizott) feladat: Az 9.6. feladat szimuléciojaként didkjainktdl kétféle algoritmust
kaptunk. Mindkét algoritmus kezdetben a g[1..10] vektorban térolja a golyok szinét.

Az egyik: Az 1- 10 kozdtti | véletlenszama g[i] golyét a g[1]-gyel megeserdli; ezutan a
2 - 10 kozétti i véletlenszama g[i] goly6t a g[2]-vel megeserdli és igy tovabb. Az algoritmus
eredmeényeképp g[]-ben a keresett sorozatot kapjuk.

Amasik: Az 1- 10 kozétti i véletlenszdmu g[i] golyét eltarolja h[1]-ben, i-t
megjegyzi; ezutan addig genera 1 - 10 kozotti vél etlenszamot, mig olyan goly6t nem talél,
amelyiket még nem jegyzett meg, s ezt téroljael h[2]-ben és igy tovabb. Eredményil h[]-ban
kapjuk a keresett sorozatot.

Azonos eredményt ad mindkét eljaras? Atlagosan hanyszor generdlunk vél etlenszamot
az egyik, illetve amasik eljardsban?

9.10. feladat: Egy dobozban p darab piros szinti és k darab kék golyo van. A dobozbdl
kivesziink két golyét. Ha ezek kiilonbdzé szintiek, akkor a piros golyét visszatesszik, ha
egyforma szintiek, akkor egy kék golyot teszlink vissza. Ezt az eljarast addig ismételjuk, mig
egyetlen golyo marad a dobozban. Mi a val 6sziniisége annak, hogy ez a golyo piros?

9.11. feladat: Egy tablarafelirtunk 1996 darab 1-est, 1997 darab 2-est és 1998 darab 3-
ast. Ba&rmely két szamjegyet letorolhetjik, ha helyette a harmadik szdmjegyet egyszer felirjuk
atabléra. Igaz-e, hogy ezt az eljarést ismételve el érhetjik, hogy a) csak egyfajta; b) csak
egyetlen szam marad? Haigen, melyik lehet ez a szam?

9.12. (kitiizott) feladat: Annak szilkséges feltétele, hogy a végallapotban a harom
szamjegy kozil barmelyik megmaradhasson, az, hogy a harom szdmjegy darabszamanak
azonos legyen a paritasa. Ez afeltétel vajon elégségesis?

9.13. feladat: EQy szigeten 13 szirke, 15 barna és 17 z6ld kaméeon é. Ha két
kllonbdz6 szinii kamé eon taldkozik, megijednek egymastol, mindketten a harmadik szinre
véltoztatjak a boriket. Két azonos szini taldlkozasakor nem valtoztatjdk meg a sziniket.
Lehetséges-e, hogy egy id6 mulva minden kaméleon ugyanolyan szintivé valik?

9.14. (kitizott) feladat: Annak sziikséges feltétele, hogy a végallapotban a harom kozul
barmelyik szinti kaméeon megmaradhasson, az, hogy a harom szin darabszama (mod 3)
azonos maradékot adjon. Ez afeltétel vajon elégségesis?

9.15. feladat: Egy urnaban tiz goly6 van, kezdetben mind kék. Minden |épésben
véletlenszertien kivaasztunk egy golyot. A hizas szabdy a kovetkezd: Ha a kivaasztott
golyd kék, pirosra cserdljuk ki, ha piros, akkor vatoztatas nélkil visszatesszik. A jatéknak
akkor van vége, amikor minden goly6 piros. Atlagosan hany |épésig tart egy jaték?
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9.16. feladat: Hatédrozzuk meg a 9.13. feladat kaméleon-problémgjanak s=1, b=3,
z=4kiindulasi adatokhoz tartozd varhaté |épésszamét! (Emlékeztet6il: ha két egyforma
szinii kaméeon taldkozik, nem torténik semmi; kilonb6z6 szintiek a harmadik szinre
vatoztatjék a szinuket; ajatéknak akkor van vége, ha minden kaméeon azonos szini; a
varhat6 |épésszam pedig a végallapot el éréséig ataldkozasok atlagos szamat jelenti.)

9.17. feladat: Egy dobozban 3 piros, 2 sarga és 4 kék golyd van. A statisztikus
golyomodell szabdlyait megadhatjuk az alabbi métrixszal:

p| s | k
Pl P| P K
S| p| S k
k| k| k p

Itt ap sor éssoszlop p eleme azt a szabdlyt jelenti, hogy ha elsének egy piros, majd
masodiknak egy sarga golyot hizunk, akkor egy piros golyét tesziink vissza a dobozba.

Elemezziik ajatékot! Mekkora val 6sziniiseggel marad egyetlen piros, sarga, illetve kék
goly6 adobozban?

9.18. (kitiizott) feladat: Egy dobozban 3 piros és 3 kék golyd van. Minden |épésben
vé etlenszeriien (visszatevéssel) kihlzunk egy golyot, s aszinét feljegyezzik. A jatéknak
akkor van vége, ha a htizott piros és kék golyok szamanak kiilonbsége eléri az 5-6t. Atlagosan
hany hizésig tart ajaték?

9.19. (kitizott) feladat: Egy urndban 8 golyd van, kezdetben 4 piros és 4 kék. Minden
|épésben véletlenszeriien kivalasztunk egy golyot, és ellenkezé szinire cseréljik ki. A
jatéknak akkor van vége, ha minden goly6 szine egyforma. Atlagosan hany |épésig tart ez a
[2, 1, 0] tipustl jaték? (A jaték mindkét szinben kontrastratégidju.)

9.20. (kitizott) feladat: Az el6z6 feladatot annyiban mddositjuk, hogy ajateknak akkor
van vége, haminden golyé piros. Atlagosan hany Iépésig tart ez a[2, 1, O] tipusll jaték?

9.21. (kitiizott) feladat: Egy dobozban négy kilonbdzé szini golyo van.
Véetlenszeriien kivalasztunk kettét, majd az elsé golyot olyan szinire festjik, mint amilyen a
masodik. (A jaték tipusa[4, 2, 0].) Varhatéan hany hizés kell ahhoz, hogy minden golyé
egyszini legyen?

9.22. (kitiizott) feladat: Egy kémcesbbe egy amébét helyeziink el. Az améba
szaporodési stratégigja a kovetkezé: minden perc végén

— vagy meghal;

—vagy kettéosztodik;

—vagy haromfelé osztodik;

—vagy Ul tovabb, minthami sem tortént volna.

Mi annak aval 6szintisége, hogy el 6bb-utébb elpusztul az sszes améba, ha mind a négy

allapotvaltozas % valészintiséggel kdvetkezik be?

9.23. (kitiizott) feladat: Egy dobozban kezdetben 3 piros, 2 sérga és 4 kék golyé van.
Elemezzik az alabbi a) — d) jatékokat!
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a) b) C) d)
p|ls|Kk p|ls|Kk p|ls|Kk p|ls|Kk
p|s|k]s p|s|k]s p|s|k]|s p |pp| kK| s
s | k|s|p s | k|ss|p s | k| —-|p s | k|s|p
Kk |s|p]|s K |s|p]|s K |s|p]|s K | s|p|pp

(Itt ssés pp azt jelenti, hogy a dobozba két sérga, illetve két piros golyot tesziink
vissza.)

9.24. (kitiizott) feladat (egyiranyd bolyongas): [12]-bél szarmazik a kdvetkezé
feladat:

Mindenki ismeri a, Ki nevet avégén” jatékot, ahol pontosan a célmezére kell 1épni a
gy6zelemhez. Ha a cél pontosan a 100. mez6 és egy dobdkockéval jatszunk, akkor eltekintve
akiutéstsl vagy egyéb trukkoktsl, mekkora eséllyel fogunk pontosan a 100-as mezére [épni a

Végénl gvagyl’?
67 2

Jelentse p; annak a val dszinlisegét, hogy ajatékban az i-edik mezdre |épunk.
a) Irjunk egy programot, amellyel elvégezhetjik ajaték nagyszamu szimulaciojét, s
allapitsuk meg, hogy a harom szamérték kozil melyik a helyes!
-1

b) Igazoljuk, hogy p, :1%919 ,hai=1,2, ...,6.
6 ébg

c) lgazoljuk, hogy p =£p +Ep +£p +£p +lp +1p
) J 1 y n 6 n-1 6 n-2 6 n-3 6 n-4 6 n-5 6 n-6-

d) Irjunk egy programot, amellyel kiszamoljuk pigo €rtékét afenti rekurziv formula
segitségével.

Feladatok a 10. fg ezetben:

10.1. feladat (a véletlen szamok , kiegyenlitodési hajlama”): A [6] kdnyvben
olvashatunk egy Ujsagcikkrél: ,Hafeldobunk egytrillio tizfillérest, rendkivil furcsa
eredményt kapunk: néhany pénzdarab eltéréssel féltrillio fej lesz ésféltrillio iras.” Atlagosan
mennyi ez az Ujsag dtal emlitett ,, néhany pénzdarabnyi eltérés’?

10.2. feladat: Harom herceg, A, B és C egyarant szerelmes Bergengocia kirdlylanyéba.
Elhatarozzak, hogy egyetlen pisztolyparbajban e dontik, melyikik legyen a kérd. Egyszerre
korbeallnak és barmelyikik 16het barmelyikikre. Tudjék egymasrdl, hogy hals, A1, B 0,8 és
C 0,5 val6sziniiseggel taldl, ezért abban alapodnak meg, hogy € 6szor 16 C, utana (ha életben
van) B, végul A. Hanincs vége a pérbajnak, akkor még egy kort 16nek azonos sorrendben.

Mikor akiraylany meghallotta afeltételeket, a parba) elotti este titokban kicseréite C
elsé golygjat vaktoltényre.

a) Kibe szerelmes a kiraylany?

b) Hogyan valtoznak meg a parbaj val 6sziniiségei, hamost afelek nemcsak ketto,
hanem tetsz6leges szamu |6vést adhatnak 1e?

(A kirdlylany most is csak az €ls6 golyot cseréli ki vaktoltényre.)

10.3. feladat (osztozk odas-paradoxon): Két jatékos egy szabayos érmével jatszik.
Andrés akkor gy6z, ha— nem szilkségképpen egymés utén — 6t fgj jon ki, Béla pedig akkor, ha
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Ot irés. A jatszmanégy fej, két iras dlasndl véglegesen félbeszakad. Hogyan osztozzanak a
jétékosok az 1600 Ft-os téten?

10.4. (kitizott) feladat: A 10.3. alapfeladatban Andrés 5 fej, Béla 5 irés esetén nyert
(nem sziikségképpen egymés utani dobésokkal); s ajéték Andrés 4:2-es vezetésekor szakadt
félbe. Vizsgaljunk meg egyéb félbeszakadt jatékokat is. példaul ha Andrés vezet

a) 4:1;

b) 3:2;

c) 3:1 aranyban.

Mekkora val 6sziniiséggel nyer ekkor Andrés?

10.5. (kitizott) feladat: Egyéb atalanositasi |ehetdségek is elképzelhetok. Példaul:
Andrésnak 6 fejet, Bélanak 4 irast kell elérnie, s Andrés 2:1-re vezet. Most mekkora
val0szintiséggel nyer Andrés?

10.6. (kitizott) feladat: Két jatékos egy szaba yos érmét fol yamatosan dobal. Andras
akkor gy6z, haafeek szama 5-tel tobb, mint az irdsok szama; Béla pedig akkor, ha az irdsok
szamalesz tobb 5-tel afejek szdmana. Amikor ajatszma véglegesen félbeszakad, a dobott
fejek szdma éppen 2-vel tobb, mint az irasoké. Hogyan osztozzanak a jétékosok az 1600 Ft-os
téten?

10.7. (kitizott) feladat: Az osztozkodés aapfeladatot hdrom jatékosra étal anositjuk.

Andrés akkor gy6éz, ha— nem szilkségképpen egymés utén — 6t fgj jon ki; Béla akkor, ha
0t iras, Csaba pedig akkor, hahdrom fg és harom iras.

a) Melyik jatékosnak mekkora kezdetben a nyerési esédye?

b) Atlagosan hény dobésig tart egy jaték?

) A jatszmakét fej, egy irés dlasnd véglegesen félbeszakad. Hogyan osztozzanak a
jétékosok a mindannyiuk altal befizetett 1600 Ft-os téten?

10.8. (kitiizott) feladat: Harom jatékos, A, B, C jatékdban hdrom hosszu érmedobés-
sorozatot vizsgalunk. Egy szabdyos érmét fol yamatosan dobdlnak a jatékosok Ugy, hogy a
jéték szempontjabdl mindig csak az utolsd harom dobas eredményét veszik figyelembe. (Egy
lehetséges jaték lenne példaul a kdvetkezo: A nyer, haaz utolsd 3 dobés az FFF célsorozat, B
nyer, halll, C nyer, halFl.) A szabdly ebben ajatékban a kdvetkezo:

El6szér az A jatékos vl aszt egy harom hosszlisagu sorozatot, ez lesz az ¢ célsorozata;
ezutan B valaszt egy célsorozatot Ugy, hogy A-val szemben ez alehet6 legjobb legyen
szamara; majd C valasztja azt, amelyik szdméra B-vel szemben aleheté legelénydsebb. A
jétékosok atal befizetett tét jatékonkent és fegjenként 12 egység. Ez ajaték A szamara nagyon
elénytelennek tiinik, ezért ha B vagy C nyer ajatékban, akkor f&dalomdijként a 36 egység
nyereménybdl 3 egyseget dtad A-nak.

Kinek legel6nyosebb igy ez ajaték? Hogyan kezdjen A?

(Tapasztalunk valami érdekeset?)

10.9. feladat: Ha a kétszemélyes , fgj vagy iras’ jatékokban az A és B célsorozatok
egyméssal szemben ugyanakkora val 6szintiséggel nyernek, ajéatékot , igazsagosnak”
nevezzik. Mutassuk meg, hogy az ,,igazsagossag” nem tranzitiv relacio!

10.10. (kitizott) feladat: Ha a kétszemélyes , fg vagy irés’ jatékokban az A ésB
célsorozatok egymés ellen jatszanak, és A nagyobb val észintiséggel nyer, mint B, akkor az A
sorozatot ,,jobb”-nak nevezzik. Mutassuk meg, hogy a,,jobb” nem tranzitiv rel&cié!
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10.11. (kitizott) feladat: Probdljuk az €l 6z6 feladat eredmeényei alapjan megbecsiini,
hogy ,fe vagy irés’ jaték esetén az FFI, IFF, IIF, FIl sorozatokat (kilon-kil6n) atlagosan
hany dobas utan kapjuk meg! Szamoljuk is ki ezeket az értékeket.

10.12. feladat: Szabalyos érmét sokszor ismételten feldobunk, mig vagy szomszédos
FIFI, vagy szomszédos IFll sorozatokat kapunk. Andrés akkor nyer, haaz FIFI sorozat jon Ki
hamarabb, mig Béla akkor, haaz IFll sorozat.

a) Melyik jatékosnak elonyos ez ajaték?

b) Atlagosan hany dobést kell végezniink, mig megkapjuk az egyik, illetve amasik
sorozatot?

¢) Nincsitt valamilyen ellentmondés?

10.13. (kitiizott) feladat: Adottak IFF, I1F, FIl, FFl. Két jatékos jatszik; el6szor A
vélaszt egy sorozatot, majd egy ettdl kilonbozoét B. ,, Mennyire” elényds a kordbban vé asztd
A szamara ez ajatek? Ha jatékonkeént 100 Ft atét, mennyi az &lagos nyereménye?

10.14. (kitizott) feladat: A kétszeméyes , fg vagy iras’ jatékban a célsorozatok: A =
IFF, B = FFl. Az el 68lasukhoz szilkséges atlagos | épésszam egyforma: L(A) = 8, L(B) = 8.
Mégisagy6zelmi arany A : B = 3: 1. Hogyan lehetséges ez?

10.15. feladat: A 8.6. feladatban (ami a 10.12. , kibévitése”) harom jatékos jatszott
egymés ellen. Andrés akkor nyert, haaz FIFI sorozat j6tt ki hamarabb, Béla akkor, haaz |IFF
sorozat, mig Csaba akkor, haaz IFIl sorozat. Elemezzik a kapott eredményeket! Milyen
érdekességeket vehetiink észre?

Kitizott feladatok a 11. fe ezetben

11.1. feladat (K6MaL P. 197.): Tiz ember tarsasjatékot akar jatszani, és ehhez a kezd6
embert ki akarjak sorsolni. A hazigazdat megbizzak, hogy tegyen bele egy kalapba néhany
piros és néhany fehér golydt. A kalapbdl ciklikusan visszatevés nélkil hiiznak, és aki el soként
hiz pirosat, az kezd. Az els6 hiz6 a hdzigazda. Hogyan t6ltse meg a kalapot, ha nem nagyon
szeretne kezdeni?

11.2. feladat: Egy urndban k darab kék és p darab piros golyd van (k + p = n). Harman
felvatva hliznak véletlenszeriien egy-egy golydt ugy, hogy miutdn megnézték a golyo szinét,
visszateszik az urndba. Az ajétékos gy6z, aki el6szor hlz piros golyoét. Mekkora eséllyel nyer
A, B, illetve C? Atlagosan hény hlizésig tart ajéték?

11.3. feladat: Egy urndban k darab kék és p darab piros golyé van (k + p = n). Harman,
A, B és C, felvatva hliznak vé etlenszeriien egy-egy goly6t Ggy, hogy miutan megnézték a
golyo szinét, visszateszik az urndba. Az elényds helyzetben levo kezdo A jatékosnak a
gy6zelméhez kétszer, atobbieknek egyszer-egyszer kell kihGzniuk a piros goly6t. Mekkora
eséllyel nyer A, B, illetve C? Atlagosan hany hiizésig tart ajaték?

11.4. feladat: Egy urndban k darab kék és p darab piros golyd van (k + p = n). Ketten
felvaltva hliznak véletlenszertien egy-egy golyét Ugy, hogy miutdn megnézték a golyo szinét,
visszateszik az urndba. A kezdo A jatékos akkor gy6z, ha piros golyot hiiz; mig a masodik B
jétékos akkor, hakék golyot hiiz. Mekkora eséllyel nyer A, illetve B? Atlagosan hany hiizésig
tart ajatek?
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11.5. feladat ([7], 16.4.): Harom személy kozill szeretnénk egyet igazsagosan
kivalasztani. E célbdl mindhé&rman feldobnak egy szabalyos kockat. Ha a legnagyobb szamot
kozultk csak egy dobja, akkor 6t vaasztjuk ki. Hamindharman egyforma szamot dobnak,
akkor megismételjiuk a dobasokat. Ha a legnagyobb szamot ketten dobjak, akkor a harmadik
személy kiesik avéasztashdl; amasik kett6é addig folytatja, amig kilonbdzét nem dobnak, és
ekkor az nyer, aki a nagyobbat dobja.

a) lgazsagos-e ez a sorsol &s?

b) Vérhatdan hany dobéssorozatra kerll sor?

11.6. feladat ([7], 16.4.): Harom személy kozlll szeretnénk egyet igazsagosan
kivalasztani. E célbol mindharman feldobnak egy szabayos kockéat. Ha a legnagyobb szamot
kozulik csak egy dobja, akkor 6t valasztjuk ki. Ha alegnagyobb szamot tobben (ketten vagy
harman) dobjak, akkor megismeételjik a dobasokat.

a) lgazsagos-e ez a sorsolés?

b) Varhatéan hany dobéssorozatra kertl sor?

11.7. feladat: Harom jatékos felvaltva dob egy dobokockaval. A kezdé A akkor nyer, ha
sikeril 1-est dobnia; a mésodiknak kovetkez6 B akkor nyer, ha 2-est vagy 3-ast dob; végll a
harmadik C akkor nyer, ha4-est, 5-0st vagy 6-ost dob. Mekkora eséllyel nyer A, B, illetve C?
Atlagosan hany hlizésig tart ajaték? Hasonlitsuk ssze a kapott val dszintiségeket a 4.7.
hasonl 6 jéték visszatevéses sorsolasi modelljében kapott értékekkel!

11.8. feladat: Egy kockat az elsé 6-0sig dobaunk. Mekkora az ezt megel 6z6 dobasok
vérhat6 6sszege?

11.9. feladat ([7], 16.5.): Egy urndban van 10 piros, 10 fehér és 2 z6ld golyo. Ebbél egy
jétékos addig huzhat visszatevés nélkil, amig az el s zoldet kihuzza. Ekkor abba kell hagynia
ajatékot, és ajatszétarsatdl annyi pénzt kap, ahany golyét kihtzott. A jatsz6tars a maradék
golydk koziil hiizhat addig, amig & is kihtizza azéldet. O is annyi pénzt kap atéarsétdl, ahany
golyat kihlzott. |gazsagos-e ez a jaték?

11.10. feladat ([7], 16.5.): Egy urndban van 10 piros, 10 fehér és 2 zold golyo. Ebbdl
egy jaékos addig hlzhat visszatevés nélkil, amig az els6 zoldet kihtizza. Ekkor abba kell
hagynia ajatékot, és ajatszotarsatdl annyi pénzt kap, ahany piros golyot kihtzott. A jatszétars
amaradék golyok kozil huzhat addig, amig 6 is kihlzza a zoldet. Ekkor 6 annyi pénzt kap a
tarsatol, ahany fehér golyot kihtzott. |gazsagos-e ez a jaték?

11.11. feladat: Egy statisztikus gazmodell a kovetkezo:

Legyen n darab fekete és n darab fehér golyonk. Kezdetben két urndba e helyeziink
valamilyen el osztédsban n — n darabot. Egy kisérlet abbdl dl, hogy véletlenszeriien
kivalasztunk mindkét urndbdl egy-egy golydt, és ezeket megceseréljiuk. Mi vérhat6 elég sok
Kisérlet utan?

11.12. feladat (K6MaL P.81.): Péter és P golyokkal jétszik. Péternek 12 fehér és 8
fekete golyoja, PAnak 8 fehér és 12 fekete golydja van, golydikat egy-egy urnaban tartjak.
Lépésrol-1épésre egyidejiileg (odanézés nélkil) mindegyikik attesz egy golyot a sajét
urng dbol a mésikéba. Mi a val6sziniisége annak, hogy a k-adik 1épésben Péter fehér golyot
tesz & Palhoz, és P4 Péterhez feketét?
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11.13. feladat ([7], 16.52.) X ésY érmékkel jatszik. A jaték soran felvaltva dobjak fel a
birtokukban l1évé Osszes érmét, és afejre esett érméket atadjék tarsuknak. Kezdetben X-nek 3
érméje van, 6 kezd, Y-nak 1 érméje van. Mekkora val 6sziniiséggel nyer X ? Atlagosan hany
dobasbdl al egy jatek?

a) Az nyer, akinél ajaték egy pillanataban az tsszes pénzérme van.

b) Az nyer, aki nem tud |épni, azaz 6 jon és nincs ndla érme.

11.14. feladat: Atlagosan héany golyét kell vé etlenszeriien betenni 7 urndba ahhoz,
hogy egyik urna sem maradjon Uresen?

11.15. feladat: Egy urnaban 6 golyo van, kezdetben 2 piros, 2 sarga és 2 kék. Minden
|épésben véletlenszeriien kivalasztunk egy golyot. Haez sargavagy kék, akkor pirosra
cseréljik ki; hapiros, akkor kékre. Mekkora annak a val 6sziniisége, hogy egy idé utan
minden golyo

a) sarga;

b) kék;

C) piros lesz?

d) Atlagosan hany huizésig tartanak afenti a) —c) jatékok?

11.16. feladat: Az el6z6 jatékot annyiban modositjuk, hogy ajétéknak akkor van vége,
ha minden golyé

a) piros;

b) kék lesz.

Atlagosan hany 1épésig tart egy jaték?

11.17. feladat: EQy urndban 6 golyd van, kezdetben 2 piros, 2 sarga és 2 kék. Minden
|épéshben véletlenszeriien kivalasztunk egy golyot. Haez piros vagy kék, akkor ellenkez6
sziniire cseréljuk; ha sérga, akkor valtoztatés nélkil visszatesszik. Mekkora annak a
val 6szintisége, hogy egy id6 utan minden golyd azonos szinii lesz az urnaban? Mennyi az
ehhez szilkséges atlagos hlizasszam?

11.18. feladat: EQy urnéban 6 golyd van, kezdetben 2 piros, 2 sarga és 2 kék. Minden
|épésben véletlenszeriien kivalasztunk egy golyot. Ha ez piros, akkor kicseréljuk sargara; ha
sarga, kicseréljuk kékre; hakék, kicseréljuk pirosra. Atlagosan hany |épésig tart egy jaték?

11.19. feladat (KoM aL P.257.): Egy absztrakt dlat kettes és hdrmas csoportokban €.
Egy erdében egy kettes és egy harmas csoport €. Naponta egy-egy Ujabb dlat érkezik az
erdobe, és véletlenszertien kivalasztja az erdé valamelyik lakojat. Ha a kivdlasztott alat
harmas csoporthoz tartozik, az a csoport szétvalik két kettes csoportra, ha pedig kettes
csoporthoz tartozik, harmas csoportta alakulnak. Mi aval 6szinisége, hogy az n-ediknek
érkezo alat kettes csoporthoz csatlakozik?

11.20. feladat: Egy dobozban 1-t6l n-ig szdmozott N darab cédula van. N-szer htizunk

a) visszatevéssd;

b) visszatevés nélkil.

Haaz i. hizdsna az i szamot hiztuk ki, azt mondjuk, hogy vél etlen talalkozas tortént.
Atlagosan mennyi avéletlen taldkozasok szama?

11,.21. feladat: N darab szamozott dobozba vél etlenszertien berakunk r darab szamozott
golyét. Atlagosan hany doboz marad Uresen?
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11.22. feladat: A és B két kockaval dobnak. A nyer, ha a dobott szamok dsszege 12, B
nyer, ha egymés utén két 7-es dsszeg jon ki. Kinek elényds a jatek?

11.23. feladat: Az el6z6 jatékot folyamatosan jatssza A és B.

a) Mekkora val6sziniiseggel nyer az n. dobés utén A, illetve B?

b) Mekkora A vérhatd nyeresége egymillio lejétszott menet utan? (Jatékonként 100 Ft a
tét.)

11.24. feladat: Egy dobokocka a 6-os lapjaval felfelé fekszik. Minden |épésben
véletlenszeriien a szomszédos lapjéra billentjik a kockét. Atlagosan hany |épésben kerl
ismét felUlre a 6-0s?

11.25. feladat (KoM aL P.64.): Az abra egy park Utvonalait mutatja. EQy sétal6 a park
kozepérdl indul Ugy, hogy alehetséges négy Ut kozil egyenlé val dsziniiséggel vaasztja ki az
egyiket. Utel&gazéashoz érve ismét egyenl 8 val 6sziniiséggel vélaszt anégy irany koziil, amig a
park szélére nem ér. Mi aval0sziniisége annak, hogy a sétalé a park egyik csicsabajut?

11.26. feladat: Adott cstcsbdl indulva véletlenszerti bolyongéssal bejarjuk az n-pontu
gréfot. (A bolyongas cstcstol-cstcsig torténik, az é eket minden csicsban vél etlenszeriien
véllasztva.) A gréf mely pontjaban végziink aleggyakrabban? A gréf alakja

a) kor;

b) teljes gréf.

11.27. feladat: Egy m élii gréfban minden cstics foka d. Adott csticsbdl indulva
véletlenszerii bolyongést végzink. (A bolyongas cstcstol-csicsig torténik, az éeket minden
csticshan vél etlenszeriien vélasztva.) Igazoljuk, hogy ahhoz, hogy akiindulasi cstcsba

visszatérjiink, &lagosan Zd—m lépést kell tenntink!

11.28. feladat (Brazil Matematikai Olimpia 2001): Egy patkany kezdetben az dbra
szerinti A ketrecben van. A patkanyt beidomitottak: ha cseng6szot hall, egy jaraton keresztil
amegy valamelyik szomszédos ketrecbe. Amikor tehat a csengé megszolal, a patkany
véetlenszeriien, egyformaval0szintiséggel kivalaszt egy jaratot; a dontését nem befolyasolja
az sem, hogy €l 6z6leg merre ment. Mekkora a val 0szintisége annak, hogy 23 csengészo utan a
patkany a B ketrechben lesz?
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A B~ C
D EI F
(O

11.29. feladat (Esztor szag, M atematikai Olimpia, 2002) John egy robotot épit, amely
egy szabdlyos nyolcszdg oldalain mozog gy, hogy pontosan egy perc alatt halad végig egy
oldalon. A robot kezdetben a nyolcszég valamely A cslicsaban van, a tovabbiakban az egyes
cstcsoknal vagy eredeti irdnyban halad tovabb, vagy megfordul és az ellenkezé irdnyban
folytatja Utj&t. Hanyféleképpen érhet arobot 2n perc utén az A csliccsal szemkozti B cslicsba?

11.30. feladat ([7], 16.79.): Megszamoztuk 1-t6l 4-ig egy négyzet négy csticsat. Ezeken
a csticsokon két jatékos felvaltva hel yezheti €l sgjét korongjait egy kocka feldobasa
segitségével. Ha a soron kovetkezo jatékos az 1, 2, 3 vagy 4 szdmokat dobja, akkor erre a
cslicsrateheti le a sgjat korongjét. Ha ott az ellenfeléé volt, akkor azt kiltheti. 5 vagy 6 dobasa
esetén kimarad. A jaték akkor fejezédik be, havalamelyik oldal mindkét végpontjaban
ugyanazon jatékos korongjai vannak, ekkor ¢ nyer. Mekkora a kezdo jétékos nyerési esélye?

11.31. feladat ([7], 16.62.): X-nek és Y -nak egyarant z forintja van. Szabayos kockéaval
jétszanak: feldobjék egymas utan, és ha az eredmény legfeljebb 4, akkor X kap Y-tdl 1
forintot; 5 vagy 6 esetén viszont Y kap X-t6l 2 forintot. A jéték addig tart, amig valamelyikik
fizetésképtelenné nem valik (tehat fizetnie kellene, de nincs annyi pénze).

a) Mekkora a val 0szintisége, hogy X megy tonkre?

b) Atlagosan hany dobésra van szilkség ajéték befejezéséhez?

11.32. feladat ([7], 16.80.): X ésY kockazik. Felvatva dobnak fel két kockat, X kezd.
Ha X el6bb dob hatos 6sszeget, mint Y hetest, akkor X nyer, kilonben Y.

a) lgazsagos-e ez ajaték?

b) Mennyi ideig tart &lagosan ajaték?

11.33. feladat (OKTV 1983.): A ésB jatékaakovetkezs. Addig dobnak fel ismételten
egy kockét, amig vagy két 6-0sjon ki egymés utén (ekkor A nyer), vagy van 10 egymast
kovet6 olyan dobas, amelyek kdzétt nincs 6-0s (ekkor B nyer). Kinek kedvez ajaték?

11.34. feladat ([7], 16.72.): Minéségellendrzés soran sorban egymés utén tobb terméket
vizsgdlnak meg. Ha egy megvizsgalt termék jo, akkor +1-et, ha selgjtes, akkor —1-et irnak le,
és ezeket a szamokat mindig 6sszead]ak. (Feltesszik, hogy a megvizsgalt termékek egymastoél
flggetlendl lehetnek jok vagy selgjtesek.) Mindaddig Uj terméket vizsgdlnak meg, amig a
részlettsszegek —3 as +5 kdzott maradnak. Ha a részletdsszeg el éri a +5-6t, akkor befgezik a
vizsgalatot és atveszik atételt; ha pedig arészletdsszeg eléri a—3-at, akkor visszautasitjak a
tételt.

a) Mekkoraaz avétel valdsziniisége, ha atermékek 80%-aj6?

b) Mekkoraaz atvétel valdszinisége, ha atermékek 40%-aj6?

11.35. (kitizott) feladat (Zener-paradoxon): Telepétia-kisérlet folyaméan egy
elkll 6nitett szobaban egymas mellé tették az 6t Zener-alakzatot (négyzet, kdr, hdromszog,
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kereszt és hullam). A méasik szobaban levé médium pedig megprobdjakitaldni az alakzatok
sorrendjét ugy, hogy 6 istippel egy sorrenddel.

a) A kulonleges képességekkel nem rendelkezé médium &tlagosan hény alakzat helyét
taldjae?

b) Mennyi ataldatok alagos szama, ha nem 5, hanem tetszéleges n szamu al akzattal
végezzik akisérletet?

c) Es akkor mennyi az a) esetben ataldatok &tlagos szama, ha az alakzatok
ismétl 6dhetnek is? (Vagyis egy-egy aakzatot tobbszor is felhaszndhatunk a sorozatban.)

M egj egyzések:

1. Megleps, de mindegyik kérdés eredmeénye 1.

2. Ezek szerint ha csak nagyszamu kisérlet eredményeét |&tjuk, nem tudjuk eldonteni,
hogy ismétléses vagy ismétlés nélkili sorozatokat vizsgaltunk?

11.36. feladat (matek-tabor 2000): Egy moziban N + 1 hely van. N ember (koztik
Pista), akiknek helyre szdl6 jegylk van, ajegyeket figyelmen kivil hagyva véletlenszeriien
lelilt N székre. A késve érkez6 (N + 1). néz6 azonban ragaszkodik ajegyén feltiintetett sajét
helyéhez, ezért — ha helye foglalt — az ott Ul6t feldlitja. Ezutéan a most feldllitott nézé is
ragaszkodik a sgjét helyéhez, haaz foglalt, akkor az ott Ul6t feldllitja, aki ismét a sgjat helyét
akarja elfoglani stb. Ez afolyamat addig folytatodik, amig valamelyik feldlitott nézé jegye
éppen a szabad helyre nem szdl. Mekkora annak a val 6sziniisége, hogy a helycserék soran
Pistanak isfel kell dlnia?

11.37. feladat (KOMaL Gy. 2328.): Ketten akdvetkezo jatékot jatsszak: Egy 52 |apos
francia kartyacsomagot megkevernek, majd az els6 jatékos addig huz bel6le egyesével,
visszatevés nélkil, amig ki nem huz egy fekete aszt. Ezutdn a mésodik jatékos hiiz a csomag
megmaradt részébdl, amig ki nem hlzzaamasik fekete aszt. A jé&ékot az nyeri, akinél tobb
kihuzott kartyalap van. Melyik fél szaméraelényos ajéaték?

11.38. feladat ([7], 16.23.): Harom személy kozul szeretnénk egyet igazsdgosan
kivalasztani. E célbdl egy jol megkevert magyar kartyacsomagbdl mindharman emelnek egy
lapot. Ha alegnagyobb értéket kozil ik csak egy huzza, akkor 6t vdlasztjuk ki. Ha
mindharman egyforma értékii lapot hliznak, akkor megismeételjiik az emelést, mindig Uj
keverés utan. Ha alegnagyobb értékii lapot ketten hlizzak, akkor a harmadik személy kiesik a
vélasztashdl; amasik kett6 addig folytatja, amig kilénbdzé értéket nem hiznak, és ekkor az
nyer, aki a nagyobbat hlzza.

a) lgazsagos-e ez a sorsolés?

b) Varhatéan hanyszor kell emelnitik?

11.39. feladat ([7], 16.23.): Harom személy kozul szeretnénk egyet igazsdgosan
kivélasztani. E célbdl egy jol megkevert magyar kértyacsomagbdl mindharman emelnek egy
lapot. Ha alegnagyobb értéket kozil ik csak egy huzza, akkor 6t vdlasztjuk ki. Haa
legnagyobb értékii lapot tobben (ketten vagy harman) huizzak, akkor megismételjik az
emelést, mindig Uj keverés utan.

a) lgazsagos-e ez a sorsolés?

b) Varhatéan hanyszor kell emelnitik?

11.40. feladat: Az egyszerii ,,Ki nevet avégén”-tipusl jatékban a bdbuval a 0. mezérol
indulunk, s minden | épésben véletlenszertien % val6szintiséggel 1-et, % val 6szintiséggel 2-t
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vagy % val6szintiséggel 3-at [éplink el6re. Azt vizsgaljuk, hogy mekkora val 6szintiséggel

[éplink ra a 100-as mezére. Egy szemléletes okoskodas a kovetkezo:

Atlagosan % X+ % 2+ % 3= g hossz( | épést teszlink, vagyis a mezéknek atlagosan a

g részére |éplink ra; tehat egy adott mezére kb. g val 6szintiséggel.

a) Irjunk egy szimulécios programot, amellyel elvégezhetjiik ajaték nagyszamu
futtatését, s dlapitsuk meg, hogy mennyire pontos a szeml él etes okoskodéas!

b) Probdjunk elméleti Uton is (a szamitdgép alkamazasa nélkll) becslést adni a
keresett val 6sziniiség értékére!

c) Allapitsuk meg a keresett val 6sziniiséget akkor, ha alépési val 6sziniiségeket

felcserdljuk: % val 6szintiséggel 1-€t, % val6szintiséggel 2-t vagy % val6szintiséggel 3-
at 1épunk elére.

11.41. feladat (K6MaL F. 2494.): Van 100 kilsére egyforma golyom, kozulik az
egyik radioaktiv, de nem tudom, melyik az. Egy ismeré6som kizardlag nem radioaktiv
golyokat venne télem, darabjét 1 forintért. Egy masik ismerésdmnek viszont van egy
miiszere, amivel akérhany golydérdl e tudja donteni, van-e koztik radioaktiv. Egy mérésért 1
forintot kér, de amiiszere olyan, hogy ha a mérends golyok kozott van radioaktiv, mérés
kozben az 6ssze radioaktivvavalik. Mekkora az alegnagyobb nyereség, amit mindenképpen
el tudok érni?

11.42. feladat: Adjuk meg N + 1 elem egy permutacidjat. A permutacio ciklikus
irasmadjat tekintve mi val 6sziniibb: az, hogy két elére kijel6lt elem azonos ciklusba kerdll,
vagy az, hogy nem?

11.43. feladat (a p6ty6gé majom problémaja): Egy Chumpi nevii cssmpanz lell a
szamitogép elé, és elkezdi lelkesen pufdlni a billentytizetet. A billentyiizet az angol abécé 26
nagybetiijét tartalmazza; Chumpi pedig teljesen rendszertelentll (véletlenszertien) Gti le
egymés utén a betiiket.

a) lgazoljuk, hogy ha Chumpi elég kitartd, akkor el6bb-utobb leirja a nevét!

b) Ehhez &tlagosan hany lelitésre van szilkksége? (El6sz0r becsilljik meg, hogy ha egy
lelités dtlagosan 1 mésodpercig tart, akkor varhatéan mennyi idé alatt irjale Chumpi a nevét!)

¢) Chumpi stratégiét valtoztat. Most is véletlenszeri a betiivalasztésa, de arra tigye,
hogy az éppen lelitttt karaktert nem ismétli (bar két [épés mulva persze mar megint |elitheti).
Ezzel amodositassal étlagosan hany lelitésre van szilkksége, amig a nevét véletlenszeriien
kiirja? (Tobb vagy kevesebb lelités kell, mint ab) esetben?)

11.44. feladat (Pdsa L ajos): Egy forgo pancélajton négy darab kétallapotll nyomdgomb
van, melyek alapotakivilrél nem latszik. Az gt6 akkor nyithato, haa négy gomb alapota
egyforma. (Ha az alapotokat 0-val és 1-gyel jel6ljik, a nyithatosag feltétele tehdt a 0000 vagy
1111 &dlapot.) Az gjté kinyitdsdhoz a megengedett mivelet egy vagy két gomb allapotanak
egyidegii megvdtoztatdsa. Minden egyes probakozas utdn ha az gjté nem nyithato, akkor
elfordul, s véletlenszertien @l meg (vagyis nem tudjuk, hogy az utolso lépésben melyik gomb
vagy gombok alapotét vatoztattuk meg).

a) Van-e olyan miiveletsorozat, amely végrehajtésakor a pancé gjto biztosan kinyithat6?
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M egjegyzés: Elso pillantasra nehezen hihet6, de ilyen biztosan nyit6 algoritmus |étezik.

b) Atlagosan hany miivel etet végziink az &jt6 nyitaséig, ha a biztosan nyitd algoritmust
alkalmazzuk?

c) lgazoljuk, hogy ha véletlenszeriien probakozunk, az gjt6 akkor is el6bb-utdbb
kinyilik!

d) Atlagosan hany miivel etet végziink az &jté nyitésaig, ha véetlenszeriien
prébakozunk?

11.45. feladat (K Ur schék-ver seny, 2005): A és B teniszeznek. Az ajatékos gy6z, aki
elséként nyer meg legal dbb négy labdamenetet Ugy, hogy ellenfeléndl |egal &bb kettével tobb
labdamenetet nyert. Tudjuk, hogy az A jatékos minden labdamenetet, a korabbiaktdl
flggetlendl, p £ 0,5 val6sziniiseggel nyer meg. Bizonyitsuk be, hogy az A jatékos
gy6zelmének val 6szintisége legfeljebb 2p*.

11.46. feladat (Huygensfeladata: osztozk odas-paradoxon véges esetben, harom
fovel): Mér 1380-as és 1494-es kéziratokban is tald kozunk az osztozkodés-paradoxonnal, de
akorabeli megoldok még azt sem vették észre, hogy afeladat egyaltalan
problémét, s ez akkoriban olyan komoly felfedezésnek szamitott, hogy sokan mais ettél az
id6ponttdl szamitjék a val 6sziniiségszamitas megsziletését. 1657-ben pedig Huygens, a
holland természettudds harom jéatékos esetére is dtalanositotta a problémét.

Végezzik € mi isa10.3. feladat (osztozkodas-paradoxon) altalanositasat harom
jétékos esetén!

A legegyszeriibb esetre egy konkrét példa: Harom jatékos egy szabalyos dobdkockéaval
jétszik. Andrés akkor gy6z, ha— nem szikségképpen egymas utan — 6t darab 1-es vagy 2-es
jon ki. Béaakkor nyer, ha 6t 3-as vagy 4-es, mig Csaba akkor, ha 6t 5-0s vagy 6-0s dobas
sziletett. A jdtszma 2, 3, 6, 1, 1, 4 dlasndl, hat dobas utén véglegesen félbeszakad. Hogyan
osztozzanak ajéatékosok a 6000 Ft-os téten?
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