3. Geometria

I. Feladatok

1. Egy korben adott két, egymasra merdleges atmérd. Az egyik végpontbol hiizott hurt a masik
atméro 2 és 4 egység hosszu szakaszokra bontja. Mekkora a kor sugara?
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Kalmar Laszlo Matematika Verseny 1996, 8. osztaly, orszdagos dontd

2. Egy téglalapot négy téglalapra vagtunk szét, ezek teriilete: 3,4, 5 és x. Mennyi az x értéke?

B H C

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2007; 8. osztaly, megyei fordulo

3. Az abran lathat6 félkor teriilete t. Az ABCD félkort a B és C pontok harom, egyenld hosszl ivre
bontjak. Mennyi az ABC sikidom teriilete?

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2007; 8. osztaly, orszdagos dontd
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Az ABCD trapéz két parhuzamos oldala AB és CD. Igazoljuk, hogy
AC? + BD? = AD? + BC* + 2AB - (D
Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2011, 8. osztdly, orszagos dontd

Az ABCD paralelogramma AB, illetve BC oldalara kifelé megszerkesztjiik az ABP, illetve BCQ
szabalyos haromszogeket. Igazoljuk, hogy PQD is szabalyos haromszog.

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2011, 8. osztdly, megyei fordulo

Az ABC haromszog C-nél 1évo szoge derékszog. A B csticsbol induld szogfelezé az AC oldalt a P,
a haromszog koré irt kort a Q pontban metszi. Mekkorak a haromszog szdgei, ha BP = 2PQ?

KoMal 1997/december; Gy. 3170.

Ez derékszogli haromszdg befogoihoz tartozo sulyvonalak hossza s, illetve s;,, az atfogd c.
Bizonyitsuk be, hogy

V10
Ec<sa+sb STC.

KoMal 1993/november; F. 2983.

Rajzoljuk meg az ABC haromszdg AB oldalat B-ben érint6 és C-n atmend, a BC oldalt C-ben
érintd és A-n atmend, valamint a CA oldalt A-ban érint6 és B-n atmend kort. Bizonyitsuk be, hogy
a harom kor egy kdzos ponton megy at.

KoéMalL 1990/oktober; Gy. 2651.

Egy négyzet alapu egyenes gula alapéle és magassaga is 40 cm. Az oldallapokon szeretnénk egy
vonalat rajzolni az alaplap egyek cstucsabol az alaplap atellenes csucsaba. Milyen hosszll a
legrévidebb ilyen vonal?

KoMalL 2005/december; C.833.

5 X% 10 x 20 cm élhosszusagh téglakbol hézagmentesen felépitiink egy téglatestet. Igazoljuk, hogy
ugyanezt ugy is felépithetjik ezekbdl a téglakbol, hogy azonos hosszisagh éleik mind
parhuzamosak legyenek.

KoMalL 2009/marcius; B.4163.

Egy a = 2 oldali négyzet két szomszédos oldala mint atmérd folé befelé félkoroket rajzolunk.
Hatarozzuk meg az egyik félkort és a négyzet oldalat beliilrdl érint6, a masik félkort kiviilrél érintd
kor sugarat.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1969, haladok, 1. fordulo

Egy haromszog egyik stlyvonalat tiikrozziikk a vele kozds csucsbol induld szdgfelezore.
Bizonyitsuk be, hogy a tiikdrkép a csuccsal szemkdzti oldalt a csticsot alkoto oldalak négyzeteinek
aranyaban osztja.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1973, haladok, szakositott matematika I.; 11. fordulo
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Négyzetracsos fluzetlapon a négyzetoldalak hosszat tekintsiikk egységnek. Rajzoljunk ra egy
téglalapot, melynek cstcsai a racspontokra illeszkednek. Igaz-e, hogy minden esetben egész szam
az ilyen téglalap teriilete?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1987, haladok, 1. fordulo

A t teriileti, m magassagii ABCD hurtrapéz alapjai AB és CD, az atlok metszéspontja M, a trapéz
koriilirt korének kozéppontja 0. A BC oldal felezépontja E, az AD oldalé F. Bizonyitsuk be, hogy
ha t = m?, akkor az OEMF négyszdg rombusz.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2005/2006; haladok, II: kategoria, 2. fordulo

Az ABCDEF hatszdgre igaz, hogy minden szoge 120°-0s, AB oldala 2 cm, BC oldala 7 cm, CD
oldala 3 cm és DE oldala 4 cm hosszl. Milyen hossztak az EF, illetve az FA oldalak?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2010/2011; kezdok, 1. fordulo

Az ABCD négyszdog AB, BC, CD, DA oldalanak a kezd6ponthoz kozelebbi harmadoldpontja
legyen P,Q,R,S. Bizonyitsuk be, hogy az AC és BD atlok felezOpontjat Gsszekotd szakasz
haromszor akkora, mint a PR és QS atlok felezOpontjat 6sszekotd szakasz.

OKTV 1970; 1. fordulo

Adott félkorbe négyzetet irtunk ugy, hogy a négyzet két csiucsa a félkor atméréjén, a masik két
csucsa a félkoriven van. Ugyanebbe a félkorbe a négyzettel egyenld teriileti derékszogh
haromszdget irtunk gy, hogy a haromszog atfogdja a félkor atmérdje, derékszogh csticsa pedig a
félkorivre esik. Igazoljuk, hogy a haromszog beirt korének kozéppontja a négyzet egyik oldalan
van.

OKTV 1979; 1. fordulo

Az ABC haromszog beirt kore az AB, BC, CA oldalakat rendre a C;, A;, B; pontokban érinti. Az
ABC haromszog koré irt kor C-t nem tartalmazd AB ivének a felezOpontja legyen C,, az A-t nem
tartalmazo BC ivének a felezépontja legyen A,, a B-t nem tartalmazo AC ivének a felezOpontja
legyen B,. Bizonyitsuk be, hogy az A{A4,, B1B,, C;C, egyenesek egy pontban mennek at.

OKTV 1997/98; 1I. kategoria 2. fordulo

Az ABC haromszog BC oldalanak felezépontja F, az AB oldal egy bels6 pontja T, az AF és CT
szakaszok metszéspontja M. Az ATM haromszog teriilete 8, a CFM haromszog teriilete 15 egység.
Mekkora az ABC haromszog teriilete?

OKTV 2007/2008; 1I. kategoria 1. fordulo

Igazoljuk, hogy ha valamely haromszog teriilete % teriiletegység, akkor a keriilete 3 hosszegységnél

nagyobb.

OKTV 2010/11; I kategoria 1. fordulo
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Jeloljiik az ABC haromszog magassagpontjat M-el. Az A-bol huzott magassag hossza 15 cm, és ez
a magassag a BC oldalt egy 6 cm és egy 10 cm hossza részre osztja fel. Mekkora tavolsagra van
M a BC oldaltol?

., Ki miben tudos? ” vetélked6 1964; kézépdonta feladata

Legyen A és B egy kor keriiletének két kiilonbdz6 pontja. Vegyiink fel a kor keriiletén egy P
pontot. Mi lesz az ABP haromszodg nevezetes pontjainak mértani helye, ha a P pont végigfut a
koron?

., Ki miben tudos? ” vetélkedd 1966, orszagos selejtezd feladata

Egy kor gordiil egy kétszer akkora sugarti kordn, ennek belsejében. Milyen palyat ir le a gordiild
kor keriiletének valamely pontja?

A késobb Kiirschak Jozsefrdl elnevezett verseny 1926. évi 3. feladata

Egy korlapot feleakkora atméréjii korlappal akarunk befedni. Hogyan tehetjiik ezt meg a
legkevesebb szamu korlappal?

A késobb Kiirschak Jozsefrdl elnevezett verseny 1947. évi 3. feladata

Igazoljuk, hogy ha egy trapéz atléi merélegesek, akkor szarainak szorzata legalabb akkora, mint a
parhuzamos oldalak szorzata.

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1996.évi 1. feladata

Adott a koordinata-rendszerben négy pont: A(0;0),B(3;2),€(0;1),D(5;0). Az AB és CD
szakaszok metszéspontja M (lasd abra). Hany fok a DM A sz6g nagysaga?

(4) 100 (B) 120 (€) 135 (D) 145 (E) 150

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2009; 11. osztaly, megyei fordulo



27. Az ABC haromszogben E, illetve F az AB illetve AC oldal felezopontja, H és I a BC oldal két
harmadolopontja. Ha az ABC haromszog teriilete 120 cm?, akkor hany cm® az EFJ] haromszog
teriilete?

(4) 9 (B) 18 () 24 (D) 30 (E) 40

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2004, 12. osztaly, megyei fordulo

28. Egy sokszoget egymast nem metsz6 atloi haromszogekre bontjak (lasd példaul az alabbi abrat).
Bizonyitsuk be, hogy a sokszdgnek van legalabb két olyan csucsa, amelybdl nem indul ki atlo.

D.O.Skljarszkij — N. N. Csencov —I. M. Jaglom: Geometria I. 14.feladat

29. Bizonyitsuk be, hogy az érinténégyszog beirt kdrének kézéppontja rajta van az atlok felezOpontjait
0sszekotd egyenesen. (Newton tétele)

D.O.Skljarszkij — N. N. Csencov —I. M. Jaglom: Geometria I. 135/a. feladat



30. A kor tetszéleges AB hurjanak C felezépontjan at KL és MN huarokat fektetiink (K és M az AB hur
azonos partjan van); KN és ML az AB hurt a Q illetve P pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy
CP = CQ. (pillango-tétel)

K M
AMB
Q P

D.O.Skljarszkij — N. N. Csencov — 1. M. Jaglom: Geometria I. 122 feladat



II. Megoldasok

1. Egy korben adott két, egymasra merdleges atmérd. Az egyik végpontbol huzott hirt a masik
atméro 2 és 4 egység hosszu szakaszokra bontja. Mekkora a kor sugara?

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 1996, 8. osztdly, orszagos dontd

Megoldas:

Cc
A kor sugarat az abra szerint r-rel jeloljik. A DFC haromszog derékszogii Thalész tétele miatt. A

COE és CFD haromszog derékszogii és egy hegyesszoge megegyezik, ezért a két haromszog
hasonld. A hasonldsag miatt a megfeleld oldalak aranya megegyezik:

r 4 2_ 1y
—_—=— = = .
6 2r r

Innen a kor sugara r = 2v/3 .

2. Egy téglalapot négy téglalapra vagtunk szét, ezek teriilete: 3, 4,5 és x. Mennyi az x értéke?

B H C

Kalmar LaszIlo Matematika Verseny 2007, 8. osztdly, megyei fordulo

Megoldas:

Az AGME és GDFM téglalapok teriiletének aranya megegyezik az EM: MF arannyal, mert a
téglalapok masik oldala k&zos. Ugyanez igaz az EMHB és MFCH téglalapok teriiletének aranyara
is. Ezért x: 5 = 3:4, ahonnan x = 15/4 = 3,75.



3. Az abran lathat6 félkor teriilete t. Az ABCD félkort a B és C pontok harom, egyenld hosszl ivre
bontjak. Mennyi az ABC sikidom teriilete?

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2007; 8. osztaly, orszdagos dontd

Megoldas:

Az abrat elhelyezziik egy szabalyos hatszogben. Az ABC haromszdg atdarabolhaté az OBC
haromszogbe. A feladatban szereplé sikidom egy ilyen haromszogbol és egy BC-re illeszkedd
korszeletbol all. A félkor 3 db ilyen haromszogbdl és 3 db az el6zdvel egybevagd korszeletbdl all,

ezért a kérdéses sikidom teriilete 3

4. Az ABCD trapéz két parhuzamos oldala AB és CD. Igazoljuk, hogy
AC? + BD? = AD? + BC* + 2AB - CD .

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2011; 8. osztaly, orszdagos dontd

Megoldas:
D C
a )
A E F B



A D és C csucsokbol merdlegest allitunk az AB alapra, a merdlegesek talppontjait E és F jeldli.
Pitagorasz tétele alapjan:
AC? = AF? + FC*?
BD? = BE? + DE?
AD? = AE* + DE?
BC? = BF? + CF~.
Tehat
AC? + BD? = AF? + FC* + BE* + DE? = AF? + BC* — BF? + BE? + AD? — AE? .
Atrendezve:
AC* + BD? = AD? + BC* + AF? — BF? + BE% — AE?.
Az a? — b? = (a + b)(a — b) azonossagot hasznalva:
AC? + BD* = AD? + BC? + (AF + BF)(AF — BF) + (BE + AE)(BE — AE) =
= AD? + BC? + AB - (AF — AE + BE — BF).
Felhasznalva, hogy AF — AE = BE — BF = EF = CD:
AC? + BD? = AD*+BC? + AB-2-EF = AD*+BC? + 2+ AB - CD.

5. Az ABCD paralelogramma AB, illetve BC oldalara kifelé megszerkesztjiik az ABP, illetve BCQ
szabalyos haromszogeket. Igazoljuk, hogy PQD is szabalyos haromszog.

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2011, 8. osztaly, megyei fordulo

Megoldas:

Ha a paralelogramma A csucsanal 1évo szoget a-val jeldljiik, akkor a DAP4 = DCQ4 = a + 60°.
AD = BC = CQ; AP = AB = DC a paralelogramma és a szabalyos haromszog tulajdonsaga miatt.
PBQ4 = 360° — (180° — @) — 60° — 60° = a + 60°. PB = AB; BQ = BC.



Ezek alapjan APDA= DCQA= BPQA, mert két oldaluk és a kdzbezart szog egyenld. Egybevago
haromszdgekben a megfelel6 oldalak egyenldk, ezért PD = DQ = PQ, tehat a PQD haromszog
valdban szabalyos.

6. Az ABC haromszog C-nél 1évo szoge derékszog. A B csucsbdl induld szogfelezo az AC oldalt a P,
a haromszog koré irt kort a Q pontban metszi. Mekkorak a haromszog szdgei, ha BP = 2PQ?

KoMal 1997/december,; Gy. 3170.

Megoldas:

I\ (@) |
\ |

Meghosszabbitjuk az AQ és BC szakaszokat, ezek metszéspontja a D pont. Az ABQ haromszdgben
Thalész tétele miatt a Q pontnal derékszog van. Az ABD haromszogben a BQ szakasz szogfelezo
és egyben magassagvonal is, ezért ez a haromszog egyenld szaru, AB = BD. igy a Q pont az AD
szakasz felezGpontja, tehat BQ a haromszog sulyvonala. A BP = 2P(Q feltétel miatt a P pont az
ABD haromszog sulypontja. Ebbol kovetkezik, hogy AC is sulyvonal és egyben magassagvonal is.
Ez csak akkor lehetséges, ha AB = AD teljesiil. Ezek szerint az ABD haromszog szabalyos, tehat
ABCs = 60° és BACz = 30°.

7. Ez derékszogli haromszog befogodihoz tartozo sulyvonalak hossza s, illetve s, az atfogo c.
Bizonyitsuk be, hogy

3 s s < V10

=C S, Sp S ——C .

2 ateh="9

KoMal 1993/ november,; F. 2983.
Megoldas: A
E Cc
Sy
b
Sa

C a D B

10



A sulypont a sulyvonalnak a csucstol tavolabbi harmadold pontja. Az ASB haromszogben a

. o . . , 2 2 . 3
haromszdg-egyenl6tlenséget hasznalva: ¢ < 35a T35 Ezt atrendezve 5C < Sq * Sp.

A sulyvonalakra irjuk fel a Pitagorasz tételt:
2 2
a b
s§=b2+Z ; s§=a2+z.
Ezeket az Osszefliggéseket 0sszeadva:
5 5
s2 + st =Z(a2+b2) ZZCZ'

A szamtani és a négyzetes kdzép kozotti egyenlétlenség alapjan:

2 2
sa+sbS Sa +Sh _ §c2= Ec2=@c,
2 2 8 16 4

ezzel belattuk az egyenlétlenség jobb oldalat.

Rajzoljuk meg az ABC haromszdg AB oldalat B-ben érint6 és C-n atmend, a BC oldalt C-ben
érintd és A-n atmend, valamint a CA oldalt A-ban érint6 és B-n atmend kort. Bizonyitsuk be, hogy
a harom kor egy kdzos ponton megy at.

KoéMalL 1990/oktober; Gy. 2651.

Megoldas:

A haromszog szogeit a szokdsos modon «, 3, y-val jeldljik. Az AC oldalt A-ban érinté kor kg4,
az AB oldalt B-ben érint6 kor kg, a BC oldalt C-ben érinté kor k.. A k, kor az AC egyenes B-t
tartalmazo félsikjaban, a kg kor az AB egyenes C-t tartalmazé félsikjaban van, ezért a két kor B-t6]
kiilonb6z6 P metszéspontja a CAB szdgtartomanyban talalhatd. A P pont az ABC haromszog
belsejébe esik, mert a megfeleld korivek csak igy metszhetik egymast. A CAB£ a k, korhoz tartozo
érintészaru keriileti szog, amely az APB ivhez tartozik. A kor masik ivéhez tartozo keriileti szog
APBz = 180° — a. Ugyanigy BPC« = 180° — . Ekkor APC4 az alabbi mdédon kiszamithato:
APCs =360°— (180°— a +180°—fB) =a+ B = 180° —y. Ezért a P pont az AC szakasz
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180° — y sz0ghoz tartozd, az ABC haromszdg belsejében 1évo latokor pontja. Ez pedig éppen a
k¢ korvonal megfeleld ive. Ezzel belattuk, hogy a harom kor k6zos ponton megy at.

9. Egy négyzet alapu egyenes glla alapéle és magassaga is 40 cm. Az oldallapokon szeretnénk egy
vonalat rajzolni az alaplap egyik csticsabol az alaplap atellenes csticsaba. Milyen hosszii a
legrévidebb ilyen vonal?

KoMalL 2005/december; C.833.

Megoldas:

G

Kiteritjiik a gula alaplapjat és két szomszédos lapjat. A B csucs Uj helye a G pont. A B-b6l a D- be
vezetd legrovidebb vonal az egyenes szakasz, azaz a DG szakasz hosszat kell meghataroznunk. A

ghla oldaléle J402 +(20-v2)" =202 - (4 +2) = 20 - V6 . cosa = == Y& a CDEA-bGL.

6

V30

A sina + cos?a = 1 dsszefliggés alapjan sina = ~—. A CGED négyszog deltoid, ezért 4tloi

merOlegesek  egymasra. Tehat DG = 2-40-sina = 80 -? =40- \/135 ~ 73,03 (cm) a

legrévidebb vonal hossza.

10. 5 x 10 x 20 cm élhosszusagh téglakbol hézagmentesen felépitiink egy téglatestet. Igazoljuk, hogy
ugyanezt ugy is felépithetjik ezekbdl a téglakbol, hogy azonos hosszisagh éleik mind
parhuzamosak legyenek.

KoMalL 2009/marcius; B.4163.

Megoldas:

Az 5 cm-t tekintsiik egységnek. Ekkor azt mondhatjuk, hogy 1 X 2 X 4 —es kis téglakat hasznalunk.
A kis téglak oldallapjainak teriilete paros, ilyenekbdl rakjuk ki a nagy téglatest oldalait, ezért a
nagy téglatest oldallapjainak a teriilete is paros. Igy a téglatestnek nem lehet két pératlan
hosszlisagu ¢éle. Ha van 4-gyel oszthato élhossza is, akkor biztosan el tudjuk helyezni a kis téglakat
azonos allasban Ugy, hogy a téglatestet kitoltsék.

Tegyiik fel, hogy nincs 4-gyel oszthatd ¢él. Minden kis tégla térfogata 8 egység, igy a nagy téglatest
térfogata oszthato 8-cal. Ekkor minden élhossz paros, tehat 2a, 2b, 2¢ alakban irhato, ahol a, b, c
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paratlan szamok. A téglatestet bontsuk fel egységkockakra. Az egyik sarokban 1évé kis kockat
fessiik feketére, a vele lapban, élben vagy cstcsban érintkezéket pedig fehérre. Igy egy 2 X 2 X 2 —
es részt szineztiink. Az egész téglatestre terjessziik ki ezt a szinezést periodikusan, ilyen 2 X 2 X 2
— es szinezett részeket hasznalva. Ezzel a modszerrel abc fekete kiskockat kaptunk, ez a szam
paratlan. A kis téglak barmelyikében 0 vagy 2 fekete kocka lehet, tehat ezek szama paros. Ezzel
ellentmondasra jutottunk, tehat az eredeti allitas igaz.

11. Egy a = 2 oldalu négyzet két szomszédos oldala mint atmérd folé befelé félkoroket rajzolunk.
Hatarozzuk meg az egyik félkort és a négyzet oldalat beliilrdl érintd, a masik félkort kiviilrél érintd
kor sugarat.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1969; haladok, 1.fordulo

Megoldas:

B

Ha egy kor érint egy egyenest, akkor az érintési pontba hiizott sugar meréleges az érintére. Ha két
kor érinti egymast, akkor a két kor kozéppontja és az érintési pont egy egyenesen van. Az abran ezt
jeloltiik és a szamitas soran ezt fogjuk felhasznalni. AB = 2, ezért a félkorok sugara 1.

A félkorok kozéppontjai 04 €és O,, a keresett kor kdzéppontja P, az AD oldalt az Y pontban érinti,
az 0,Y tavolsag y, a kor sugara x. Az O;XP és O,YP derékszogli haromszogekre felirjuk a
Pitagorasz-tételt:

1-x)2+0+y)?=0+x? = (A+y)?=4x
x2+y2=(1-x)2 = 1—vy?%=2x
Ezek alapjan :
1+y)?P=2-1-y>) .
A masodfoku egyenlet két gydke y; = % , ekkor x; = g ; és y, = —1, amikor x, = 0. A feladat

szempontjabol g a keresett kor sugara. A 0 sugaru, A kdzépponti kort nem tekintjiik a feladat

megoldasanak, bar ,,elfajult” esetként beszélhetiink rola.
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12. Egy haromszog egyik sulyvonalat tiikrozziik a vele kozds csucsbol induld szogfelezore.
Bizonyitsuk be, hogy a tiikorkép a csticcsal szemkozti oldalt a cstcsot alkoto oldalak négyzeteinek
aranyaban osztja.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1973, haladok, szakositott matematika 1., 11 fordulo

Megoldas:

A G E F B
Ha a haromszogben AC = BC, akkor az allitds nyilvanvaloan teljesiill. Ezért nem jelent
megszoritast, ha feltessziik % =A< 1. A haromszég BC oldalat a-val, AC oldalat b-vel, AB

oldalat 2c-vel jeloljiik. A szogfelez6 az E pontban, a stilyvonal az F pontban, a tiikorkép a G
pontban metszi az AB oldalt. A szogfelez6tétel és A < 1 miatt a pontok sorrendje az abranak
megfelel6. Az x,y,z jeloléseket az abra szerint vezetjik be. A szogfelezd és a tiikrozés
tulajdonsaga miatt az egyforman jelolt szogek egyenlok.

A GFC haromszogben alkalmazzuk a szdgfelezotételt:

y (G

> = CF €Y)

A G és F pontokbdl merdlegest allitunk az abra szerint a haromszog oldalaira. A GT,C és FT,C
haromszogek hasonloak, mert két szogiik egyenld. Ezért
G my

CFom, (2)

Ha az ABC haromszognek az AB oldalhoz tartozd magassaga m, akkor az AGC és BFC
haromszogek kétszeres teriiletét kétféle modon kifejezve azt kapjuk, hogy

b-my=xm

a-m,=c-m

tehat

14



Az (1) és (2) osszefiiggéseket hasznalva:
y x - B x
z A-c Y= e

Az ABC haromszdgben alkalmazzuk a szogfelezétételt:

c—z 1 1-21
= = z= C.
c+z 2= 7 +4 ¢
Az el6z0 osszefliggést felhasznalva:
_1-2 x
YT1v1 2
Tudjuk, hogy
x+y+z=c
Eredményeinket felhasznalva:
4 1-4 x 1-21
ST R R T
()= (15
Craa+n) U1
22+1 21
x = C
AQ+21) 142
22
TrEe ©
Az £ = aranyt szeretnénk meghatarozni:
GB 2c—x
5 _ 222 2
R i
2A% c 5
GB 2 BC) -
A2+1

Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

13. Négyzetracsos fiizetlapon a négyzetoldalak hosszat tekintsiik egységnek. Rajzoljunk ra egy
téglalapot, melynek cstcsai a racspontokra illeszkednek. Igaz-e, hogy minden esetben egész szam
az ilyen téglalap teriilete?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1987, haladok, 1.fordulo

Megoldas:

Legyen ABCD egy ilyen téglalap (lasd az abrat a kdvetkezd oldalon). A csucsain keresztiil huzott
racsvonalakkal az abra szerint befoglaljuk az EFGH téglalapba. Az EFGH téglalap teriilete egész
szam. Legyen O az ABCD téglalap kozéppontja. Ha az A ponton atmené EF egyenest O-ra
tiikrozziik, akkor a C-n atmend, vele parhuzamos egyenest, tehat a HG egyenest kapjuk. Ugyanigy
az FG egyenes tiikorképe az EH egyenes. Ezért az O pont az EFGH téglalapnak is a kézéppontja.
Az AFB haromszog tiikorképe a CHD haromszog, az EAD haromszog tiikkorképe a GCB
haromszog. Ezekben a derékszogli haromszogekben a befogok hossza egész szam, ezért két-két
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egybevagd haromszog teriiletének Osszege is egész szam. Ha az EFGH teriiletébdl ezeket a
részeket elhagyjuk, akkor a maradék teriilete egész szam lesz.

H c G
B

D

E A F

Megjegyzés:

A racsgeometria egy tétele, a Pick-tétel szerint ha egy racssokszog belsejében b darab, a hataran h
darab racspont van, akkor a teriilete:

t=> 1+h
= 5 -

Az ABCD téglalap szimmetria kdzéppontja a racsnak is szimmetria kdzéppontja, igy a hataron 1évo
racspontok szama a szimmetria miatt paros, igy a teriilet egész szam lesz.

14. A t teriileti, m magassagi ABCD hurtrapéz alapjai AB és CD, az atlok metszéspontja M, a trapéz
koriilirt korének kozéppontja 0. A BC oldal felezépontja E, az AD oldalé F. Bizonyitsuk be, hogy
ha t = m?, akkor az OEMF négyszdg rombusz.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2005/2006, haladok, II: kategoria, 2.fordulo

Megoldas:

D ]
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A trapéz parhuzamos oldalai AB = a, CD = c, ekkor BT = ?, AT =a — ? = %

A trapéz teriilete t = m - % =m? alapjan m = % = AT. Az ATC derékszogii haromszog két

befogdja egyenld, tehat BACA = 45°. A szimmetria miatt DBA4 = 45° is teljesiil. Az ABM
egyenldszart haromszog harmadik szoge AMB# = 90°, igy BMC4 = 90° is teljesiil.

Ha az OAC# = ¢ jelolést hasznaljuk, akkor AOCH = 180° — 2¢p az AOC egyenlGszara
haromszogbdl. Az AOB4 = 180° — 2(45° — ¢) = 90° + 2¢. Ekkor
BOC# = 360° — AOC4 — AOB4 = 360° — (180° — 2¢) — (90° + 2¢p) = 90°.

Ez azt jelenti, hogy az O és M pontok a BC szakasz Thalész-korén vannak. Ennek a kornek a
sugarai OF = ME. Szimmetria miatt OF = OF és ME = MF is teljesiil. igy az OEMF négszog
valdban rombusz.

15. Az ABCDEF hatszdgre igaz, hogy minden szdge 120°-0s, AB oldala 2 cm, BC oldala 7 cm, CD

oldala 3 cm és DE oldala 4 cm hosszi. Milyen hosszuak az EF, illetve az FA oldalak?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2010/2011; kezdok, 1.fordulo

Megoldas:
R
2\
[N
4 \
4 \
4 \
4 \
4 \
4 \
/ \
/ \
4 \
4 \
F // \\ E
4
D
A \\
, \
7\ 2 3 \
/ \
/
[ A v [ \«b
P B c Q

Ha a BC, DE, FA oldalakat az abra szerint meghosszabbitjuk, akkor a PQR haromszoget kapjuk.
Az ABCDEF hatszdg minden kiils6 szoge 60°-o0s, ezért a P, Q, R pontoknal 60°-os szdgek vannak.
gy az ABP, CDQ, EFR haromszogek szabalyosak. Tehat PB = PA =2 cm; CQ = QD = 3 cm és
igy PQ =2cm+7 cm+ 3 cm = 12 cm. A hidnyz6 szakaszok ez alapjan meghatarozhatoak:

RE =EF =RQ—ED—-DQ=PQ—ED—-DQ=12cm—-3cm—4cm=5cm

AF =PR—AP—-FR=PQ—-AP—-FE=12cm—-2cm—-5cm=5cm.

16. Az ABCD négyszog AB, BC, CD, DA oldalanak a kezddponthoz kozelebbi harmadolopontja

legyen P,Q,R,S. Bizonyitsuk be, hogy az AC és BD atlok felezbpontjat Gsszekotd szakasz
haromszor akkora, mint a PR és QS atlok felezOpontjat 6sszekotd szakasz.

OKTV 1970; 1. fordulo
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Megoldas:

Valamely rogzitett O pontbol a pontokhoz vektorokat iranyitunk, a vektorokat a megfeleld
kisbetiivel jeloljiik. Ha az AC 4tlo felezopontja F , a BD 4tlo felez6pontja E, akkor:

_a+c . _b+d FE - _bt+d-a-c
== ;oe=Tp i FE=e~f= 2
A harmadoldpontokba mutatd vektorok:
_2a+b . _2b+c _2c+d _2d+a
p - 3 ) q - 3 ) r= 3 ) S = 3 .
Ha a PR szakasz felez6pontja U, a QS szakasz felezopontja V, akkor
2a+b+2c+d 2b+c+2d+a — b+d—-a-c
u= ;0 V= ; uW=v-u=——"7-17—.
6 6 6
Tehat
FE=3-UV ,

ebbdl kovetkezik a feladat allitasa.

17. Adott félkorbe négyzetet irtunk gy, hogy a négyzet két csiucsa a félkor atmérdjén, a masik két
csucsa a félkoriven van. Ugyanebbe a félkorbe a négyzettel egyenld teriileti derékszogl
haromszoget irtunk gy, hogy a haromszog atfogdja a félkor atmérdje, derékszogh csticsa pedig a
félkorivre esik. Igazoljuk, hogy a haromszog beirt kdrének kozéppontja a négyzet egyik oldalan
van.

OKTV,; 1979. 1.fordulo

Megoldas:

B S o P A

A félkor sugara legyen egységnyi, a beirt négyzet PQRS, a vele egyenl? teriiletii haromszog ABC, a
derékszogli haromszog befogdi a és b (a > b). Az OQR haromszogben QR = 20Q. Erre a
haromszdgre felirjuk a Pitagorasz-tételt:

0Q*+(2-00Q)?*=1 = 0Q =

A négyzet teriilete ennek megfeleléen g . A derékszoglh haromszog teriiletét felirva és a Pitagorasz-

tételt alkalmazva:

ab_4
2 5
a’?+b*>=4.
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Innen

16 6
a+b)>=a’+b*+2ab=44+— = a+b= —
@ 5 V5
16 2
a—b)?=a’+b*-2ab=4—— = a-b= —.
@b 5 V5
Tehat a befogok:
—_— 4 . —_— 2
V5 V5

Jelolje s a haromszog fél keriiletét. A haromszog beirt kdre az AB oldalt abban a pontban érinti,
amelynek az A-t6l vald tavolsaga s — a. Ebben az esetben

4 2
2+ =42
2 V5 V5

Ez azt jelenti, hogy a beirt kor a P pontban érinti az AB atmérét, tehat a kor kdzéppontja a QR
szakaszon, azaz a négyzet oldalan van.

18. Az ABC haromszog beirt kore az AB, BC, CA oldalakat rendre a C;, A;, B; pontokban érinti. Az
ABC haromszog koré irt kor C-t nem tartalmazd AB ivének a felezOpontja legyen C,, az A-t nem
tartalmazo BC ivének a felez6pontja legyen A,, a B-t nem tartalmazo AC ivének a felezOpontja
legyen B,. Bizonyitsuk be, hogy az A1 A4,, B, B,, C;C, egyenesek egy pontban mennek at.

OKTV 1997/98; 1I. kategoria, 2. fordulo

Megoldas:

A BC szakasz felez6mer6legese atmegy a koriilirt kor kozéppontjan és az A, ponton is. igy ha az
A, ponton keresztiil érintét hiizunk a koriilirt korhoz, akkor a BC egyenessel parhuzamost fogunk
kapni. Ugyanezt megtessziik az abra szerint a B, és C, pontokon keresztiil is. Ezek az egyenesek az
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A3B;C; haromszoget alkotjak. Az oldalak parhuzamossaga miatt az ABC és A3BzC; haromszog
kdzéppontosan hasonld. A koézéppontos hasonlosag esetében az érintési pontok egymasnak felelnek
meg, ezért az A1 A, ; B1B, ; C; C, egyenesek egy ponton, a hasonldsag kézéppontjan mennek at.

19. Az ABC haromszog BC oldalanak felezépontja F, az AB oldal egy bels6 pontja T, az AF és CT
szakaszok metszéspontja M. Az ATM haromszog teriilete 8, a CFM haromszog teriilete 15 egység.
Mekkora az ABC haromszog teriilete?

OKTV 2007/2008; Il.kategoria, 1.fordulo

Megoldas:

c

A BMT haromszog teriiletét x-el, a CM A haromszog teriiletét y-nal jeloljik. A BCM haromszdgben
MF sulyvonal, ezért a haromszoget két egyenld teriiletii részre bontja, azaz Tgrpy = 15. Az ABC
haromszogben AF sulyvonal, igy 8 + x + 15 =15+ y, azazy = x + 8.

Ha két haromszog magassaga azonos, akkor a teriiletek aranya megegyezik az alapok aranyaval.
fgy

AT Tary  Tarc x x+30
ﬁZTBTMZFTC §=y+8

Behelyettesitve az y-ra kapott kifejezést és atrendezve:

X x + 30

8 x+8+8
x24+8x—240=0.

Ennek a masodfokt egyenletnek a két gyoke 12 és —20. Csak a pozitiv érték lesz a feladat
megoldasa. Ekkor y =20 ¢és a haromszog terilete T =154+15+204+84+12=70

teriiletegység.

20. Igazoljuk, hogy ha valamely haromszog teriilete % teriiletegység, akkor a keriilete 3 hosszegységnél
nagyobb.
OKTV 2010/11; I kategoria, 1.fordulo
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Megoldas:

a+b+c
PR

A haromszdg oldalainak hossza a, b, c , ekkor a félkeriilet s = A Héron-képlet alapjan a

haromszog teriilete:

T=\/s-(s—a)-(s—b)-(s—c) )
A teriilet értékét behelyettesitve és atrendezve
_ 1
C(s—a)-(s=b):(s—0)

A szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlGtlenséget alkalmazzuk az s — a; s — b; s — ¢ pozitiv
szamokra:

4s

(1)

(s—a)+(s—b)+(s—c):

5 s
\/(s—a)-(s—b)-(s—c)S 3 3

Az egyenlétlenséget kobre emelve:

§3
(s—a)-(s—b)-(s—c)Sﬁ )

- 4(27
—1 —_—
5= %
Ebbdl a kertiletre becslést tudunk adni:

4’27
K=2s>2 T=“\/108>“81=3.

Ezzel belattuk a bizonyitand6 allitast.

(1)-et felhasznalva:

4s >

N &
\1|w|"‘

21. Jeloljiik az ABC haromszog magassagpontjat M-el. Az A-bol huizott magassag hossza 15 cm, és ez

a magassag a BC oldalt egy 10 cm és egy 6 cm hosszl részre osztja fel. Mekkora tavolsagra van
M a BC oldalt61?

., Ki miben tudos? ” vetélked6 1964; koézépdontd feladata

Megoldas: A
15
D
M
B T c '

10 6
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BAT#A = DCB4 , mert merdleges szaru szogek. ATBA~MTCA , mert derékszogli haromszogek és
egy hegyesszogiik egyenld. Hasonld haromszogekben a megfelelé oldalak aranya megegyezik:

MT _ CT
BT AT’
Az adatokat behelyettesitve:

MT _ 6

o1 = MT = 4 cm tavolsagra van a magassagpont a BC oldaltol.

22. Legyen A és B egy kor keriiletének két kiilonb6z6 pontja. Vegyiink fel a kor keriiletén egy P

pontot. Mi lesz az ABP haromszodg nevezetes pontjainak mértani helye, ha a P pont végigfut a
koron?

., Ki miben tudos?” vetélkedd 1966, orszagos selejtezé feladata

Megoldas:

a) A koriilirhato kor kozéppontja, az oldalfelez6 merdlegesek metszéspontja tetszéleges P pont
esetén az adott k kor kdzéppontja.
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Ha a haromszdg szogeit a, B, y-val jeloljiik, akkor az abra szerint

180° —
AKB4 =180°—a/2 - B/2 = 180°—Ty= 90°+g.

Y
2
latokorén van. Megmutathatd, hogy ennek az ivnek minden A-t6l és B-tdl kiillonbdzé pontja

Az adott koriven a y szog allandd, ezért a K pont az AB szakasz 90° + = szOghoz tartozo

el6all valamely megfelelé haromszog beirhato korének kdzéppontjaként.

Ha a P pontot a masik koriven valasztjuk, akkor egy hasonloan meghatarozhat6 14tokoron lesz

a beirhato kor kozéppontja (90° + 18"2—” = 180° — L sz0ghoz tartoz6 14t6kor).

A keresett ponthalmaz ezért ebbdl a két latokorivbol all.
c) A magassagvonalak metszéspontja M. A PEMD négyszdgben EMD4 = 180° — y.
Ezzel csucsszoget alkot az AMB4, igy ez is 180° — .

Az adott koriven a y szog allando, ezért az M pont az AB szakasz 180° — y sz6ghoz tartozo
latokorivén van. Megmutathatd, hogy ha a P pont a k kor masik kdrivén mozog, akkor a
magassagpont az el6z6 korivet teljes korré kiegészité, 180° — (180° — y) = y szdghoz tartozd
latokoriven lesz. Ez a ponthalmaz az eredeti kdrnek az AB egyenesre vonatkozo tiikkorképe. A
korvonal minden pontja hozzatartozik a mértani helyhez. Az A és B pontokat derékszogl
haromszogek esetében kapjuk.

d) Az F pont az AB oldal felez6pontja. A sulypont a stilyvonalnak a csticstdl tavolabbi harmadolo
pontja. fgy a P pontbol az S stlypontot F kozéppontt, 1/3 aranyt kozéppontos hasonlésaggal
kaphatjuk meg. A P pont befutja a k kort, ezért a sulypont mértani helye a k kor kicsinyitett
képe. A ponthalmazhoz az AB oldalon 1évé X és Y pontok nem tartoznak hozza, mert valodi
haromszog esetében az A és B pontokba nem keriilhet a P pont.

(abra a kdvetkezo oldalon)
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A XWY B

23. Egy kor gordiil egy kétszer akkora sugart koron, ennek belsejében. Milyen palyat ir le a gordiilé
kor keriiletének valamely pontja?

A késébb Kiirschak Jozsefrdl elnevezett verseny 1926. évi 3. feladata

Megoldas:

Ay
Legyen a kis kor kiinduld helyzete a ky. Figyeljiik az A pont mozgasat. Legyen a kis kor egy
kovetkezd helyzete k,. A kis kor az AB iven gurult végig. Ehhez a k korben az AOB kozépponti
szog tartozik. A kis kor sugara fele akkora, ezért ekkora ivhez kétszer akkora kdzépponti szog
tartozik a k; korben. Az OA szakasz a k; kort az M pontban metszi. Az 0;0OM haromszog két
oldala a k; kor sugara, ezért egyenld szaru, az alapon fekvo szdgei egyenloek. A haromszog kiilsé
szoge egyenld a vele nem szomszédos két belsé szog Osszegével, igy BO,M#4 = 2 - BOA4. Ez azt
jelenti, hogy a BM iv egyenl6 az AB ivvel. Tehat az A pont a forgatas kozben az M pontba keriilt.
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Thalész tétele miatt BMO4 = 90°, azaz a B pont OA-ra bocsatott merdleges vetiilete lesz a
kivalasztott keriileti pont helye az elforgatas utan. Amig a kis kor az AA; ivet futja be, a keriileti
pont az OA sugarat rajzolja ki. Ha a kor tovabb gordiil, akkor az 0A;, OA, 0Ajszakaszokat irja
le. Megmutathato, hogy ezeknek a szakaszoknak minden pontjaba eljut a gordiilés soran az A pont.

24. Egy korlapot feleakkora atmérGjii korlappal akarunk befedni. Hogyan tehetjiik ezt meg a
legkevesebb szamu korlappal?

A keésobb Kiirschak Jozsefrdl elnevezett verseny 1947. évi 3.feladata

Megoldas:

Az abra szerint a korbe szerkessziink egy szabalyos hatszoget. A kor kozéppontja koriil és a
hatszog oldalfelez6 pontjai koriil feleakkora sugari kordket rajzolunk. Az OAB szabalyos
haromszoget a kozépvonalaival négy kisebb haromszogre felbontva lathato, hogy valamelyik kis
kor fedi ezeket a haromszogeket, az OAB korcikkbdl maradd korszelet is benne van egy-egy
korlapban. fgy 7 feleakkora sugart korlappal lefedhetd a korlap.

Bebizonyitjuk, hogy 7-nél kevesebb kor nem elég. Egy feleakkora sugart kor a nagy kor
keriiletének legfeljebb az egy hatodat tudja lefedni, ezért a kdrvonal lefedéséhez kell 6 korlap. Ez is
csak akkor elég, ha a fenti modon helyezziik el a koroket. Ekkor a nagy kor kozéppontja még
kimarad, aminek a lefedéséhez kell még egy hetedik korlap

25. Igazoljuk, hogy ha egy trapéz atldi merdlegesek, akkor szarainak szorzata legalabb akkora, mint a
parhuzamos oldalak szorzata.

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1996.évi 1. feladata

Megoldas:

Az abra jeloléseit hasznalva azt kell bizonyitanunk, hogy bd > ac. Az atlok derékszdget zarnak be,
ezért a Pitagorasz-tétel alkalmazasaval a szakaszok négyzetét ki tudjuk fejezni. A feladat
allitasdhoz elég lenne a b%2d? > a?c? sszefliggést bizonyitani.
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26.

Pitagorasz-tétel alapjan:

a? = ef +ff

b? = ei + ff
c® = ei+fy
d2 = 612 +f22 .

A bizonyitando¢ allitast ebbdl kifejezve:

(e +f1) - (ef + 1) = (ef + f) - (e3+£D),
atrendezve:
912f12 - ezzflz - 912f22 + 622f22 = (312 - 322) : (f12 —fzz) > 0. (*)

Az AMB és CMD haromszogek hasonloak, mert két szogiik egyenld (valtdszogek), ezért a
megfelelé oldalak ardnya megegyezik. Igy

31232 és f12f2 vagy €1S€2 és fleZ-

Tehat a (x) egyenlétlenség teljesiil. A 1épéseink megfordithatoak voltak, tehat a bizonyitandd
allitasunk igaz.

Egyenléség akkor all fenn, ha az atlok felezik egymast. A feladat feltétele szerint az atlok
merdlegesek is egymasra, igy rombusz esetében all fenn az egyenldség.

Adott a koordinata-rendszerben négy pont: A(0;0),B(3;2),€(0;1),D(5;0). Az AB és CD
szakaszok metszéspontja M (lasd abra). Hany fok a DM A sz6g nagysaga?
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(4) 100 (B) 120 (€) 135 (D) 145 (E) 150

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2009; 11. osztaly, megyei fordulo

I. Megoldas:

Az AB szakaszt eltoljuk az AC vektorral, ekkor a CB; szakaszt kapjuk.

C_B; =(3;2), BjD=(2;-3) , ezért a C_B; vektor —90°-0s elforgatottja a B;D vektor, tehat
CB; = B;1D és a két szakasz 90°-ot zar be. Ebbdl kovetkezik, hogy a CB;D haromszog egyenld
szart, derékszogi. igy B;CD# = BMD4 = 45°, tehat DMA4 = 135°. A j6 valasz a (C).

II. Megoldas:

Az ébra jeldlései szerint:
2 7
tg(a) = 3 és tg(B)=-=.

Ekkor

2 1
tg@+tg) _ 3%5 _T5_, _, @+ B = 45°

tg(a +p) =

Az AMD haromszogben a harmadik szog DMAZ4 = 135°. A j6 valasz (C).
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27. Az ABC haromszogben E, illetve F az AB illetve AC oldal felezopontja, H és I a BC oldal két
harmadolopontja. Ha az ABC haromszog teriilete 120 cm?, akkor hany cm® az EFJ] haromszog

teriilete?
A
E/\F
/%\
B H | (o}
4) 9 (B) 18 (C) 24 (D) 30 (E) 40
Gordiusz Matematika Tesztverseny 2004, 12. osztaly, megyei fordulo
Megoldas:

A
E/\F
\
m/2
J
/]
K C

EF a haromszog kozépvonala, ezért EF parhuzamos BC-vel és EF = % BC. H és 1 a feladat szerint

harmadolépontok, ezért HI = % BC. A parhuzamossag miatt az abran azonosan jelolt szogek
valtoszogek, ezért egyenldek. EFJA= IHJA, mert két szogiikk egyenld. A hasonlosag aranya
EF

= % Ha a haromszog BC oldalahoz tartoz6 magassaga m, akkor DK = %, amit a J pont 3:2

aranyban oszt, tehat D] = f—om. Az EFJA EF oldala a BC oldal fele, a hozza tartozé magassag az

3 . 3 o
m-nek a -, ezért Tgr; = --Tapc = 18 cm?. A jo valasz (B).
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28. Egy sokszoget egymast nem metsz6 atloi haromszogekre bontjak (lasd példaul az alabbi abrat).
Bizonyitsuk be, hogy a sokszdgnek van legalabb két olyan csucsa, amelyb6l nem indul ki atlo.

D.O.Skljarszkij — N. N. Csencov — 1. M. Jaglom: Geometria I. 14.feladat

Megoldas:

7%

Teljes indukcidval azt fogjuk bizonyitani, hogy ha egy sokszoget egymast nem metsz6 atldival

haromszogekre bontjuk, akkor a sokszdgben van két olyan nem szomszédos (ezzel tobbet
mondunk a feladat allitasanal) cstcs, amelyekbdl nem indul ki atlo.

Négyszogre nyilvanvaldan igaz az allitas.
Feltételezziik, hogy mar minden k < n oldalu sokszogre (n = 5) bizonyitottuk az allitast.

Legyen AB az egyik a felosztasban szerepld atlo. Ez az eredeti sokszoget két n-nél kisebb
oldalszamu M; és M, sokszogre bontja.

Lehetséges, hogy az egyik sokszdg egy haromszog (M), a masik pedig egy legalabb négyoldalt
sokszog (M,). Ekkor M,-ben az indukcids feltétel miatt van két megfeleld cstics, amelyek nem
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lehetnek az A és B csucsok, mert akkor M,-ben ezek szomszédosak lennének. Az emlitett két csucs
az n oldalu sokszogben teljesiti a feladat feltételeit.

Ha a felosztas utdn mindkét rész (M; és M,)is legalabb négyoldala, akkor mindkét részre
alkalmazhatjuk az indukcios feltételt. Az A és B csticsok nem lehetnek a keresett csucsok, mert
halad at rajtuk atlo. Az M; és M, sokszogben nem lehet a két emlitett tulajdonsagh csics A és B,
mert ezek szomszédosak lennének. [gy mindkét sokszogben van A-t0l és B-tdl killonbozd
megfeleld csucs, amelyek nem szomszédosak. Ezzel teljes indukciot alkalmazva belattuk a feladat
allitasat.

29. Bizonyitsuk be, hogy az érinténégyszog beirt kdrének kozéppontja rajta van az atlok felezOpontjait
0sszekotd egyenesen. (Newton tétele)

D.O.Skljarszkij — N. N. Csencov — 1. M. Jaglom: Geometria I. 135/a.feladat

Megoldas:

A

Ha a négyszog szemben 1évé oldalai parhuzamosak, azaz a négyszog rombusz, akkor a 3 pont
azonos, igy a feladat allitasa igaz.

Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor a négyszognek legalabb az egyik szemben 1évé oldalparja
nem parhuzamos. Legyenek ezek az oldalak AB és CD. A haromszog sulyvonala felezi a
haromszog teriiletét, ezért:

1 1 1
Taep + Tpec = ETACD + ETABC = ETABCD ) €Y

és hasonloan
1
Tarp + Tgrc = ETABCD . 2)

Az érintdnégyszog teriiletét felirjuk a beirt kor r sugaraval és az oldalakkal, majd felhasznaljuk,
hogy a szemben 1év0 oldalak Gsszege egyenlo:

1 1
TABCD :Er'(AB+BC+CD+AD) :Er'Z'(AD‘i'BC) =1“(AD+BC)
Felirjuk az alabbi 6sszefliggést is:

1 1 1 1
TAOD + TBOC = ET‘ -AD +ET‘ BC = ET‘ ' (AD + BC) = ETAB’CD . (3)
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Tehat

Taep + Teec = Tarp + Terc = Taop + Troc-

Az a sejtésiink, hogy azok a P pontok, amelyekre Typp + Tgpc= allandd, egy egyenesen
helyezkednek el.

Az AD és BC egyenesek nem parhuzamosak, metszéspontjukat Q-val jeldljik. Az AD és BC

Q c B c

szakaszokat eltoljuk az abra szerint a szOg csucsaba. Ha két haromszog egyik oldala és a
hozzatartoz6 magassaga azonos, akkor a teriiletiik is egyenld. Ezért

Tapp + Tgpc = Toc,pp, .

Ha valtoztatjuk a megfelel6 P pont helyét, akkor a QC; D; haromszog valtozatlan. Ehhez hozza kell
venniink ( az allando értékétdl fiiggden esetleg le kell vonnunk) egy haromszog teriiletét, amelynek
egy oldala, a C;D; oldal véltozatlan. fgy a P pont mindig ugyanolyan téavolsagra van a C;D;
szakasztol, tehat a C; D;-gyel parhuzamos XY szakaszon lesz a P pont.

Ezzel belattuk a sejtésiinket, amib6l kovetkezik, hogy a feladatban szereplé E, F, O pontok egy
egyenesen vannak.

30. A kor tetszéleges AB hurjanak C felezépontjan at KL és MN hurokat fektetiink (K és M az AB hur
azonos partjan van); KN é ML az AB hurt a Q illetve P pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy
CP = CQ. (pillango-tétel)

K M
AmB
Q P

D.O.Skljarszkij — N. N. Csencov — I. M. Jaglom: Geometria I. 122 feladat
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Megoldas:

O-val jeloljik a kor kdzéppontjat. C az AB hur felezOpontja, ezért QCPZ4 = 90°. Bocsassunk
mero6legest a kor kdzéppontjabol a KN és az ML hiirra, a merdlegesek talppontja D illetve E. Ezek
a pontok egyben a megfelelé hirok felezopontjai is.

NKL4 = NML4 és KNM#A = KLMZ,

mert azonos iven nyugvo keriileti szogek. Az NKC és LMC haromszogeknek két szoge egyenld,
ezért hasonldak. Hasonlo haromszdgekben a megfelel6 oldalak aranya egyenl6:

KN KC

ML MC "
Ebbdl kovetkezik, hogy

KD KC

ME  MC

gy a KDC és MEC haromszogek is hasonlok, hiszen két-két oldaluk aranya és a kozbezart szog
egyenld. Hasonld haromszogekben a megfeleld szogek egyenléek, tehat

KDCA = MEC4 =  QDC4= PEC4. (1)

A QDOC és COEP négyszogekben két szemben 1évo szog derékszog, igy a Thalész-tétel miatt kort
irhatunk koréjiik. Az azonos iven nyugvo keriileti szogek egyenldek:

QDC4 = QO0C4 és PECA = POCA.
(1) miatt
QO0C# = POC4.

Ebbdl kovetkezik, hogy QC = CP. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

32



