Csakvonalzos szerkesztések

1. El6zmények

A 9. osztdlyos matematika tandran egy érdekes problémakort érintettiink. Geometriabol éppen
a sikbeli alapszerkesztéseket tekintettik at, és a kérdések két (alap)feladat targyalasakor vetodtek
fel. A tovabbiakban eldszor ismertetjiik a két (nagyon egyszer(i) alapfeladat egy lehetséges
megoldasat ¢és a kapcsolodd tanuldi kérdést, majd megadjuk a felvetett problémakor néhany
eredményét.

Az eszkozkorlatozott szerkesztések témakore Gnallban is érdekes. Altaliban nem igényel
mélyebb eldismereteket, ezért a tanulok kedvelni szoktak, a dinamikus geometriai szoftverekkel
pedig maga a szerkesztés technikai végrehajtasa sem tll faradsagos.

1. feladat: Adott egy e egyenes és rajta kiviill egy P pont. Szerkessziink a P pontbol
merdlegest az e egyenesre!

Megoldas:
1°: P kozéppontu ki kort rajzolunk gy, hogy a kor sugara a Pe tavolsagnal nagyobb legyen.
ki és e metszéspontjait jelolie A és B.

2°: A kozéppontu Kk kort rajzolunk ,elég nagy” sugarral (azaz a kor sugarara r, > %

teljestiljon).

3°: B kozEppontt ks kort szerkesztink ugyanakkora rp sugarral.

4°: ks és ks egylk metszéspontjat P-vel osszekotve megkapjuk a kért f egyenest, mely
merdleges e-re.

2. feladat: Adott egy e egyenes és rajta kivill egy P pont. Tikkrozziik a P pontot az e
egyenesre!

Megoldas:

1°. Felhasznaljuk az 1. feladat megoldasat, megszerkesztjiik az e-re merdleges fegyenest.

2°, Jelolie C az e és fegyenesek metszéspontjat. Felvesszik a C kozéppont, CP sugarti K4
kort.

3°. kz és f egymast P-ben és P’-ben metszik, a P pont keresett tiikorképe P’.

Ebben a megoldasban a P pont tengelyes tiikrozeés végrehajtdsahoz 4 kort vettiink fel.
Természetes modon adodik a kérdés: el lehet-e végezni a szerkesztést iigyesebben, kevesebb kor
segitségével?

Hérom korrel szmte minden tanuld tudta a megoldast, 2 korrel mar némi kreativitasra is
sziikség volt.

3. feladat: Adott egy e egyenes és rajta kiviil egy P pont. Tikrozzik a P pontot az e
egyenesre gy, hogy a szerkesztéshez csak harom kort rajzolhatunk!

Megoldas:

Az 1. feladatbeli szerkesztést annyiban modositjuk, hogy a K1, Kz és k3 korok sugara egyenld
legyen. Ekkor k; és k3 egyik metszéspontja P, mig a masik metszéspontja P’, ami P tiikorképe e-re.
(APBP’ rombusz.)

4. feladat: Adott egy e egyenes és rajta kivill egy P pont. Tikkrozziik a P pontot az e
egyenesre gy, hogy a szerkesztéshez csak két kort rajzolhatunk!
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Megoldas:

1°. Legyen A az e egyenes tetszOleges pontja. Felvesszik az A kozéppont, AP sugar ki kort.

2°. Hasonloan ha B az e egyenes egy (A-t6l kiilonboz0) tetszéleges pontja, akkor
megrajzoljuk a B kézéppontt, BP sugara kj kort.

3°. Ekkor Kkj éska P-t61 kiilonb6z6 metszéspontja P’, ami P tikorképe e-re.

Indoklasul arra hivatkozhatunk, hogy APBP’ deltoid, és ennck PP’ atlojat az AB atlo
merdlegesen felezi

Ezutdn kovetkezett a nehéz kérdés: vajon a szerkesztés (P tiikrozése e-re) elvégezhetd-e
egyetlen kor felvételével?
Hasonlo, korlatozott szerkesztésekkel kapcsolatos kérdések a 11. osztalyos tandran és

szakkoron is felvetddtek. A tovabbiakban ezekbdl a kérdésekbdl és a rajuk adott valaszokbol
gyljtottiink Ossze néhanyat.

2. Pont tiikrozése egyenesre egyetlen kor felhasznalasaval

Eloszor segédfeladatként P-bol merdlegest szerkesztiink.

5. feladat: Adott egy e egyenes és rajta kivill egy P pont. Szerkesszink a P pontbol
merdlegest az e egyenesre Ugy, hogy a szerkesztéshez csak egyetlen kort rajzolhatunk!

1°. Kijjeloliink egy O pontot ez e egyenesen, €s az abra szerint felvesziink egy Kk kort. A kor A

¢s B pontokban metszi az egyenest. (A kor mindig felvehetd ugy, hogy P koron kiviili pont legyen,
¢s e-re vonatkozd merdleges vetiilete A és B koz¢ essen.)

2°. Felvessziik a PA egyenest, ez k-t C-ben metszi.

3°. Hasonloan felvesszik a PB egyenest, ez k-t D-ben metszi.

4°. Felvessziik a BC egyenest. Thalész tétele miatt ez merdleges AP-re.

5°. Felvesszikk az AD egyenest. Thalész tétele miatt ez BP-re merdleges; BC és AD
metszéspontjat jelolie M.

6°. Felvessziik a PM egyenest, ez a feladat megoldasa. Ugyanis M az ABP haromszog BC és

AD magassagainak metszéspontja, azaz magassagpont; akkor pedig PM is magassagvonal a
haromszogben.
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Megjegyzések:
A szerkesztés akkor is végrehajthatd, ha P a koron beliili pont (ekkor P és M szerepet cserél).
Es a szerkesztés akkor is ,mikddik”, ha ABP tompaszogi haromszog (pl. P merdleges

vetiilete az AB szakasz B-n tili meghosszabbitasara esik), a szerkesztési 1épések ugyanazok
maradnak.

6. feladat: Adott egy e egyenes és rajta kiviil egy P pont. Tikkrozziik a P pontot az e
egyenesre ugy, hogy a szerkesztéshez csak egyetlen kort rajzolhatunk!

Els6 megoldis (Korinek Adim 11.a):




1°. Az 5. feladat alapjan P-bélaz e(AB) egyenesre megszerkesztjik az m merdlegest. Ez a k
kort C-ben és D-ben metszi.

2°. Felvesszilk a CO és DO egyeneseket, ezek k-tE-ben, illetve F-ben metszik.

3°. Felvessziik a BF és BE egyeneseket, ezek AC-tG-ben, AD-t H-ban metszik.

4°, Felvessziik a GP egyenest, ez az | pontban metszi e-t.

5°. Végiil IH és m metszeéspontja legyen J, ez a keresett P’ pont, P tikkorképe.

Indoklas: G és H szimmetrikus helyzetti e-re, igy IPJis szimmetrikus haromszog,

Megjegyzések:

Altalinos moédszert kaptunk: P tengelyes tikkrozéséhez elegendé egy G és H tikorkép-pontpar
megszerkesztése (atengelyes szimmetria kozvetitd szerepe).

Problémat jelenthet, ha GP parhuzamos e-vel (I nem all el6). Azonban a modszeriink alapjan
mar E és F tikros helyzetiiek, a szerkesztés veliik is befejezhetd (a 3. és 4. szerkesztési lépés
felesleges). Gyorsabban célt ériink tehat, ha a PF és e metszéspontjat vesszik fel (K), ekkor KE és
m metszéspontja jelol ki P’-t.

A két lehetdség koziil az egylk biztosan végrehajthato, | vagy K valamelyike mindig létezik.

Masodik megoldas (Szepessy Hajnalka 11.a):

1°. O kozéppont, P-natmend Kk kort rajzolunk. A kor A és B pontokban metszi e-t (OA = OB
= OP).

2°. Az 5. feladat alapjan az e egyenesre tetszoleges pontbol m merdlegest szerkesztiink. A
kort m metszi C-ben és D-ben.

3°. CP metszi e-t E-ben.

4°, ED metszi k-tH-ban. Készen vagyunk: P’=H.
Megjegyzések:
Ebben a megoldasban is a pontparok tengelyes szimmetridjat hasznaltuk fel (és a kor

kozvetitd szerepét).

Harmadik megoldas (Kotan Tamas 11.a):
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1°. O kozéppont, P-natmend Kk kort rajzolunk. A kor A és B pontokban metszi e-t (OA = OB
= OP).

2°. Az 5. feladat alapjan az e egyenesre tetszlleges pontbol m merdlegest szerkesztiink. A
kort m metszi C-ben és D-ben, az e egyenest E-ben.

3°. PE metszi k-tF-ben.

4°. AF metszi m-et G-ben.

5°. BG metszi k-tH-ban.

Aliitas: P’ =H.

Bizonyitas (Dobos Sandor): EGFB hurnégyszog, mert GEB/ = GFB/ =90°. (GFB/ =
AFB/ .) Ezért EFG /= EBG/ (keriileti szogek). Ekkor a szogekhez tartozd ivek egyenlok k-ban:
PA = AH. Vagyis H valoban P tikkorképe e-re.

Negyedik megoldas (Kotan Tamas 11.a):

1°. O kozéppont, P-natmend Kk kort rajzolunk. A kor A és B pontokban metszi e-t (OA = OB
= OP).

2°. Az 5. feladat alapjan az e egyenesre tetszleges pontbol m merdlegest szerkesztiink. A
kort m metszi C-ben és D-ben.

3°. PD metszi e-t M-ben.



4°. CM metszi k-t H-ban.

Allitas: P’=H.

Bizonyitasként arra hivatkozhatunk, hogy PCDH az e-re tengelyesen szimmetrikus alakzat,
azaz hurtrapéz.

3. Pont tiikrozése egyenesre egyetlen kor felhasznalasaval — de a kort mas rajzolja meg

Az eddigi szerkesztésekben megszoritd feltétel volt, hogy csak egyetlen kor rajzolhato. Igaz,
ezt Ugy vehettikk fel, ahogy sziikségiink volt ra. Erdekes kérdés vetddott fel az orakon, tovabbi
szigoritasként: mi a helyzet akkor, ha (az egyetlen) kort mas rajzolja meg? Azaz ha a kor, a P pont
¢s az egyenes helyzete mar rogzitett.

Ha az egyenes a kor atmérdje, és a P pont a kdron van, akkor pl. a fenti masodik megoldas
most is alkalmazhato.

7. feladat: Adott egy e egyenes ¢és egy kor, amelynek O kozéppontja az egyenesen van.
Tovabba legyen az adott P pont példaul a koron kivill. Tikrozzik a P pontot az e egyenesre ugy,
hogy tovabbi kort mar nem rajzolhatunk!

Megoldas:

D

A k kor és e két metszéspontja legyen A és B.

1°. Az 5. feladat alapjan az e egyenesre tetszoleges pontbdl m merdlegest szerkesztiink, ez a
kort metszi C-ben és D-ben.

2°. CP metszi e-t E-ben.

3°. Felvessziik az ED egyenest.

4°, P-b6l merblegest hizunk e-re, ez kimetszi ED-bdl a keresett pontot.

Megjegyzések: [smét az abra tengelyes szimmetridjat hasznaltuk ki, csak most a kiilsé P pont
miatt két merdlegest kellett szerkeszteniink. De a szerkesztés ugyanigy lépésenként végrehajthato
akkor is, ha a P pont a koron beliil van.

A kor kozéppontjanak szerepe

Nehezebb a szerkesztési feladat akkor, ha az e egyenes nem atmérdje az adott kornek. Ekkor
yj Otletre van sziikség (ez lesz a trapéztriikk).

Eloszor figyeljik meg, hogy az eddigi szerkesztések soran egyediil a 6. feladat els6
megoldasa hasznalta fel az O pontot, az adott kor kozEppontjat. A tobbi megoldasban O-ra nem volt
szilkség, a korkozéppont ismerete nélkiil is végrehajthatok voltak a szerkesztések.
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A tovabbiakban egy olyan modszert mutatunk, amely harom ekvidisztdns helyzeti pont
esetén alkalmazhat6. (A, B, C egy egyenesen 1évé pontok ekvidisztans helyzetlick, ha pl. AB =BC.)
Ha a korabbi szerkesztésekben ismerjik az O pontot, akkor ez alapjan tovabbi megoldasi
lehetéségekhez jutunk, mert ekkor az adott A, O, B pontok ekvidisztans helyzetliek.

8. feladat (segédfeladat — trapéztriikk): Adott az e egyenesen harom ekvidisztans helyzeti
A, B, Cpont (AB = BC). Szerkesztendé csak vonalzoval kiilsé P ponton keresztiil e-vel parhuzamos

egyenes.

Megoldas:

1°. Az AP egyenesen felvesziink egy tetszoleges Q pontot.
2°. Felvessziik a QB egyenest.

3°. Felvessziik a PC egyenest, ez metszi QB-t M-ben.

4°. Felvessziikk a QC egyenest.

5°. Az AM egyenes metszi QC-t D-ben.

Allitas: PD parhuzamos e-vel.

Igazolas: A trapézok egy ismert tulajdonsagat hasznaljuk fel. Barmely ACDP trapézban ha az
atlok M metszéspontjan at parhuzamost hizunk az alapokkal, akkor a szarakkal vett E, F
metszéspontokra EM = MF. Emiatt az ACQ kiegészitd haromszog QB sulyvonalan rajta van M; a
szerkesztés soran ennek a tételnek a megforditasat hasznaltuk fel

Alkalmazhatjuk Ceva tételét is az ACQ haromszogben. Az AD, BQ, CP transzverzalisok egy

QP

ponton mennek at, ezért PA.-BC.DQ = QP-AB.CD. Innen @ = ﬂ, ¢s a parhuzamos szelok

DC
tételének megforditasahoz ennyi elég, AC és PD parhuzamosak.

Bevezetiink egy 0y definiciot: ha egy egyenesen adott harom ekvidisztans helyzetii pont, akkor
irdnyegyenesnek nevezziikk. (A trapézrikkel azt mutattuk meg, hogy kiilsé pontbdl adott
ranyegyenessel tudunk parhuzamost szerkeszteni Ugy, hogy csak vonalzot hasznalunk.)

A trapéztriikk segitségével a 7. feladat szerkesztését akkor is el tudjuk végezni, ha a P pont az
adott koron van.

9. feladat: Adott egy e egyenes és egy kor, amelynek O kozéppontja az egyenesen van.
Tovabba legyen az adott P pont a koron. Tikkrozzik a P pontot az e egyenesre gy, hogy tovabbi
kort mar nem rajzolhatunk !



Megoldas:

D

A Kk kor és e két metszéspontja legyen A és B. Mivel A, O, B ekvidisztans pontok, igy e
rranyegyenes.

1°. P-n keresztiil parhuzamost szerkesztiink e-vel. Az igy kapott f egyenes masodszor C-ben
metszi K-t.

2°. Felvessziik a CO egyenest, ami D-ben metsz a kort.

Készen vagyunk: Thalész tétele miatt CPD =90°, igy P-nek e-re vonatkozo tikorképe D.

Még megoldunk két segédfeladatot.
10. feladat (segédfeladat — parhuzamos huzasa): Adott az O kézeépponta K kor.
Szerkessziink csak vonalzo felhasznalasaval kiilsé P ponton keresztiil adott e egyenessel

parhuzamos egyenest!

Megoldas:

VA S S

A feladat tulajdonkeppen harom ekvidisztans pont szerkesztése e-re, mert igy akkor e
ranyegyenes lesz. (Es vele parhuzamos egyenes mar szerkeszthetd a trapéztriikkel.)

1°. Az e egyenes tetszOleges A pontjat 0sszekotjiikk O-val. Az igy kapott f egyenes
metszéspontjai k-val B és C.

2°. f(B,0,C) iranyegyenes, igy az e egyenes egy D pontjabol parhuzamost hizunk f-fel gy,
hogy az egyenes két pontban metssze K-t. A metszéspontokat jelolje E és F.

3°. Az EO egyenes metszi k-t G-ben, az FO egyenes pedig metszi k-t H-ban.

4°. A GH egyenes metszi e-t I-ben.

Allitas: 1A = AD. Ugyanis EFGH téglalap, melyben f kozépvonal, igy a harom parhuzamos
egyenes ekvidisztans pontokban metsz e-t.
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Készen vagyunk: e ranyegyenes lett, a trapéztrikk alkalmazhato.
5°. Az e ranyegyenes segitségével megszerkesztjik a P-néatmend parhuzamos egyenest.

Megijegyzés:

A 2. Ipésben forditva is eljarhatunk: az f(B,O,C) iranyegyenessel parhuzamost huzhatunk a
kor egy tetszOleges pontjan at. Ha pl. az abra szerinti E ponton keresztiil hiizunk parhuzamost,
akkor ez kijeloli a D pontot.

11. feladat (segédfeladat — AB szakasz eltolasa): Adott az O kozéppont k kor, valamint az
A, B, C pontok. Toljuk el az AB szakaszt ugy, hogy az A pont C-be kertiljon!

Megoldas:

A B pont képét jelolie D.

I. eset: Ha A, B, C haromszoget alkot, akkor ABDC paralelogramma, melynek szemkozti
oldalai parhuzamosak.

Ekkor a 10. segédfeladat alapjan parhuzamost hizunk AB-vel C-nkeresztiil, és AC-vel B-n
keresztiill. A két egyenes metszéspontja D.

Il. eset: Ha A, B, C egy egyenesbe esik.

Ekkor viszont az egyenesen kivill eso tetszdleges pontba eltolhatjuk az AB szakaszt (l. eset).
Az igy kapott 4’B’ szakasz és C mar nem esik egy egyenesre, alkalmazhatjuk az I. eset
szerkesztését: az A'B’ szakaszt eltoljuk tgy, hogy 4’ C-be keriiljon.

4. Ha tehat a kor mar adott a szerkesztés kezdetekor
A 8., 10. és 11. segédfeladatokkal most mar elvégezhetjik a kitlizott szerkesztésiinket.

12. feladat: Adott egy egyenes, egy kiilsé P pont és egy O kézEépponta kor. Tikrozzik a P
pontot az egyenesre Ugy, hogy tovabbi kort mar nem rajzolhatunk !

Megoldas:

k




I. eset: Ha az adott e egyenes metszi a k kort, akkor a metszéspontokat jelolie A, B.
(Feltehetjik, hogy AB nem atmérd; ezt az esetet a fentickben mar részletesen targyaltuk.)

1°. Az AO egyenes metszi k-tC-ben.

2°. Felvessziik az f(CB) egyenest. Ez merdleges e-re Thalész tétele miatt.

3°. P-bdl parhuzamost szerkesztink f-fel (10. segédfeladat), ez az egyenes D-ben metszi e-t.

4°, Végiil PD szakaszt két lépésben eltoljuk tgy, hogy a P pont D-be keriiljon (11.
segédfeladat).

Az igy kapott DP’ szakasz P’ pontja lesz P tiikorképe.

Il. eset: Ha az adott g egyenes nem metszi a k kort.

Ekkor a kor tetszéleges A pontjabél parhuzamost hizunk g-vel Igy megkapjuk az eloz6 1.
eset e egyenesét, a feladatot visszavezettikk 1. megoldasara. (Es persze akkor is végrehajthatjuk a
szerkesztést, ha g éppen érinti a kort.)

5. Néhany tovabbi lehetoség

A feladattal tehat készen vagyunk, egyetlen kor segitésével tudunk pontot tiikrozni egyenesre.

Természetesen a tanuldinknak szamtalan tigyes oOtletiik van, az aldbbiakban néhanyat
Osszegyljtottem a kinduldsi feladattal kapcsolatban. (Ezekben mar a trapéztrikkkot alkalmazzuk,
azaz nem hasznaljuk fel a magassagpont-féle meréleges szerkesztését.)

Az elemi szerkesztések (parhuzamos szerkesztése, merdleges szerkesztése kiilsd pontbodl,
eltolas) definialasa utan is adodnak tovabbi lehetoségek, de ezekkel most mar nem foglalkozunk.
Az alabbiakban felsorolt néhany egyszeriibb szerkesztés nem (vagy csak részben) hasznalja ezeket a

,hagyagyukat”.

13. feladat (a 6. feladat ujratargyalasa): Adott egy e egyenes és rajta kiviil egy P pont.
Tikkrozzik a P pontot az egyenesre ugy, hogy a szerkesztéshez csak egyetlen kort rajzolhatunk!

I. megoldas: P-natmend K kort rajzolunk, e és k metszéspontjait jelolie A és B (OA = OB =
OP). P-bél parhuzamost hiizunk az e iranyegyenessel, €z C-ben metszi a kort. Végiil CO metszi k-t
a keresett D pontban.

(Ez kEnyegében megegyezik a 9. feladat megolddsdval, csak most mi vettiik fel a kort.)

Tovabbi megoldasok, ha a megrajzolt k kér nem megy at az adott ponton (az el6z6 abrat
hasznaljuk, az adott pontot most Q jelol):

II. megoldas: Q-bol parhuzamost hizunk az e iranyegyenessel (a korrel vett metszéspontok P
¢s C). CO metszi k-t D-ben, PO metszi k-tE-ben. A QPDR téglalap hianyzo R csucsat pl. az atlok
M metszEéspontja segitségével hatarozhatjuk meg: QD metszi e-t M-ben, PM metszi a DE egyenest
R-ben.

II1. megoldas: Hasonldan, most a QCER téglalap hidnyz6 cstcsat szerkesztjik meg.
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IV. megoldas: A befejezés eltér: Q-bol merdlegest allitunk a DE egyenesre, a metszéspont
adja meg R-et. (PD vagy CE ranyegyenes, mert az e egyenessel vald metszéspont ekvidisztans
ponthdrmast hataroz meg.)

Végiil ha az adott pont olyan kiilsé pont, amelyb6l nem tudunk e-vel parhuzamos, k-t metszo
egyenest huzni (az adott pontot S jeloli):

~

m

A

V. megoldas: Osszekotjik S-t O-val, az egyenes a k kort P-ben és E-ben metszi. P-n keresztiil
parhuzamost hizunk e-vel (), ez k-t C-ben metszi. CE metszi e-t F-ben. S-bél merdlegest bocsatunk
e-re (CE ranyegyenessel hizunk parhuzamost, CFE ekvidisztans pontharmas). Ezt az m merdlegest
CO a keresett T pontban metszi: S’ =T,

6. Zaras

Ha mar eddig eljutottunk a szakkoron, akkor talan érdemes Steiner nevezetes szerkesztési
tételét is megbesz€élni. A ,csakvonalzds™ tétel szerint az euklideszi szerkesztések (két egyenes
metszéspontjanak, egyenes €s kor metszéspontjainak, két kor metszéspontjainak szerkesztése)
elvégezheték csak vonalzd hasznalataval is, ha adott a sikkon egy kor. (A kor kozéppontjat
ismerjiik.)
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