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Parabola és kor a koordinatarendszerben

A parabola simuldkérének meghatarozasa elemi
matematikai modszerekkel

Helyezziik a paraboldt a Descartes-féle koordindtarendszerbe ugy, hogy csucsa
az origdoban, fékuszpontja pedig az y-tengelyen legyen (kozponti helyzet(
parabola). Egyenlete ekkor a szokasos jelolésekkel:

y = ax? (1)
A K(u;v) kozéppontq, r sugaru kor egyenlete:
(x=u)?+(y-v)?=r (2)
A fenti egyenletrendszerbdl kifejezve y-t, ez kapjuk:
a’x* + (1-2av)x? - 2ux + u? +v2-r’=0 (3)

A (3) negyedfokd polinomegyenlet megoldasai adjak a két alakzat
metszéspontjainak (érintési pontjainak) abszcisszdit, amennyiben a két
alakzatnak van k6z6s pontja. Az algebra alaptétele miatt (3)-nak legfeljebb 4
valés megoldasa lehet.

Bebizonyitjuk: barmely Po(xo;yo) ponthoz lehet taldlni még 3 parabolapontot,
melyek Po-lal egylitt egy kor keriletén helyezkednek el. Tegylik fel egyel6re, hogy
Po nem a parabola csucspontja, vagyis xo#0.

Rajzoljunk egy Po-on atmend olyan egyenest, melynek a parabolaval valé masik
metszéspontja Pi(x1;y1), x120, tovabba PoP: felez6merdblegese nem megy at az
origdn. PoP1 felez6merdblegesének az y tengellyel vald metszéspontjat jeloljuk
C(0;c)-vel. C-t egy CPo sugaru Ki kor kozéppontjanak tekintve, K1 szimmetria-
okokbdl négy pontban fogja metszeni a parabolat: Po-ban, P1-ben és ezeknek a
pontoknak az y tengelyre vonatkozoé tiikorképeiben: Po’(-Xo;y0)-ban és P1’(-x1;y1)-
ben. (1. abra). Ezek a pontok egyszeres gyokoket jeldlnek: (3)-ban xo, X1, -Xo, -X1
mindegyikének a multiplicitdsa 1. Nulladrend( metszéspontoknak is nevezziik
Oket, jelezve ezzel, hogy a két gorbének egyik metszéspontban sincs kdzos
érintdje.
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1. abra

A harom pont egyike, pl Po’, a parabola gérbéjén haladva jusson el Po-ba ugy,
hogy a Po’Po szakasz mindig a Po-ba vezetd parabolaiv hirja legyen. Po-ban ekkor
az igy kapott kérnek a parabolaval k6zos érint6je lesz. Mivel az érint6 a szel6k
hatarhelyzete, a Po'Po szel6 a ,taldlkozaskor” kozos érintévé alakul. xo
multiplicitasa tehat kett6. Amikor a harmadik pont, mondjuk P1is a fenti médon
Po -ba ér, Po-ban mar olyan érintési pontot kapunk, amely abszcisszajanak, xo-nak
a multiplicitasa 3. Ekkor madr itt mdsodrendl érintkezési pontja lesz a
parabolanak és az uj, K(u;v) kozéppontu k kérnek. K rajta lesz a Po-ban az érintére
emelt merélegesen — a parabola normalisan.

Amennyiben kikotjik, hogy a — most mar a multiplicitasokkal egyutt
haromszoros — xoés az eredetileg —xi1 (egyszeres multiplicitasu) xs gyok a kor (2)
és a parabola (1) metszéspontjait szemléltessék (2. abra), akkor a gyokok és
egyltthatdk kapcsolatait leiré Viéta-formula alapjan — mivel (3) olyan
negyedfoku egyenlet, melyben a harmadfoku tag egyttthatdja eltlinik, -P1’ olyan
Ps pontba keril, mely x3 abszcisszajara fennall: 3xo + x3 = 0, azaz x3 = -3Xo.
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Po(xo; axg)

2. abra
P; azonban a paraboladnak is pontja, igy ys = 9axo? (3. dbra)
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3. dbra
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Jeldlje K(u;v) annak a kdrnek a kozéppontjat, mely Po-ban érinti a parabolat és

P3-at is tartalmazza.
KP, meréleges lesz a Po-beli érint6re, P;P,pedig hurja lesz a kdrnek.
Hatdrozzuk meg most az y = ax? parabola érint8jét a Po(xo;axo®) pontban!

Egy — a szokasos jeldlésekkel adott y = mx + b egyenes — akkor lesz érint6je egy y
= f(x) gorbének a Po(xo;f(x0)) pontban, ha az egyenes a Po ponton athaladé a
parabolaiven Po-hoz egyre kozelebb keriil6 szel6k hatarhelyzeteként egyetlen
pontban, Po-ban érinti f(x)-et. (a parabolanak minden Po pontjahoz egyértelmden

létezik ilyen érinté).
Esetlinkben f(x) = ax®. A szelSk ugy kdzelitenek Po-hoz, hogy Po’ mozog a gérbén
Po felé (1. abra).

Toljuk el a koordinatarendszert 6nmagaval parhuzamosan ugy, hogy az origd az
érintési pontba keruljon (4. dbra)
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4. abra

Az y = ax? parabola ekkor az
y' =a(x' + xo)* - yo,
vagy y’ = a(x’ + xo)? — axo?
egyenletli paraboldba megy at. Az érint6 az 0 (transzformalt)
koordinatarendszer origéjan halad keresztiil, igy ebben a helyzetben egyenlete
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Yy = mx’ lesz (irdnytényez6je, m megegyezik az eredeti érint6 irdnytényezdjével,
hiszen a koordinatarendszert 6nmagdval parhuzamosan toltuk el). Az érintének
az Uj koordinatarendszerben kapott egyenletét vizsgdlva, m értékét akkor kapjuk
meg, ha azt keressiik, hogy az y’ = mx’ egyenes és a parabola y’ = a(x’ + xo)? — axo?
egyenleteibdl el6allé

mx' = a(x' + x, )2 — ax? (4)
egyenletnek milyen m esetén lesz egyetlen megoldasa?
(4)-bél ax'? +2axy x' —mx' + ax? —ax3=0

ax'? + (2axy —m)x' =0

x' (ax' + (2ax, — m)) =0
ami akkor ad egyetlen megoldast, ha 2ax, =m.

Az érint6 egyenlete igy az eredeti koordinatarendszerben y = 2ax, x + b lesz,
tovabba x = xo esetén ax2 = 2axZ + b, ahonnan b = —ax?.

Az eredeti koordinatarendszerben tehat az érint6 egyenlete:
y = 2ax, x — ax} (5)
az x tengellyel vald metszéspont x koordinatajara pedig fennall:
ax? = 2ax, x — ax@ (5/1)

Az érint6 tehdt az y tengelyt —ax? = —y, -ndl, az x tengelyt pedig ((5)-ben vy
helyére 0 -t irva) x = 2-nél metszi.

Ez az egyenes valdban egy pontban, Po_ban érinti a parabolat.

Az (5/1) egyenletbdl kapott a(x-xo0)’= 0 masodfoku egyenletnek tényleg egyetlen,
kett6s megoldasa van: x = xo.

Az x = xo (az y tengellyel parhuzamos egyenes) is ugyanebben a pontban metszi
a parabolat, de ekkor nincs k6zos érint6: a parabola gorbéje sehol nem lesz
parhuzamos az y-tengellyel, az x = x o egyenes viszont mindig parhuzamos vele,
igy a paraboldanak nem lehet sem szel6je, sem érintdje.

A simulékor (gorbileti kor) egyik definicidja (a mi jeloléseinkkel) a
kovetkezd:([2], 295. oldal) ,,A gorbe Po pontbeli gorbileti korének a gorbe Py, P4,
Po pontjain atmend kornek azt a hatarhelyzetét nevezziik, amikor Po’—>Pg és
P1—>Po egyszerre. A gorbileti kor K(u;v) kozéppontjat a gorbe (parabola) Po
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pontjdhoz tartozé gorbileti kozéppontjanak nevezzik.” (3)-nak ekkor Po-ban (a
kor érintési pontjdban) hdromszoros gydoke van (xo multiplicitdsa 3), igy a kor
masodrendben érinti a parabolat.

[6]- ban a definicid igy olvashato ,a gorbuleti kor legaldbb masodrendben érinti
(a gorbét) az adott Po pontban.”

A Po érintési ponthoz tartozdé K(u;v) gorblleti koézéppont ezutdn mar
megszerkeszthetd, adatai kiszamithatdak.

2
Y = 2axpr — axy

x i
Saxg T + axj -
B 0T : 1 z g 0T 2
2axy 2a 2axy 2a e

5. abra

K(u;v) ugyanis rajta lesz a Po pontban a parabola érintéjére, (5)-re emelt
merdblegesen, az

Yy—Yo = 2ax, (x — xp), (6)
vagyis az)
_ —1 + ax? + 1
Y= Zaxox %o 2a

egyenesen, masrészt a PoP3 szakasz felez6merdlegesén. A felez6pont:
F(-Xo;5ax0?),

a PoPs felez6merdGlegesének az egyenlete pedig ez lesz:

1

—5ax2 = — (-
Yy —oaxg 2ax, (x = (=x0))
+ 5ax§ + !
= x + 5axy +—
y 2ax 0" 2a
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A simulékor kozéppontjanak u, v koordinatait tehat az alabbi egyenletrendszer
megoldasai adjak:

v—axi=— 2ars (u— xq) ”
1 —
v —5ax? = — (—x
L aXg 2ax, (u— (—xp))

—

amib6l —4ax2 = +u

axy

tehdt u = —4a%x$ (7/a)

illetve 2v — 6ax2 = %

azaz v = 3ax? + — (7/b)

2a’

a simuldkor sugara pedig a KP, tavolsag:

2

1
r= \/(—4a%c§ —x0)% + <3ax§ +oo - axé)

= J(4a2x§ +x0)2% + (Zaxg + i)2
2a

1
r= \/16a4x§ +12a%xg5 + 3x§ + .5 (7/c)

Xo = 0 esetén az origd — azaz a parabola csucspontja — négyszeres gyoke lesz (3)-
nak, igy ebben az esetben harmadrend( érintkezésrél beszéllink.
Vizsgaljuk most meg ezt, az Xo=0 esetet!
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6. abra

Felez6merdlegest most nem talalunk, de szamitassal meg tudjuk hatarozni a
simuldkor sugarat. A korkdzéppont nyilvanvald médon a parabola tengelyén,
vagyis az y-tengelyen lesz. A kor egyenlete igy

x2+ (y - v)2 = v? lesz, ahol |v| =r a kér sugara. (2) ekkor igy alakul:

X2+ (ax?-v)2 =2

amibdl

222,

(ax?-v)? +x
illetve x? (a®x*+1-2av) =0 (8/a)

8/a-nak akkor és csak akkor lehet x = 0 négyszeres gyodke, ha

1-2av =0,
azaz v = —
2a
A simuldkor sugara tehat ekkor:
r=|t (8/b)
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Gondolatmenetlink egy geometriai kovetkezményét emlitjik meg:

1. Egy parabolanak és egy kornek legyen 4 kilonb6z6 nulladrend(
metszéspontja. Rajzoljuk meg az altaluk meghatarozott hurnégyszoget. A
négysz0g szomszédos oldalainak felez6pontjait 0Osszekotve egy
paralelogrammat kapunk, a szemben levé oldalak felez6pontjait
0sszekotd egyenesek pedig a paralelogramma atléi. Nem nehéz belatni,
hogy az atldk felez6pontjai az y-tengelyen vannak (az abszcisszak el8jeles
osszege nulla). Mivel a paralelogramma atléi felezik egymadst, az atlok
felez6pontja az y-tengelyen, vagyis a parabola tengelyén van.

7. dbra

Amennyiben az egyik metszéspont pl. Pi(x1;y1) az origd (x1=0, y1=0), azt
elhagyva egy olyan haromszoget kapunk, melynek sulypontja az y-
tengelyen van (8. abra).
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8. abra

A haromszogben barmely két csucs abszcisszajanak 6sszege ugyanis ekkor
a harmadik csucs abszcisszajanak az ellentettje lesz.
Barmely két csucs felez6pontjanak abszcisszaja tehat a harmadik csucs
abszcisszaja ellentettjének a felével egyenld, vagyis a csucsot a szemkozti
oldal felez6pontjaval 6sszekdtd egyenesnek —a haromszog sulyvonaldnak
— éppen a sulypontjaban. S-nek az x-koordinataja lesz tehat 0. Ez pedig
allitasunkat igazolja.
X2+Xx3+x4=0
Xat+ X3 = -X2
2-(xa+x3)/2 = -Xa.-
Eredménylinknek — a koordinatageometriai kovetkezmények mellett —
fizikai kovetkezményei is lehetnek. Lassunk erre is két esetet:

2. A 9. dbran lathatd parabola alaku vajat A(1;1) pontjabdl kezdGsebesség
nélkidl indul egy pontszer(inek tekinthet6, m = 0,2 kg tomeg( test

(surlédas, kozegellenallas elhanyagolhatd). Mekkora erével nyomija a test
anBb (ﬁ;l
2 2

s 7 7 m
gyorsulas értéke g = 10; ).

) pontban a vdjat falat? (Az adatok m-ben értenddék, a nehézségi

Megoldas:

A parabola B (? 1) pontbeli érint6jének egyenlete: y = v2x -

2
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A vajat a B pontban erre az érintére, - egyben a simuldkor érint6jére - meréleges

iranyban tud erét kifejteni, olyan egyenes iranyaban, melynek iranytangense _T;

vagyis az

y=%x+1 (9)

egyenes mentén. (9) egyuttal a B ponthoz tartozé simuldkor kdzéppontjat is

tartalmazza. Az érint6 irdnytangense tga = V2, igy cosa = ‘? (9. bra)

Az egyik erd, melyet a vajat falanak kell kifejteni, a tomegpont ¢ = 0,2kg - 10?2 =
2N sulydnak a lejt6 B pontbeli érint6jének az irdnyara meréleges Gq 6sszetevdje:

V3 V12
G, = mgcosa = ZN? = ~ 1,1547N

O mvz . & B r”r mi1l m
A masik az F, =— centripetalis erd, ahol v= ,/2gh = 2:105om= V10—, &

lecsuszd tomegpont B pontbeli sebessége, r pedig a parabola B pontbeli
simulokorének a sugara, tehat

16 12 3

6+ 4 +
vV2) (v2)  (V2)

2
, 0,2kg107 2 V27 /432
I8Y Fp = = == =""%~0,7698N
4 6,75m V6,75 6,75 27

1
r= + 2 = ,/6,75m = 2,598m,

2

A lecsuszd, m = 0,2 kg tomegl test tehat a B pontban 6sszesen

F=Gy+F,= ( =t )N ~ 1,1547 + 0,7698 = 1,9245N

erével nyomja a vajat falat.

A Kozépiskolai Matematikai Lapok 2869-es fizika feladata (1995. februdri flizet,
megoldas: 1996 janudri fuzet. 51. oldal) tulajdonképpen a fenti feladat m=0,1
kg tomegre, csak ott a legmélyebb pontban, a parabola csucspontjaban kell a
mozgo test altal kifejtett 6sszes erdt kiszamitani (5N).
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Geosa

(z+ V2 +(y—2)=6.75

9. abra

A parabolat tekinthetjik egy forgasi paraboloid tlikor metszetének. Az vy
tengellyel parhuzamosan érkezé fénysugarak ekkor a tikor fellletérdl
visszaverédve, a parabola (illetve a forgdsi paraboloid) féokuszan haladnak
keresztil. A 10. dbrdn ugyanis a parabola tengelyével parhuzamos, a Po(xo;axo?)
pontra érkez6 fénysugar (a 10. dbran (1)-gyel jelolve) a parabola érint6jének

2ax3 _

irdnyaval, (2)-vel, olyan a szoget zar be, melyre ctg a = 2axo

X0
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(xo; —axg)

/

10. abra

F(O;ﬁ)-val jelélve a parabola fékuszpontjat, FPo-nak a parabola tengelyével
parhuzamos irdnnyal, (1)-gyel bezart B szogére a 10. dbra alapjan ezt kapjuk:

1
; _axg—ﬁ_Zaxo 1 _ ctga 1
ctgh = X 2 4ax, 2 2ctga
Eszerint:
_ctgx 1 _ ctg®? a—1 _
ctgp = 2 2ctga 2ctga ctgza,

vagyis a visszavert sugar a fényvisszaver6dés torvénye alapjan a parabola
fokuszan halad keresztiil.

Az y-tengely korul megforgatva a parabola sikjat egy forgasi paraboloid tikrot
kapunk, amelynek megmarad az F(O;ﬁ) fokuszpontja. A parabola-sikban a
csucshoz tartozd simuldokorbdl ekkor homortt gombtiikor lesz, amelynek
tulajdonképpen nincs fokuszpontja, csak a hozzatartoz6 forgasi paraboloid
tikornek. A 6. abra szerint a parabola paramétereinek 40%-aig a homoru
gombtiikor jo kozelitéssel a forgasi paraboloid tiikorrel egybeesik, igy 4-5-sz0r6s
nagyitasig gyakorlatilag torzitdsmentes képet ad (borotvalkoz¢ tiikor). A forgési
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paraboloidnal ez a 40% 0,4°=0,16, ami mar 16%-ot jelent. Csillagiszati
tavesoveknél ez a kozelités azonban mar nem alkalmazhato.

A parabola és kor kolcsonds helyzeteivel kapcsolatos eredményeinket fizikai
kisérletekkel is tudjuk igazolni.

Az 3ltaldnossag megszoritasa nélkil feltehetjiik: a parabola egyenletében y=ax?
—ben legyen a < 0, vagyis a parabolat hozzuk olyan helyzetbe, hogy csucsa az
origdban maradjon, fékuszpontja viszont az y-tengely negativ részére keriljon
(lefelé nyitott parabola).

Drotbdl készitsiink egy parabola alaku gorbét. Sok kozépiskola szertaraban van
ugynevezett rotaciés sztereometriai készlet; egy forgastestek sikmetszeteit
vizsgdld matematikai bemutatdkészlet, melynek tartozéka egy ilyen
paraboladarab. Csucspontjaban felfliggesztve, ez a szimmetrikus paraboladarab
sajat sulya miatt ugy all be biztos egyensulyi helyzetbe, hogy tengelye fliggéleges
lesz. Ezt a tulajdonsagat akkor is megtartja, ha egy, a parabolat metsz6 kor
pontjaiban egyenld sulyu nehezékekkel terheljiik meg (11/a, 11/b, 11/c dbrak).

( K(u;v) \
[ ]

11/a. abra
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11/b. abra 11/c. abra
Egy biztos egyensulyi helyzetben levd felfliggesztett merev test ugyanis akkor

marad meg biztos egyensulyi helyzetben, ha a felfliggesztési pontra
(forgaspontra) vonatkozé forgatdnyomatékok elGjeles ©sszege 0. A
forgatonyomatékokban (er6 - eré karja) ugyanis most az er6k (a parabolara
rogzitett nehezékekre hatd nehézségi erék) egyformadk, az er6karokra — az erék
tamadaspontjanak abszcisszaira — viszont, mint lattuk, a Vieta-formula alapjan
fennall:

Xo+ X1+ X2+x3=0
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A 12 abraknak megfelelé helyzetben a P, érintési pontba két nehezéket
kell tenni. Ekkor xo+ x1=-2x, (lasd 12.a, 12.b dbrakat)

Pa(x2, ax3)

12.a dbra

e
]

e

12.b abra
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Végezetil a simuldkornek megfelels helyzet (13/a. dbra) és annak kisérleti
igazolasa lathatd a 13/b abran.

Pa(xs; ax?)

13/a. abra
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13/b. abra
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