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1. Elméleti attekintés

1.1. Bevezetés

Napjainkban ismét megjelennek a versenyeken az egészrész és tortrész kifejezéseket tartal-
mazé egyenletek. Ezek megoldasaban, kezelésében szeretnék segiteni.

1.2. Az egészrész fiiggvény

Az egészrész [x] minden valds szdmhoz a nala nem na- .
gyobb egészek koziil a legnagyobbat rendeli, tehat ha L
n<z<n+1 (n€Z),akkor [z] =n és

—

r—1l<[z]<z<[z]+1

A fiiggvény a valés szamok halmazat az egész szamokra
képezi le.

A fluggvény segitségével viszonylag egyszeri példajat mu-
tathatjuk a nem mindeniitt folytonos, monoton fiiggvé- !
nyeknek. A fiiggvénynek minden egész helyen szakadasa

van, az abran minden egyes egységnyi szakasz bal oldali végpontja hozza tartozik a grafi-
konhoz, a jobb oldali nem, tehat ott ,lyukas”.

Ha a fliggvényt lesziikitjiikk az egész szdmok halmazara, az ehhez a halmazhoz tartozo iden-
titas fiiggvényt kapjuk, hiszen minden egész szamnak az egészrésze 6nmaga.

1.3. A tortrész fiiggvény

A tortrész {x} fiiggvényt a kévetkez6 hozzarendelési szaballyal definialjuk:

{z} =2 — [a]
vagy ezt atrendezve
x={x} +[z]

A fiiggvény a valds szamok halmazat a balrél zart, jobbrdl nyilt intervallumra képezi le. Ha a
fuggvényt lesziikitjiik az egész szamok halmazara, ezen a halmazon az azonosan 0 fiiggvényt
kapjuk.

Ezzel a figgvénnyel a gyerekek egyszerti példan megismerhetik a fiiggvények periodicitasat,
tehat nemcsak a trigonometrikus fiiggvények alkalmasak e tulajdonsag bemutatasara!

Y

Y o
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Elméleti attekintés

1.4. Azonossagok

A definiciébdl konnyen kiolvashaték a kovetkezd azonossagok, melyek minden valds szamra

fennallnak. Bizonyitasuk a definiciobol kévetkezik.
1. [[z]] = [z]; ahol x € R
2. {{z}} ={z};aholz € R

3. [+ n] = [x] + n; ahol n € Z tetszbleges egész szam.

4. [n] = n, ahol n € Z tetszbleges egész szam.

5. {z +n} = {x}; ahol n € Z tetszbleges egész szam.

6. {n} = 0; ahol n € Z tetszbleges egész szam.
7. [{z}] =0; ahol z € R

8. {[z]} =0; ahol z € R

9. [z — [z]] = 0; ahol z € R

0; x €l

10. [[z] — x] = {_1' oy

11. {z —{x}} =0; ahol z € R
12. {{z} —2}=0;aholz € R

Hasznosak még a kovetkezd azonossagok is, melyek nem annyira nyilvanvalok, ezért a fel-

adatok kozott kaptak helyet:
13. [a] + [y <[z +y] <[]+ [y]+1
14. [z —y] < [z] = [y]

15. [z] + [y] + [z + y] <[22 + 2y]

16. [[ﬂ—[i . peNt

17 nfz] < [a]; neN*

18. o] + [+ 3] = [24]

19. (2] + :c—l—ilJ—l— x—i—g}:[?)x]

2025. januar 14 — 15. -3 -

Fazekas Matematikai Minikurzus



ST,

Szoldatics Jozsef: Egészrész, tortrész { fm’s Elméleti attekintés

1.5. Megoldasi moédszerek

Az egyenletek megoldédsa soran tobbféle mdédszer koziil valaszthatunk. Talan szerencsésebb
lenne a modszer helyett megoldasi 6tletet irni. Altalaban egy feladat sokféle médon megold-
hatd, itt csak izelitot adnék néhany modszerrdl, eljarasrol.

A médszer végén szerepel kiillon—kiilon a bal és jobb oldal, mint fiiggvény és egyben is.

1.5.1. Definicié haszndalata

Hasznaljuk a definiciot, a keresett kifejezésiinkre kaphatunk 2 egyenl6tlenséget is.

Feladat
Oldjuk meg a {

3r—1 2 1
r } _ = + egyenletet a valés szamok halmazan!

2 3
Megoldas

Az egyenlet bal oldaldn egész szam all, tehat a jobb oldal is egész szam, legyen ez n € Z.
Kapjuk, hogy

{31:—1} 20 +1
=n =n
2 3

3z —1 3n—1
n < <n+1 T = 5
2n+1 2n+ 3 3n—1

A kapottakat felhasznalva

2n—|—1< <2n—|—3
T
3 = 3
2n+1 3n—1 2n+3
< <
3 = 2 3

n+2< -3 <4n+6
2< bn—3 <6

5 < on <9

9
1< < =
= n 5

A kapott intervallumban csak egy egész szam van, tehat n =1 és ebbél x =1 .

Az ellenOrzés a kapott megoldast jonak talalja.

Y Y Y
=P e D
- -
7
: p p
O 1 X O 1 X Ol 1 X
/
d
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1.5.2. Részekre (intervallumokra) bontas

A vizsgalt intervallumot bontsuk részekre. Az ok, hogy ezaltal kézben lehet tartani, hogy
mikor lép at egy tjabb egész értéket az egészrész fiiggvény.

Feladat

Oldjuk meg a 3 [z] = [2z] egyenletet a valés szdmok halmazan!

Megoldas
Mivel [2z] értéke akkor véaltozik, ha x tortrésze vagy 0 vagy 0,5, ezért a vizsgalatot bontsuk
fel e szerint.

Intervallum (n € Z) | [2z] Egyenlet Megoldas
1 1
n§x<n+§ 2n 3:-n=2n n = 0; 0§x<§

1 1
n+§§x<n—i—1 2n+1|(3-n=2n+1|n=1,; 1—|—§§£L’<2

. ) L, 1 3
Osszesitve az egyenlet megoldasat: 0 < x < 3 vagy 5 <z <2

Y Y Y
(y=30l) y=0s) T
o 1 X O 1 X o1 X

1.5.3. Oszthatosag ,,belekeverése” a feladatba

Feladat

Oldjuk meg a [z — 1] = V

2] + [ﬂ egyenletet a valés szamok halmazan!

Megoldas
Keressiik az ismeretleniinket

v =[z] +{z} =da+ b+ {z}
alakban, ahol a € Z és b € {0; 1; 2; 3}.

I. eset Legyen b = 0; = = 4a + {x} alakd, ekkor egyenletiink

o+ (a1 = [ 1] [0 do)]

R s
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da —1=2a + l{g}] +a+ [{Z}]

4a —1=2a+a
a=1 = 4<xz<bh

II. eset Legyen b = 1; z = 4a+ 1 + {x} alaku, ekkor egyenletiink

a1+ {a}—1) = l4a+12+ {$}] N l4a+1+{x}]

4
o 1=+ o] = oo+ E ] 4 o L2 B
e
da =2a + a
a =0 = 1<z<?2

ITI. eset Legyen b= 2; x = 4a + 2+ {z} alakd, ekkor egyenletiink

da+2+ (o} —1) = [4a+22+ {x}l N [4a+24+ {a:}]

o214 (o] = 20+ 2 [0 20
da+2—1=2a+ [HQ{“] ta+ l%jx}]

da+1=2a+1+a
a =0 = 2<x<3

IV. eset Legyen b =3; =z =4a+ 3 + {z} alakd, ekkor egyenletiink
4 3 4 3
[a + 3+ {z} — 1] :[ o 2+{x}] + [ ot 4+{x}]
34 {z} 34 {z}
. ] n [ 3
3 +2{x}] s ls + {x}l

4a+3—1+[{x}]:l2a+

4 2 =2
a + a—l—[ 1

da+2=2a+1+a

Osszefoglalva a kapott intervallumokat: —1 <z <0 vagy 1 <2 <3 vagy 4<z<5.

2025. januar 14 — 15. Fazekas Matematikai Minikurzus
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R, Ll . 1Y
[yz[x—l]\ | Jy=13+[3
o )
o 1 X o 1 X
Y \
o 1 X

1.5.4. Tortrész fiiggvény ,atirasa”

Feladat
Adjuk meg a — = {z} egyenlet azon megoldasat, melyre 2024 < x < 2025 intervallumba
x

esik.

Megoldas
Az adott intervallumban a tortrész figgvény az y = x — 2024 fiiggvény lesziikitése. Kzt
hasznalva az egyenlet megoldasdhoz

1
> {z}
1
—=x—2024
x
0 =2 — 2024z — 1
 14+v2024% + 4
T12 = 9
2024 — /4096580 2024 + /4096580
T, = ; To =
1 2 ) 2 92
Mivel z1 < 0, ezért a keresett gyok
. 2024 + /4096580 2024 + 4
2 V4096580 + 2024

2025. januar 14 — 15. -7 - Fazekas Matematikai Minikurzus



Szoldatics Jozsef: Egészrész, tortrész { fm’ Elméleti attekintés

Y Y [ R Y
[ |
y=71 (y = {x}j |
. J \
N i Ut st )
O 1 X O 1 X O 1 X
2. megoldas
A keresett megoldas egészrésze 2024. Ezt kihasznélva
1
> {z}
1
e s
[z] + {x}
1
2004+ (o}
0= ({z})* +2024 {z} — 1
Ez az egyenlet {z}-re nézve méasodfoki, melynek megoldasa
—2024 + /20242 + 4
€T =
1,2 5
—2024 — /4096580 —2024 + /4096580
Ty = vagy Ty =
2 2
Mivel z; < 0, ezért a megoldas tortrésze
(2} = —2024 + /4096580
B 2

és a gyok

2024 + —2024 + /4096580 2024 + /4096580
r= -
2 2
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2. Feladatok

2.1. Azonossagok igazolasa

—_

. Igazoljuk a kovetkez6 azonossagot a valds szamok halmazan:

2] + [y <[z +y] < [2] + [y +1

[\)

. Igazoljuk a kovetkez6 azonossagot a valds szamok halmazan:

[z —y] < [z] = [y]

w

. Igazoljuk a kovetkez6 azonossagot a valds szamok halmazan:

[2] + [y] + [z + y] <[22 + 2y]

W

. Igazoljuk a kovetkezd azonossdgot a valds szdmok halmazan, ahol n € NT.
=]} _ m
n| Ln

. Igazoljuk a kovetkez6 azonossagot a valds szamok halmazan:

ot

n[z] < [nz]; neNT

D

. Igazoljuk a kovetkez6 azonossagot a valds szamok halmazan.

2] +

T+ ;} = [27]

J

. Igazoljuk a kovetkez6 azonossagot a valds szamok halmazan.

[x] + T+ 2} = [3z]

x+1}+
3

3

oo

. Igazoljuk a kovetkez6 azonossagot a valds szamok halmazan.

3

[z] + x+ } = [4x]

4 4

_|_2:|+
T
4

1
l’+:|+

2025. januar 14 — 15. -9 - Fazekas Matematikai Minikurzus



ST,

Szoldatics Jézsef: Egészrész, tortrész fm?

Feladatok

2.2,
9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Linearis egyenletek

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szdmok halmazan.

20 4+1]=5

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

{20 +1} =0

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

22] =2

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan.

2z] =2 -1

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

[22] = [x]

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok halmazan.

2] =[] — 1

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

2 [x] = [22]

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

[z] + x = [27]

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valdos szamok halmazan.

[z + 3] =3+ [7]

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok halmazan.

92] =9

2025. januar 14 — 15. - 10 - Fazekas Matematikai Minikurzus
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Feladatok

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

2[z] =5{x+2}

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

2{z} =5[z+2

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szdmok halmazan.

2x] =2[z] — 1

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan.

[2z] =3z —1

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

el -

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

ool

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

[z] + [22] + [3z] = [62]

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

[m ulh [393]1 .

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

X

2

X

6

r—1=

3

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

1= ]

2025. januar 14 — 15. - 11 - Fazekas Matematikai Minikurzus
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29. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazéan.

Px+ﬂ__wx—7
8 5

30. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valds szamok halmazéan.

[5:6—1—3} _6:c—1
6 5

31. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valds szamok halmazéan.

e[

32. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valds szamok halmazéan.

[ —2] =

:L’—i—Q}
3

2.3. Nem linearis egyenletek

33. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

okl — 90 41

34. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazéan.

27 =2z + 1

35. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valdés szamok halmazan.

3 =32+ 1

36. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

[3°] =3z +1

37. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazéan.

dor +1
8 5 — 27:1571

2025. januar 14 — 15. - 12 - Fazekas Matematikai Minikurzus
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Feladatok

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

dr +1
N 3 _ 9201

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan.

[acg} + [xz} +[z]={z} -1

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szdmok halmazan.

[x]zl—i—{f—l}

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan.

* 2] =3

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

2% —2 =[[z] — 7]

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

o? —[2] = 6{z}

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szdmok halmazan.

[mg} —x=6{x}

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan.

2] —2[2?] = {2} -1

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

) =1

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan.

3)-

2025. januar 14 — 15. - 13 - Fazekas Matematikai Minikurzus
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Feladatok

2.4.
49.

50.

2.5.
51.

92.

53.

o4.

29.

26.

57.

28.

29.

Egyenletrendszerek

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szdmok halmazan
r+y="7
r+{y} =6

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szdmok halmazan
r+y=3
[z +{y} =7

Variaciok egy feladatra

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valés szamok halmazan

(o

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valés szamok halmazan

f ooy

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szdmok halmazan

{x+M=5

xy =6

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szdmok halmazan

{u+m=5

xy =6

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szamok halmazan

{u+m=5

[zy] = 6

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szamok halmazan

{ [t+yl=5
zlyl =6

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szdmok halmazan

{w+M=5

[zy] =6

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szdmok halmazan

{m+ﬁﬁ=5

Ty =06

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szamok halmazan

friv=s

2025. januar 14 — 15. - 14 - Fazekas Matematikai Minikurzus
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60.

61.

62.

2.6.
63.

64.

65.

66.

67.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamok halmazan

{ [z] +{y} =5

xy =6

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valds szamok halmazan

{ [z] +{y} =5
{zr}ly] =6

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valds szamok halmazan

{ [z +{y}] =5
xy =6
Vegyes feladatok

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szdmok halmazan.
[ =1 = {z}

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.
[z] + [x] = {«}

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valds szamok halmazan

r+2[y] =5
3x —by =2

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valds szamok halmazan

[z +2y] =4
3r —5y =1

Hatarozza meg azokat az x, y, z valds szamokat, amelyek megoldasai az alabbi egyen-
letrendszernek:

z+ [yl +{z} =34

[z] +{y} +2 =4,

{2} +y+[z] =53

Arany Déniel 2013/2014, Kezdék Dénté fordulé 1. feladat

2025. januar 14 — 15. — 15— Fazekas Matematikai Minikurzus
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3. Megoldasok

A feladatok megoldasa szerepel a kovetkezOkben. Nem csak az itt megadott moédon oldha-
tok meg a feladatok, hanem mas modszerrel is eredményt lehet elérni. Minden megoldas
(majdnem minden) kiilén oldalon kezdédik, ha ki kell méasolni, egyszer(ibb legyen.

A megoldasok végén tobb esetben szerepel kiilon—kiilon a bal és jobb oldal, mint figgvény
és egyben is.

3.1. Azonossagok igazolasa
1. Igazoljuk a kévetkezo azonossdgot a valos szamok halmazan:

2] + [y <[z +y] < [z] +[y] +1

Megoldas
Hasznaljuk a definiciot, azaz
x=[z]+{z};  y=[+{y}
Ekkor kapjuk, hogy
[z] + [yl <z 4y =[o] + [yl +{z} +{y} <[z] +[y] +2
[2]+ [yl <@ty <[z]+[y] +2

hiszen
0<{z}<1 és 0<{y} <1

Vegyiik az egészrészét az egyenlStlenségnek és hasznaljuk az azonossagokat

[zl + ] <lz+y] < =]+ [y +2]
[+ < le+y] < [o]+ 1y +2
[+ <[zr+y < [o]+[y]+1
Tehat azonossaggal van dolgunk.
Egyenl6ség a bal oldalon, ha
{z} +{y} <1
Egyenléség a jobb oldalon, ha
L<{x}+{y}

2. Igazoljuk a kévetkezd azonossagot a valds szamok halmazdn:

[z —y] < [z] = [y]

Megoldas

Alkalmazzuk az 1. feldatban szerepl6 egyenlotlenség bal oldalat y és x — y szamokra
[yl + [z —y] < [2]

ezt atrendezve kajuk a bizonyitando6 allitast
[z —y] < [z] =[]

Egyenl6ség csak akkor, ha
{zr—yr+{y} <1
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3. Igazoljuk a kovetkezd azonossagot a valos szamok halmazdn:

[2] + [y] + [ + y] <[22 + 2y]

Megoldas

Alkalmazzuk az 1. feldatban szereplé egyenlotlenség bal oldalat egymas utan kétszer
[+ +lz+y <lz+yl+z+y] <[z +y) + (@ +y)] =22+ 2y

Egyenl6ség csak akkor, ha
1
{z} +{y} < L; és le+y} <3
4. Igazoljuk a kovetkezd azonossdgot a valds szdmok halmazdn, ahol n € N*.
) _ m
n| In

Megoldas

[rjuk fel most az n -nel valé osztdsi maradék szerinti az ismeretlent
r=na+b+{zx}

lakban, ahol b € {0; 1; ...; (n—1)} ésa€ Z
Az egyenlet bal oldala:

il e B e R G R

n n n

n
<-—=1
n

[:p] _ lna+b+{x}] _ la+b+{$}1 .

n n

b+{x}<b+1< (n—1)+1_@_1

hiszen 0 < <
n n n n

Az egyenlet bal oldala és a jobb oldala minden szoba johet6 értékre megegyezik, tehat
azonossaggal van dolgunk.

5. Igazoljuk a kévetkezd azonossagot a valds szamok halmazdn:

n[z] < [nz]; n € N*

Megoldas

Alkalmazzuk az 1. feldatban szerepl6 egyenlotlenség bal oldalat egymas n — 2-szer

nle] = [a] + o]+ 4 o] = [a] + [2] + [o] + [2] + .+ [7]

n darab n—2 darab
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< [2z) + [z] + [z] + .. 4 [2] = 22] + [2] + 2] + 2] + ... + 2] <

n—2 darab n—3 darab
< Ba]+[x]+[z]+ ...+ [z] < ... <[nz]
n—3 darab
Egyenléség akkor, ha
1
{z} < -

6. Igazoljuk a kovetkezd azonossagot a valds szamok halmazan.

[x] + {x + ;} = [27]

Megoldas

Vizsgéljuk egyenletiinket két részre bontva!

1

I. eset Legyenn <z <n+ g M€ Z, ekkor [x] =n és
1 1
n—|—§§m+§<n—l—1 2n<2r<2n+1
1
[x—f—Q] =n [2z] = 2n
Ekkor a megoldandé egyenlet:
n+n=2n

Azaz azonossaggal van dolgunk.

1
II. eset Legyenn+§ <z <n+1,neZ ekkor [z] =n és

1 3
n+1§x+§<n+§ 2n+1<2xr<2n+2

1
[m—{—z]:n—{—l 2z] =2n+1
Ekkor a megoldandé egyenlet:
n+n+1)=2n+1

Azaz azonossaggal van dolgunk ebben az esetben is.

Osszefoglalva: tvizsgaltunk minden esetet és mindig azonossagot kaptunk.

7. Igazoljuk a kévetkezd azonossdgot a valos szamok halmazdn.

T+ 2} = [3x]

:c—irl}—i—
3

o)+ |+ 5

Megoldas
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Vizsgaljuk egyenletiinket harom részre bontval

1
I. eset Legyenn <z <n+ P Z, ekkor [x] = n és
1 1 2 2 2
n+§§x+§<n+§ n+§§x+§<n+1 n <3z <3n+1
1

M
x 3} n
Ekkor a megoldandé egyenlet:

2
x—i-g}:n [B3z] = 3n

n+n+n=3n

Azaz azonossaggal van dolgunk.

1 2
II. eset Legyenn+§ §x<n+§, n € Z, ekkor [z] = n és

2 1 2 4
n+§§x+§<n+1 n—|—1§a:—|—§<n+§ n+1<3z<3n+2

1 2
[x—l—g]:n $+3}:TL+1 [3z] =3n+1

Ekkor a megoldandé egyenlet:
n+n+n+1)=3n+1

Azaz azonossaggal van dolgunk ebben az esetben is.

2
ITI. eset Legyen n + 3 <x<n+1l,néeZ ekkor [z] =n és

1 4 4 2 5
n+l1<z+-<n+- n+-<zx+-<n+- n+2<3r<3In+3
3 3 3 3 3
2
[t+1]=n+1 {x—}—g}:n—kl [3z] = 3n + 2

Ekkor a megoldandé egyenlet:
n+n+1)+(n+1)=3n+2
Azaz azonossaggal van dolgunk ebben az esetben is.

Osszefoglalva: atvizsgaltunk minden értéket és mindig azonossagot kaptunk.

. Igazoljuk a kévetkezd azonossagot a valds szamok halmazdn.

[x]+[m+ﬂ+[m+ﬂ +[x+ﬂ = [4x]

Megoldas
A megoldés hasonld az el6zé két feladat megoldasanal lathaté moédhoz, azaz

— Négy részre kell bontani az 1 hosszt intervallumot
— Részenként vizsgalva a kifejezéseket

— Minden esetben azonossagra lehet jutni
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3.2. Linearis egyenletek

9. Oldjuk meg a kiovetkezo egyenletet a valos szamok halmazdn.

2241 =5

Megoldas

Hasznaljuk a definiciot

2z +1] =5
5<2x+4+1<6
4 <2x <5

5
2<r <<
STS g

Y

ot
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10. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn.

{20 +1} =0

Megoldas

Ha
{20 +1} =0

akkor 2x + 1 egész szam

2r+1=n n e 7z

20 =n—1
_n—l
T
Y
S o]l 10X
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11. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valos szamok halmazdn.

2z] =2

Megoldas

Az egyenlet bal oldalan egész szam all, tehat a jobb oldalon is egésznek kell allnia, azaz
a keresett ismeretlen egész szam, ekkor viszont a kétszerese is egész szam, azaz

[2x] =x x €L

2 =x
x =0
A megoldés tehat egyetlen érték.
Y - Y
y=pa) | (v=+)
O 1 X 1 X
Y
1
1 X
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12. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn.

2x] =2 —1

Megoldas

Az egyenlet bal oldalan egész szam all, tehat a jobb oldalon is egésznek kell allnia, azaz
a keresett ismeretlen egész szam, ekkor viszont a kétszerese is egész szam, azaz

[2z] =x — 1
20 =z — 1
r=—1
A megoldés tehat egyetlen érték.
Y | | | TY
y = [22] | T (y=2-1)
O 1 X O X
Y |
|
1
ol /1 X
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13. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn.

[22] = [«]

Megoldas

Vizsgéljuk egyenletiinket két esetre bontval

1
I. eset Legyenn <z < n—l—i, n € Z , ekkor

n<2r<2n+1

[2z] = 2n

Ekkor a megoldandé egyenlet:
2n =n
n =0

1

1
I1. eset Legyenn—|—§§m<n+1,nEZ,ekk0r

2n+1<2x <2n+2
[2z] =2n+1

Ekkor a megoldandé egyenlet:

2n+1=n

n=-—1

1
Tehat 5 <z<0

Osszefoglalva: A megoldésra kapott két intervallum

<r<0

N | —

1
<<= 6 -
<z 5 es

N —
N —

2025. januar 14 — 15. — 24 - Fazekas Matematikai Minikurzus



Szoldatics Jozsef: Egészrész, tortrész fmz Megoldasok
Y L Y
) (vl
1 1
o 1 X O 1 X
Y
ST
o 1 X
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14. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn.

20] = [a] - 1

Megoldas

Vizsgaljuk egyenletiinket két esetre bontva!

1
I. eset Legyenn <z < n+§, n € Z , ekkor

2n<2x<2n—+1

[2z] = 2n
Ekkor a megoldandé egyenlet:
2n =n —1
n=-—1

1
Tehat —1 <z < —3

1
II. eset Legyenn+§§x<n+1,n€Z,ekkor

2n+1< 2z <2n+2

[2z] =2n 41
Ekkor a megoldandé egyenlet:
2Zn+1=n-1
n=-—2
.. 3
Tehat —3 <zr< -1
Osszefoglalva:
A megoldasra kapott két intervallum
1 3
—1§:1:'<—§ és —§§x<—1
3 <z< 1
—_—— x —_—
2~ 2
Y Y Y
y=lz]—1]
1 - 1 1
o1 X O 1 X O 1 X
o y=124]
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15. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valos szamok halmazdn.

2 [x] = [22]

Megoldas

Vizsgéljuk egyenletiinket két részre bontval

1
I. eset Legyenn <z < n+§, n € Z , ekkor

n<2r<2n+1
[2z] = 2n

Ekkor a megoldandé egyenlet:
2n = 2n

1
Azonossagot kaptunk, tehat n <z <n + 3 M e’z

1
I1. eset Legyenn+§§x<n+1,n€Z,ekk0r

2n+1<2r<2n+2

2z] =2n+1
Ekkor a megoldandé egyenlet:
2n=2n—1

Tehat ellentmondést kaptunk.

. 1

Osszefoglalva: n <z <n+ 5 " ez

Y Y Y
O 1 X O 1 X O 1 X
[(v=28 (v=ps BN
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16.

17.

Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet a valos szimok halmazdn.

[x] + 2 = [27]

Megoldas

Az egyenlet jobb oldalan egész szam all, tehat a bal oldalon is egésznek kell allnia, azaz
a keresett ismeretlen egész szam, ekkor viszont a kétszerese is egész szam, azaz

[z] + 2z =[22]; x €L
2 =2z

Azonossagot kaptunk, tehat minden x € Z megoldas.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn.

[z + 3] =3+ [7]

Megoldas

s /2

oldalon, ott a 3. azonossag), tehat minden = € R megoldas.
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Szoldatics Jozsef: Egészrész, tortrész

18. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn.
9z] =9

Megoldas
A definciciot figyelembe véve:
9<9x <10
10
1<z < —
=7 9
Y ©
y=9
o1 X
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19. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valos szamok halmazdn.

2[x] =5{z+2}

Megoldas

Az egyenlet bal oldala egész, és még paros is tehat a jobb oldalon paros egész szam &ll,
azaz

0<{z+2} <1
0<5{z+2}<5

ezen az intervallumon csak 3 paros egész szam van, tehat 5 {x + 2} € {0; 2; 4}

5{z+2} =0 5{r 42} =2 5{z +2) =4
{z+2} =0 {r+2) = o +2) =

fo} =0 (o} = 5 {a} =2

2[a] =0 2[2] =2 2 (2] =4

] =0 [z] =1 2] =2
z = [z} +{z} =0 x:[$]+{$}:; x:[x]+{a:}:154

A megoldasok tehét
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20. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valdos szamok halmazan.

2{z} =5z +2]

Megoldas
Az egyenlet jobb oldala egy 5-tel oszthatd egész szam, mig a bal oldal
0<{z}<1

0<2{z} <2
0<5x+2]<2

Ezen az intervallumon csak egy ottel oszthato szam van, tehat

S5x+2]=0 és  2{z}=0
[z+2]=0 {z} =0
] +2=0

[x] = =2

Tehat
r=[x]+ {x} = -2
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emati,
ety

Megoldasok

21. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdos szamok halmazan.
2z] =2[z] -1
Megoldas

Vizsgéljuk egyenletiinket két részre bontval

1
I. eset Legyenn <z <n+ =, n € Z, ekkor

1
n<zx<n+- 2n<2xr<2n—+1
[z] =n [2x] = 2n
Ekkor a megoldandé egyenlet:

2n=2n—1
Azaz ellentmondéssal van dolgunk.

1
II. eset Legyen n + 3 <zx<n+1,neZ ekkor

n+§§:p<n—|—1 n+1<2xr<2n+2
[x] =n [2z] =2n+1
Ekkor a megoldandé egyenlet:

2Zn+1=2n-1
Azaz ellentmondassal van dolgunk.

Osszefoglalva: atvizsgaltunk minden értéket és mindig ellentmondast kaptunk

Y N Y N
y=[22] o t:
o1 X O 1 X O] 1 X
y=2[z] —1 —
o
2025. januar 14 — 15. -32 -

Fazekas Matematikai Minikurzus



e
Megoldasok

Szoldatics Jozsef: Egészrész, tortrész

22. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

[22] =3z —1

Megoldas
A bal oldalon egész szam &ll, legyen ez n € Z. Ekkor

n=2x]=3z—-1

A bal és a jobb oldal szamolva

n<2r<n+1 n=3r—1
n n—+1 n+1
2_$ t 3
A kapottak egybetétele
Q< n+1 <n+1
2= 3 2
3N <2n+2<3n+3
n<2<n+3
—1<n<2

Ebben az intervallumban csak 3 egész szadm van
n e {0; 1; 2}

1
Osszefliggéssel szamolva

e{z 1)
rell. 2
33

ekkor z =

Fazekas Matematikai Minikurzus
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23. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valdos szamok halmazan.
-]+ g] -
z—5 T+ =22

Megoldas

Vizsgaljuk egyenletiinket két részre bontva!

1
I. eset Legyenn <z <n-+ > n € Z, ekkor

1 1 1 1
n——<x—=-<n n+-<zr+-<n+1 n<2x<2n+1
2 2 2 2
[ 1} 1 +1} [2z] =2
r——|=n-— r+-|=n z] = 2n
2 2

Ekkor a megoldandé egyenlet:
(n—1)4+n=2n

2n—1=2n

Ami ellentmondas, ebben az intervallumban nincs megoldésa a feladatnak.
1
I1. eset Legyen n + 3 <zx<n+1,neZ ekkor

1 1 1 3
n§x—§<n+§ n—|—1§m+§<n+§ n+1<2xr<2n+2

1
[z—}:n {:p—I—Q}:n—I—l [2z] =2n+1
Ekkor a megoldandé egyenlet:
n+(n+1)=2n+1

2n+1=2n+1
azaz azonossaggal van dolgunk.

Tehat a feladat 0sszes megoldasa

1
n+§§:p<n—|—1,n€Z
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Y — Y
|y =[21] |
1 1
O 1 X O 1 X

p—
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24. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdos szamok halmazan.

S N

Megoldas
Vizsgaljuk egyenletiinket négy részre bontval

1
I. eset Legyenn <z < n+§, n € Z , ekkor

1< 1< = +1< +1< +5 In <3z <3n+1
n 2_ac 5 n 5 n 2_x 5 n 5 n < 3x n
1 1
x—Q]:n—l x+2]:n [3z] = 3n

Ekkor a megoldandé egyenlet:
(n—1)4+n=23n

2n—1=3n

A megoldds n = —1 , ekkor —1 <z < —3

1 1
I1. eset Legyenn+§§x<n+§,n€Z,ekkor

1 1 5 1 3
n——gx—§<n n+6§x+§<n+1 3n+1§3x<3n+§

6
1
x+2}:n [3z] =3n+1

1
x—Q]:n—l

Ekkor a megoldandé egyenlet:
(n—1)+n=3n+1

2n—1=3n+1

A megoldas n = —2 | ekkor —g <z < —3

1 2
III. eset Legyen n—l—i <z <n+ 3 n € Z , ekkor

1 1 1 3
n§x—§<n+6 n+1§x+§<n+6 3n+§§3x<3n+2

-4

Ekkor a megoldandé egyenlet:

1
x+2}:n+1 [3z] =3n+1

n+(n+1)=3n+1

2n+1=3n+1
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<z<

| —
Wl o

A megoldas n = 0 , ekkor

2
IV. eset Legyenn—i-g§x<n+1,n€Z,ekkor

—|—1< 1< —l—l +7< +1< +3 3n+2<3x<3n+3
nteSr-g<ntg  ntgsctg<ntg n <3z < 3n
1 1
[x—z}:n [m+2]:n+1 [Bz] = 3n +2

Ekkor a megoldandé egyenlet:
n+(n+1)=3n+2

2n+1=3n+2

1
A megoldéds n = —1 , ekkor az ismeretlen —3 <x<0

Osszefoglalva:
o <z< 5 1<z< 2 L <z<0 L <z< 2
——<r<-—— va — r<-—= va —=-<z agy — <zr < -
3= 9 gy > 3 gy 3= vagy 5 = 3
Y Y

[y
[y

[y
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25. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan.

[z] + [22] + [3z] = [62]

Megoldas
Bontsuk hat részre a vizsgalt feladatot!

1
Legyenn§x<n+6, n € Z, ekkor

1 1 1
n§x<n+6 2n§2x<n—|—§ 3n§3x<3n—|—§ on < 6z <6n +1
[z] =n [2z] =2n [3x] =3n [6x] =6n
gy az egyenlet
n+2n+3n = 6n
ami azonossag.

A tobbi intervallumot kezeljiik ugyanigy, a konnyebb leiras érdekében gytjtsiik tabla-

zatba:
nez [z] | [22] [3x] [6x] | Egyenlet
n<zxr<n+ % n 2n 3n 6n n+2n+ 3n = 6n azonossag
n + é <z<n-+ % n 2n 3n 6n+l [ n+2n+3n=6n+1 ellentmondas
n 4+ % <zr<n+ % n 2n 3n+1 | 6n+2 | n+2n+3n+1=6n+2 ellentmondas

n+%§x<n+% n | 2n+1 | 3n+1 | 6n+3 | n+2n+1+3n+1=6n+3 ellentmondas
n+%§x<n+% n | 2n+1 [ 3n+2 | 6n+4d | n+2n+1+3n+2=6n+4 ellentmondas

n+%§x<n—|—% n | 2n+1 [ 3n+2 | 6n+5 | n+2n+1+3n+2=6n+5 ellentmondéas

Tehat a feladat 0sszes megoldasa

n§x<n+é; n ez
B Y Y, Y
y=[z] | y = [27] y = [37] = y = [67] i
\ | -
O 1 X O 1X O 1 X O 1 X
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26. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdos szamok halmazan.

[EEEIES]

Megoldas

Az egyenlet bal oldala egész szam, ezért a jobb oldal is egész, tehat x € Z.
Ekkor [z] = z, valamint [22] = 2z, [3z] = 3z és [6x] = 6z. Igy egyenletiink:

[EEERESE
6
[x + 2x + Sx: .
6 1
[x] =x

Ez viszont azonossag, hiszen x € Z.
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gematik,
5 ay,,

Megoldasok

27. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdos szamok halmazan.

- Bl

Megoldas

Mivel az egyenlet jobb oldala egész szam, ezért a bal oldalnak is egész szamnak kell
lennie, tehat x € Z.
Keressiik a megoldast a 6-tal valé osztasi maradék szerint, legyen n € Z:

Szam Bﬂ ﬁj {ﬂ Egyenlet

xr =6n 3n 2n n 6bn—1=3n+2n+n ellentmondés
r=06n+1 3n 2n n (bn+1)—1=3n+2n+n AZONOSSAg
r=6n+2|3n+1 2n n (bn+2)—1=Bn+1)+2n+n azZonossag
r=6n+3|3n+1|2n+1| n | (6n+3)—1=Bn+1)+(2n+1)+n | azonossig
x=6n+4|3n+2|2n+1| n | (6n+4)—1=Bn+2)+(2n+1)+n | azonossig
xr=6n+5|3n+2|2n+1| n | (6n+5)—1=Bn+2)+(2n+1)+n | ellentmondés

Osszefoglalva:

re{bn+1; 6n+2; 6n+3; 6n+4}; ne”Z

alaku szamok a megoldasok.
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A4 =
o ER:
Nz g=
< q 8§
o
&0 g &
Q ‘®
= B g
N R
2 8
~Q
a0 -~
vz Mm=z0=u| (g+ug)+(¢c+up)+(g+ug)=1—(IT+ugl) | c+ug | ¢+up | G+ug | IT+ugl =2
n +
REERS
< g c—=rq—=u| (g+ug)+(¢+up) +(g+ug)=1—(0T+ugr) | c+ug | g+up | G+ug | 0T +uUgl =2
. g2 ‘
g T E g-=-=u| (grug)+(e+up)+(F+ug)=1—(6+ucl) |c+ug|e+up | F+ug| 6+ugl==7
I -~
£ oo ce po=2i-=u| (gtug)+(@+up) +(p+ug)=1-(8+ugl) |gtug | c+up | pFug | 8+ugl==x
£ gl L=z0=u| (T+ug)+(c+up)+(e+ug)=T1—(L+ugl) |T+ue | g+up|e+ug| L+ugl=2
<~ <
m g™ mm 9— =z q—=u | (T+ug)+(c+up)+(g+ug)=1—-(9+ugl) | T+ug|g+up | gt+ug | 9g+ugr=2
3 N =
g * S e g=zio=u| (T+ug)+(T+up)+(@+u9)=1—-(5+ugl) |T+ug | T+up|g+ug | gF+ugl==
MZ N 8] |a g Q .
& S sl ‘g B g—=a'1—=u| (1+ug)+(1+up)+(@+ug)=1-F+uer) |T+ue |T+up |g+ug | pHugi==
S G
s~ = g=r0=u ug + (T+up) + (1 +u9) =1 — (¢ +ugT) ug | T+up | 1+u9 | gugr=2
= NORE
| 1)
< < 5 %w c=zrip=u ug 4+ up + (1 +u9) =1 — (g + ugr) ug up | TH+ug | gtugl==x
S ~
Neb) I h D]
£ s mmfkb I[=z:0=u ug +up +ug =1 — (T + ugl) ug uy ug T+ugr =2
o =) — —
:O NS} N
Yl e Mnm Cl—=x[—=u ug +uf +ug =1 —ugl ug ug ugl =T
N N
0 j\S) o)
,m %c SN SEPIOSOIN 1o[uoASH] m% ﬁm ﬁm wezg
3 B S =
kS| S 2 &=
4 S =
N < N
Ne) <2 ] < .
o S T8
g = S = £
Z] O = =3
.= .
2l &
N

re{-12, -8 —6, —4, —3, —2,1,2,3,5,7,11}

Osszefoglalva: A megoldasok:
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29. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valdos szamok halmazan.

[6x+5] 152 -7
8 5

Megoldas
Az egyenlet bal oldalan egész szam all, tehat a jobb oldal is egész, legyen n € Z.

6$+5} 150 -7

=n
8 5
Ekkor
[62:—1—5} 1526 —7
=N =N
8 5
§6x+5<n+1 x:5n+7
15
& —5 << &+ 3
Azaz
8n6—5 §x<8n+3
& —5 m+7 8n+3
< <
6 — 15 6

5(8n—5) < 2(5n+7) <5 (8n + 3)
40n — 25 < 10n + 14 <40n + 15
30n — 25 < 14 <30n + 15
—95 < 14— 30n <15
—39 < —30n <1
39

_ <22
30 =" =30

Ezen az intervallumon csak két egész szam van

n € {0; 1}

T e {7' 4}
15" 5

ekkor
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30. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdos szamok halmazan.

[51‘4—3} 6x — 1

6 5
Megoldas
Az egyenlet bal oldalan egész szam all, tehat a jobb oldal is egész, legyen n € Z .
Ekkor
{51‘4—3] . 6x—1_n
6 1 5
1
< $+3<n+1 x:5n6—i—
6n — 3 6 3
n << n+

Azaz

6n — 3 Sn+1 6n+3
< <
5 I 5)

6(6n—3) <5(bn+1) <6(6n+3)
36m — 18 < 25n + 5 <36n + 18
11n — 18 <5 <11ln + 18

—-18 <5 —-11n <18

23 < —-11n <13

13 23

<7

Ezen az intervallumon levé egész szamok

ne{-1;0 1}

9 1
. 7.1
xe{ 3§ }

tehat
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31. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

=1 |

x—i—Q}
2

Megoldas

Az egyenlet mindkét oldala egész szam, legyen ez n € Z . Ekkor

2
[z —1] =n T ]:n
2
2
n<r—1<n+1 n§$~2|—<n+1
n+l<z<n+?2 n—2<zx<2n

Ahhoz, hogy legyen megoldas teljestilni kell, hogy az intervallumoknak legyen ko6zos
pontja, azaz az intervallumok kezd¢ és végértékére teljesiilni kell, hogy

n+1<2n 2n—2<n+2
1 <n n <4

I<n<4
Igy a lehetséges értékek 2 és 3, az intervallumok pedig

=2 = 3<z<4t N{2<xr<4} = 3<z<4
{” Bse<dfniZse<d) = = 3<az<5

n=3 = {4<zx<b}nN{4<zr<6} = 4<zx<5

Y\\\\ L Y
A ez o
(v=t-1]] s

Of 1 X O 1 X
Y
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32. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

2
-2 = V i }
3
Megoldas
Az egyenlet mindkét oldalan egész szam all, legyen n € Z . Ekkor
2
v } =n [z —2] =n
3
2
ngx—;;<n—|—1 n<zr—2<n+1
n—2<zxz<3n+1 n+2<zr<n+3

Ez akkor fog teljestilni, ha a két intervallumnak van kozos pontja, azaz igaz, hogy

3n—2<n+3 n+2<3n+1
5 1
1 5
§<n<§

Ebben az intervallumban 2 egész szam van, ezek az 1 és a 2.

I.eset n=1
1<z<4 3<xr <4

3<zr<4

II. eset n=2
4 <x<7 4<zx<bh

4<xr<5bh
Osszefoglalva: 3 <z <5

Y\ L TY\ L
| 4K_I_I_A i )
(y=l—2) v="5"]
O 1 X Ol 1 X
Y
o1 X%
|
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Megoldasok
3.3. Nem linearis egyenletek

33. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan

okl — 92z +1
Megoldas
Mivel 2171 > 0 ezért
20+ 1 >0
o1
x _
2

Vizsgaljuk egyenletiinket nyolc részre bontval

1
I. eset Legyen —5 << 0, ekkor [z] = —1

27l =91 +1
1
r=—-—
4

J6 megoldas!

IT. eset Legyen 0 <z <1, ekkor [x] =0

2 =24 +1
x =0

J6 megoldas!

III. eset Legyen 1 < x < 2, ekkor [z] =1

ol =22 + 1
1

T ==
2

Nem jé megoldas!

IV. eset Legyen 2 <z < 3, ekkor [2] =2

22 =21x +1
3

€r ==
2

Nem jé megoldas!

V. eset Legyen 3 <z <4, ekkor [x] =3

2° =27+ 1
7
T ==
2
2025. januar 14 — 15. — 46 —
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Jo megoldas!

VI. eset Legyen 4 < x <5, ekkor [z] =4

2t =22 + 1
15
Tr=—
2

Nem jé megoldas!

VII. eset Legyen 5 <z <6, ekkor [z] =5

2 =21 + 1
31
Tr=—
2

Nem jé megoldas!

VIII. eset Hasznaljuk azt az ismert allitast, hogy 2" > 2n + 3, han > 5
Legyen 5 <n <z <n+1, ne N , ekkor

[z] =n
2 > o > on 43 =2n+1)+1> 22+ 1
2l >0 41
Nincs tobb megoldas!
.o 1
Osszefoglalva: x € {——; 0; Z}
4 2
Y Y Y
N
[yzgm\ y=20+1]
O 1 X 1 X 1 X
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e ,

sy

34. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

Megoldas

[2°] =2z + 1

Mivel 2% > 0 ezért [2%] > 0 egész szdm, ami legyen n.

n=2r+1>0

1

r > ——=
-2

Nézziik az egyenletet n értékei szerint 0 < n < 8 esetekre.

Megoldasok

n | Jobb oldal | Megoldas | Bal oldal ekkor
0|20+1=0|2=—3 2°] =0 Jo
1|2e+1=1]2=0=3 | [27] =1 Jo
2| 2041=2|0=4% [27] =1 # 2
3|204+1=3|z=1=2|[2"]=2#3

4 20+1=4|z=3 [27] =2 #4
5|2r+1=5 xz?z;l 2*] =4 #5
6|2x+1=6 x:g [2°] =5 #6

T 204+1=7 :L‘:?):g [27] =8 £ 7
8|2x+1=8 x:; [27] =11 # 8

Legyen n > 9 (x > 4,5). A jobb oldal egyesével né, mig a bal oldal 22 =2 > 14
szeresére valtozik, tehat innentdl biztosan nincs megoldés.

. 1
Osszefoglalva: = € {—2, 0}.

~_°

| i ol
[i 2] (y=20+1] _

iy
[y
[y
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Megoldasok

35. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

30 =32 +1
Megoldas
Mivel 31 > 0 ezért .
3z +1>0; = T > —3
Intervallum [x] Egyenlet Megoldas
1 . 2 ,
——<z<0|[zg]==1|3"'=3x+1]| z=—= | J6
3 9
0<z<1l | [2]=0 | 3%=3z+1 r=0 |J6
1 2
1<x<2 [z]=1 | 3! =3z+1 =3
8
2<z<3 | [¢7]=2 | F¥=3zx+1 r=3 Jo
\ 26
3<x<4 | [z]=3 | 32=3z+1 T=g
Hasznaljuk azt az ismert allitast, hogy
3">3n+4, han>14
Legyen4d <n <z <n+1, n€ N , ekkor [z] = n,
39 >3 > 3n+4=3n+1)+1>3z+1
36 > 32+ 1
| Y‘ Y Y
— y=3r+1 Z
y=3"]
u O /

1 1 1
Ol 1 X @ 1 X fl) 1 X
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36. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

3] =3x + 1
Megoldas
Mivel 3% > 0 ezért [37] > 0
3z +12>0
1
r>— =
- 3
Intervallum Bal oldal | Jobb oldal | Megoldés
1 1
—§§x<0 3] =0 | 0=3z+1 T=-3 J6 megoldas.
0 <z <log,2 3°]=1 | 1=3z+1| x=0 |J6megoldas.
1
logg2 <z <logg3 | [3%] =2 |2=3zx+1 T=3
2
logs3 <z <loggd | [3°] =3 |3=3zx+1 z=3
logsd <z <logsb| [3%] =4 |4=3z+1| x=1
4
logsb <z <logs6 | [3°] =5 |5=3z+1 z=3
5
logs6 <z <logs7 | [3%] =6 |6=3zx+1 z=3
Legyen 7 <n, (n € N) , melyre
[3%] =n 3r+1=mn
—1
n<3*<n+1 x:n3
n§3%1<n+1
Mivel )
3% <n+l1 = n<6

Tehat nincs tobb megoldas.

| Y Y Y /
y=3r+1 /
y =137
/ [
/ /.
of 1 X Ol 1 X O 1 X
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37. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdos szamok halmazan.

4r+1
8 5) — 271‘—1

Megoldas

Alakitsuk at az egyenletet a hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval:

[z + 1
]L 5) | :27{1771
(4 + 1]
(23) I
4o+ 1
3
2 L 5) | :27{1771
4 1
3 [ T } T —1
5
[456 + 1} _7:(; —1
5 3
Az egyenlet bal oldalan egész szam all, tehat a jobb oldal is egész, legyen n € Z .
Ekkor
[41‘ + 1] Tr —1
=N =N
5 3
4 1 3 1
n < i <n+1 = n
5 7
om—1 on +4
Azaz
Sn—1 3n+1 b5n+4
< <
4 - 7 4

7(5n—1)<4(Bn+1) <7(5n+4)
35n —7<12n+4 < 35n + 28
23n —7<5<23n+28

—7< =23n+5 < 28

—12 < —23n < 23

12> > —1
PR n J—
23 —

) 1
Ezen az intervallumon csak egy egész szam van, n = 0 , ekkor z = -
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38. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdos szamok halmazan.

dr +1
8 3 _ 9201

Megoldas

Alakitsuk at az egyenletet a hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval:

(42 + 1]
8 L 5 i :22.%71
(4o + 1]
(23) | 9] _92-1
4r +1
3
2 L 5 :22.%71
4 1
3 [ T } 97 — 1
5
[456 + 1} 2z -1
5 3
Az egyenlet bal oldalan egész szam all, tehat a jobb oldal is egész, legyen n € Z .
Ekkor
[41‘ + 1] 20 —1
=N =N
5 3
4 1 3 1
n < vt <n+1 T = nt
5 2
on —1 on +4
ST <
Azaz
5n — 1 on + 4

1 <z <

omm—1 3n+1 bdn+4
< <

4 - 2 4

bn—1<2Bn+1) <bn+4

m—1<6n+2<dn+4
—1<n+2<4
—3<n<2

5 1
Tehdt n € {—3; —2; —1; 0; 1} , azaz = € {—4; —5 —1; 5 2}
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39. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

[:cﬂ + [mz} +[z]={z} -1

Megoldas
Az egyenlet bal oldala egész szam, tehat egész szam all a jobb oldalon is.

0<{z} <1
—1<{z}-1<0

Ez csak akkor egész, ha a tortrész nulla, azaz egész szam a keresett megoldas. Ekkor

{x?’} - {xz] +[z] ={z} -1
P+t +r=—1
2+ o+ 1=0
(x+1) (22 +1) =0
r=-1, 22+1#0
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40. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

Megoldas
Legyen [z] =n; n€Z ,ekkorn <x <n+1és

=
n?<z?<n®+1

In| <|z] <vn?+1

El6jel szerint bontva az eseteket

I. eset Ha n > 0 Mivel ekkor
vni+1<n+1

ezért

<z <yn?+1
{n_x ne = n<zx<vni4+l1l

n<zr<n+l1
II. eset Han <0

{—\/n2+1<x§n

n<zr<n+l1

Osszefoglalva:

T =n; nez-

{n§x<\/n2+1; n € ZT U {0}
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41. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

@] =1+ {22 -1}

Megoldas

Az egyenlet bal oldala egész, tehat a jobb oldal is egész, azaz

og{ﬁ—4}<1

{2 =1} =0
?-1€7Z

Ezeket hasznalva az eredeti egyenletet

{x2 — 1} =0
[z] =1
1<x<?2
tehat x pozitiv
1<2?<4
0<z’—1<3

Ezen az intervallumon csak harom egész szam van, tehat

0; = r=1
2 —1=141; = =12
2; = r=1+/3
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42. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

(2] =3

Megoldas

Atrendezve az egyenletet
z® =3 + [z]

a definiciét haszndlva, legyen [z] = n; n € Z, ekkor 23 = n + 3 és

n<zr<n+l1
n® <2< (n+1)°
n* <3+n<@m+1)°

Ez nyilvanvaléan n = 1-re igaz csak. Ekkor

z = V4~ 1,587401052

—
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43. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

2% — 2 =[z] — 7]
Megoldas

Az egyenlet jobb oldalat gondoljuk meg, hogy mit jelent:

x =[x] + {x}
o] 2 = — {a}
([z] — 2] =[—{z}]

Mivel a tortrészrél tudjuk, hogy

0<{z}<1
-1 < —{z} <0
Ezért

_Jo {z} =0, vcZ
[_{x}]_{—l {z}>0;, ¢ 7Z

23:_2_{0 {z}=0; z€Z

Ekkor egyenletiink

-1 {2}>0;, 2 ¢Z
Megoldva
€L x ¢ 7
2¥ —2=0 2" —2=—-1
2¢ =2 2¢ =1
A feltételek miatt csak az x = 1 megfeleld.

Y

_ /A
P
2025. januar 14 — 15. — b7 —
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44. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

a? — [z] = 6 {x}
Megoldas
Atalakitva
— [z] =6 {x}
— [z] = {z} =5{z}
2? —x =5{z}
A definiciét hasznélva
0<5{z} <5

0<z>—x<5

0<z?—2z 2 —x <5h
r<0vagyl<uz 1_2\/ﬁ<x<1+2\/ﬁ
Az eredeti egyenletet {x}-re megoldva
— [2] =6 {x}
([2] + {ﬂf}) [] 6{36}
{}* +2{a} ([a] = 3) + [2]* — [2] =

{2}y, =3 = 2] /9 = 5[z]

Végignézve [x] lehetséges értékeit

Intervallum [z] | 0 <{z} <1 | Megoldas ([z] + {z})
1_2\/ﬁ <z<-1|-2| 5+19
Jo: 5 —+/19 3-V19
—1<2z<0 —1| 4+V14
Jo: 4 — /14 3—V14
0<zr<l1 0 3£3
Jo: 3—-3 0+0=0
1<z <2 1 2+2
Jo: 2 —2 1+0=1
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45. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

[xﬂ —x=06{x}

Megoldas

Atrendezve egyenletiinket
2% =2+ 6{z} = [2] + {a} + 6 {z} = [2] + 7 {z}
Egyenletiink bal oldaldn egész szam 4ll, akkor a jobb oldalan is az 4ll, tehat
7{z} €Z

0<7{zx} <7
7{z} €{0;1;2;3;4;5;6}

123456
() e {o; ffffff }
Most x nagysagrendjét megbecsiilve
1< {xﬂ <z?
P_r—1< [952} —r<zt—z
P —r—1<6{z}<a®—2z

22— <6 és O0<a®P—z+1

—2<x<3
[z] e{—-2; —1; 0; 1; 2; 3}

Figyelembe véve a megoldasra kapott becsléseket, [x] és {x} értékei:

-2 -1 0 1 2 3
0 - - r=0 z=1 - -
1 6
- — T = —— — — _
7 7
2 — — — — —
7
3 17
— — _ — r=_— -
7 7
4 10 18
7 7 7
5 19
— — _ — r=_— -
7 7
6 20
e — — — rT=— -
7 7
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46. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

2] —2[2?] = {2} -1

Megoldas

Az egyenlet bal oldalan egész szam all, tehat a jobb oldalon is egésznek kell allnia, azaz
a tortrész csak a nulla lehet. A keresett ismeretlen egész szam. Ekkor

[xﬂ -2 [132} ={z} -1

zt -2t =—1

<x2—1>2:O
z? =1
r=+1
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47. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

-

Megoldas

A nevez6 nem lehet nulla, azaz
{z} #0; = 0<{z}<1

Tehat x nem egész szam. Legyen [z] =n (n € Z"). Ekkor

= [z] =n

ll

{z}
1

n<—<n+1

{z}

1
< <—
n—+1 {z} n
Azaz
(2] + ——— < la] + {z} <[a] + ~
n + <zr<n+4+ —
n n
Mivel z nem lehet egész, ezért a megoldas
3
—<xr<?2 n=1
2 1
n + <zx<n+-— n>1
n+1 n
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48. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.
1
=)
)
Megoldas

Legyen [z] =n (n € Z\ {0}) , ekkor

Ha n = —1, akkor

Ha n < —1, akkor

-1<—-—<0
n
1 1 n—+1
il G I _
{n} n+ n {z}
r = [z] + {z}
n+1 n?+n+1
r=n-+ =
n n

Ha n =1, akkor

CROENE

z = [z] +{z}
r=14+0=1
Ha 1 < n, akkor
0<7ll<1
-1t
z = [z] +{z}

r=n+0=n

Azaz a megoldas

n?+n+1
_ n<—1
n n?’+n+1 ]
T = _17 n=-—1 = T = n ) n >
1, n = n, 1<n
n, 1<n
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3.4. Egyenletrendszerek

49. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszert a valés szamok halmazdin
r+y="7
z+{y} =6

Megoldas

Az els6 egyenletbol a masodikat kivonva

y—{yt=1
[yl =1
1<y <2
és ekkor
r=T—y
vagy paraméteresen felirva
r=06-p
ahol 0<p<1, pelR
y=1+p
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50. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamok halmazdn

{x+y:3
[z] +{y} =7

Megoldas

A masodik egyenlet szerint

- [z] egész szam

-{y} =7 — [z] is egész ezek szerint
- Mivel 0 < {y} <1 és egész tehat

{y} =0, = yel

2] =7

Az els6 egyenlet szerint x + y = 3 és y egész szam, ezért x is egész szam, azaz

Innen
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3.5. Variacidk egy feladatra

51. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszert a valos szamok halmazan

r+y=>5
[ry] = 6
Megoldas
A masodik egyenlet szerint
[zy] = 6, = 6<xy<T7

tehat x és y azonos eldjeliiek, az elso egyenletet figyelembe véve mind a kett6é pozitiv.

rT+y=>5
Yy=0—1x

[zy] =6

[x(b—z)] =6

A definiciot hasznélva:

6<zx(b—12)<7
6<br—at<T7

Kiilon vélasztva a két egyenlotlenséget

6 < 5z — 2 Sr—at <7
2 =52 4+6<0 0<az’—b5x+7
2<zx<3 Vr € R
2<x<3
Tehat osszefoglalva,
{x—p ahol 2<p<3, peR
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52. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valdos szamok halmazdn
T+y=2>5
zly] =6
Megoldas

A maésodik egyenlet szerint xy pozitiv, tehat x és y azonos el6jeliiek, az elsé egyenletet
figyelembe véve mind a ketto pozitiv.

Tr+y
y=955—1x
z [y]
z[bh—z]=6
6 n
b—z]=—-=mn neN
x
A definiciét hasznalva:
b —xz|=n

n<bh—xr<n+1

6
n<b——<n+1
n

n?<s5n—-6<n’+n

n?<5n—6 5n—6<n®+n
n*—5n+6<0 0<n®>—4n+6
2<n<3 YneN
A kapott intervallumon csak 2 egész szam van, tehat
n=2 = r=3; y=2
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53. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamok halmazdn

{ ier:[y(]3 =5

Megoldas

A masodik egyenlet szerint xy pozitiv, tehat x és y azonos elGjeliiek, az elsé egyenletet
figyelembe véve mind a ketto pozitiv.

0<[yl; O<u=
Mivel z = 5 — |y|, ezért z is egész szam
rezt
Foglaljuk tablazatba x lehetséges értékeit, vegyiik figyelembe, hogy

O<x<d é& 0<y<5

x|y=— [y] | Megfelel6?
50 12 |1 -
Al 15 |1 36
3 2 2 Jo
2 3 3 Jo
1 6 6 -
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54. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valdos szamok halmazdn

Megoldas

{ U[nyiy(]; =5

A masodik egyenlet szerint xy pozitiv, tehat x és y azonos elGjeliiek, az elsé egyenletet
figyelembe véve mind a ketto pozitiv.

S5r<a’+46
0<z’—5x+6

r <2 vagy 3<=x

6
y=—
x
[t+y]=5
6
r+—|=5
z
6
5<x+—-<6
T

5 < 2%+ 6 < 6x

22+ 6 < 6x
22 —6x+6<0

3-V3<z<3+3

3—V3<x<2 vagy 3<z<3+V3
Tehat osszefoglalva,
6 ahol vagy peR
y= p 3<p<3++3
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55. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamok halmazdn

{ [t+yl=5
[zy] = 6

Megoldas

A masodik egyenlet szerint xy pozitiv, tehat x és y azonos el6jeliiek, az elsé egyenletet

figyelembe véve mind a ketté pozitiv. Vezessiink be 1j ismeretleneket x + y és xy
helyett.

5<z+y=a<6; a € R
6<azy=0<T; be RT

Ekkor a megoldandé egyenletrendszer

{x—i-y:a

xy=>=
Megoldva
—a ++a? —4b —a —+va? —4b
xl g 7 Z/l pr—y
2 2
—a —+va? —4b —a++va?—4b
To = 9 y Yo = 5

ahol a paraméterekre

5<a<6 és 6<b<T7 (a*—4b>0)

b / 74
@ D =
//
~ | “ 6
Ol 1 a —>
5 6 @
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56. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valdos szamok halmazdn

{ [t+yl=5
zly] =6

Megoldas

A masodik egyenlet szerint xy pozitiv, tehat x és y azonos el6jeliiek, az elsé egyenletet
figyelembe véve mind a ketto pozitiv.

A definiciét hasznalva:
[t+y]=5

b<zr+y<6
Foglaljuk téblazatba [y] lehetséges értékeit:

ly] | x = [S] b <x+y<6 | Megfelel6?
1 6 - _
2 3 2<y<3 Jé
3 2 3<y <4 J6
4 1,5 4<y<4,5 Jo
) 1,2 - _
6 1 - _
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57. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valdos szamok halmazdn

{:If+[y]:5

Megoldas

[zy] =6

A masodik egyenlet szerint xy pozitiv, tehat x és y azonos el6jeliiek, az elsé egyenletet

figyelembe véve mind a kettd pozitiv. Az elsé egyenlet szerint x egész.

Tovabba

0<[yl <4és1<a <5

Foglaljuk tablazatba = lehetséges értékeit:

reNésb6<lry<T7

x | [yl =5 — x | Lehetséges y xy Jo?
1 4 4<y<)d |[4<zxy<>H -
2 3 3<y<4 |6<ay<8|3<y<i?
3 2 2<y<3 |6<ay<9|2<y<:
4 1 1<y<2 |4<ay<8|2<y<!?
) 0 0<y<1l |0<2y<h -
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Megoldasok

58. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamok halmazdn

{x+{y}=5

xy =6

Megoldas

Az els6 egyenletbdl kapjuk
4<zr=5—-{y} <5

Fejezziik ki y-t mind a két egyenletbol

{x+{y}:5 . {{y}

xy =6 Y=

SHE=M

Tehat 1étezik olyan n € Z+

6
—=n-=x
T
6 = nr — x>
2 —nr+6=0
n++vn?2—-24
Tipg=—"""F" "

2

n?—24>0 = n>5

Az egyenlet gyokeire
4 <xr<5H

/m2 _

8<n++vn2—-24<10
8—n<vn?2—-24<10—n

5—=x
-

6
}:5—x

X

8—n<vVn?2—24 = n>6 vn?2—-24<10—-n = n<6

Ekkor a kapott gyokok

2
:6+2\/_=3+\/§
y=3-V3

2025. januar 14 — 15. - 72— Fazekas Matematikai Minikurzus



ot
RS

Szoldatics Jozsef: Egészrész, tortrész { fm? Megoldasok

59. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valdos szamok halmazdn

T+y=2>5
z{yy =6
Megoldas
A masodik egyenletbol kapjuk, hogy
6
rT=—=>6

)

Fejezziik ki y-t mind a két egyenletbdl

_ =b—=x
{igf}j;g - {iy}=6 - {5_x}:2

Tehat 1étezik olyan n € Z+

=nNn-—2

SHE=2

6 =nx — z°
2 —nr+6=0
_n:l:\/n2—24

2
n?—-24>0 = n>5

x1,2

Az egyenlet gyokeire
6<uw

6 < n+vn?—24
2

12<n+vn2—-24
12—n<vn?2—-—24

8<n

Es a megoldésok
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60. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamok halmazdn

{[x]+{y}=5
xy =6

Megoldas
Az els6 egyenletbdl kapjuk, hogy

{y}zoa y:n€N+

és
6
[x] = 5, F<r=—-—<6 = m<6<6n
n

l<n<

ot O

Ezen az intervallumon nincs egész szam, tehat nincs megoldas!
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61. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamok halmazdan

{ [z] +{y} =5
{z}ly] =6

Megoldas
Az egyenletek szerint mind a kett6 pozitiv.
Az els6 egyenletbdl kapjuk, hogy
{y}=0, y=neN" é [z]=5
A masodikat hasznalva

6
{z} = n>"7

fgy a megolddsok
6
r=5+—; y=n; n>7, neN"
n
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62. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamok halmazdn

{ [+ {y}] =5
xy =6

Megoldas

Az els6 egyenletre a definiciét hasznéalva

[z +{y} =5
5<z+{y} <6
4<xr<6
Innen kapjuk, hogy
6 3
l<—=y< =
T Y 2
6 6
— — :——1
= {2} -2
Ezt az es6 egyenletben hasznéalva
[z +{y} =5
6
[m%——l}zﬁ)
x
6
5<r+—-——1<6
x
6
6<xr+-—-<7
x
6 6
6<x+— r+—-<7
x x
6 < 2°+6 2’ +6< Tz
0<az*—6x+6 2?—Tr+6<0
x§3—\/§vagy 3+\/§§x l<x<6
3+V3<x<6
A megoldast paraméteresen felirva
rT=p
6 3+V3<p<6
y=-
p
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3.6. Vegyes feladatok

63. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valdés szamok halmazan.

2= 1= {}

Megoldas

A tortrész fiiggvény értékkészletét figyelembe véve kapjuk
0<zx<l1
0<|z|-1<1
1<|z] <2

—2<r< -1 vagy 1<x<?2

I.eset -2 <2< —1.
Ekkor a bal oldalra
z] —1=—2—1

a jobb oldalra
{z}=2+2

és az egyenlet megoldasa

2 =1 = {}

—x—1=x+4+2
-3 =2
3
=73
II. eset =z = —1.
Ekkor a bal oldal
|—1—-1=0

a jobb oldal
{-1}=0

Tehat ez j6 megoldas.

III. eset 1 <z < 2.
Ekkor a bal oldalra
lz] —1=2—1

a jobb oldalra
{z}=2-1

és az egyenlet megoldasa

2 =1 = {z}
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r—1=xz-1
Ami azonossag.

3 3
Osszefoglalva: x = —5 vagy T = —lvagy 1 <z <2

Y 1Y
v=k-1), (y=t}]
1 / -
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64. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

[z] + |2 = {«}

Megoldas

s sz

[2] + || = {z}
r—{z}+ [z| = {z}
z+ |z| =2{x}

I. eset: 2 <0
A bal oldal azonosan 0 (z + |z| = x 4+ (—x) = 0), a jobb oldal nullandl nem kisebb.
Egyenléség csak akkor, ha mind a két oldal nulla, ekkor

<N/

II. eset: 0 <z
A bal oldal 1 < z esetén ketténél nagyobb, tehat ha van megoldds, akkor csak a
0 <z < 1 intervallumon lehet. Ekkor az eredeti egyenlet

[z] + || = {z}
O+x==x
azonossagot kapjuk.
Osszefoglalva: = € Z~ vagy 0 < x1
R4 v
y = lz] +al R
y Jy={a}
.
l /
1 X O 1 X
Y
-
yd
1 X
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65. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamok halmazdan

r+2[yl =5
3r — 5y =2

Megoldas

Szorozzuk meg az els6 egyenletet harommal, majd vonjuk ki bel6le a masodik egyenletet

{3x+6[y]:15

3 - By = 2 = 6[y]+5y =13

Hasznaljuk a definiciét

6yl +5y = 13
6yl +5(y]+{y}) = 13
1Myl +5{y} = 13

RN

0<{y} <1

0<5{y} <5
11[y] =13 = 5{y}

8 <11y <13

Itt 11 [y] egy tizeneggyel oszthaté egész szam, ami csak 11 lehet, tehat:

{11[y]=11 N {[y]zl

Sy} =2 vy =
2 7
p— p— 1 _— T —
y=yl+{yt=1+ E=E
Ekkor x =3 .
2. megoldas
Nézzik a feladatot
r+2[yl=5
3r— by =2

Fejezziik ki mind a két egyenletbol y-t

{m+2[y]:5 . { [y]:5;x

3r — 5y =2 y = 3xg
[Sx — 2] 59—z
5 1 2
Itt a jobb oldal egész szam, azaz létezik olyan n € Z, melyre

dD—1x

5 = n rT=95—12n

= 3r — 2

333_2}:” n < ’ <n+1

)
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Azaz
3(0—2n)—2
15 — -2
13 — 6n
n < 5 <n+1

on <13 —6n <5n+5

1In <13 < 1In+5
8 13

= < =
n "=

A kapott intervallumban csak egy egész szam van, ekkor

2025. januar 14 — 15. - 81 - Fazekas Matematikai Minikurzus



sematik,
e ,

Szoldatics Jozsef: Egészrész, tortrész { fm’s Megoldasok

66. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamok halmazdan

[z +2y] =4
3r—Hy =1
Megoldas
Az els6 egyenlet szerint
[z +2y] =4
4<xr4+2y<5

Legyen 4 <p<b5; pe Rés

[z +2y] =4 N r+2y=p
3r—5y =1 3r — 5y =2

Ez utobbit megoldva

rT+2y=p N 3r + 6y = 3p
3r — oYy =2 3r — oy =2

A megoldas
_op+4

11
< .
3p— 2 4<p<b peR

T
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67. Hatdrozza meq azokat az x, y, z valos szamokat, amelyek megolddsai az alabbi egyen-
letrendszernek:
r+ [yl +{z} =34
[z] +{y} + 2 =45
{z}+y+[x]=53
Arany Ddniel 2013/201/, Kezdék Dionté fordulé 1. feladat
Megoldas

A harom egyenletet 6sszeadva kapjuk

20 + 2y + 22 = 13,2
rT+y+z2=06,6

Ebbdl az elsé egyenletet kivonva

(@+y+2) = (z+[y+{e}) =32
rtyt+z—z—[yf—{z} =32
y—lyl+z—{z}=32

{y} + ] =32

A definiciét hasznélva adodik

{y} =02 []=3
a lépéseket a masodik egyenlettel elvégez kapjuk

{z} =01 [y=2
majd a harmadik egyenlettel is elvégezve

{z}=03;  [2]=1

Ezek felhasznaldsaval a megoldasok

r=[z]+{z} =11
y=ll+{yr=22
z=[z]+{z} =33

Az ellenOrzés a kapott megoldast jonak talalja.
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