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frta: dr. Majoros Maria

A tandri palyam kezdetén az egyik tanitvanyomnak az exponencidlis és logaritmikus
egyenletek megoldasat tanitottam. A gyerek nagyon nehezen indult a megoldasoknal. A
Iépéseket kiilon-kiilon értette, mégsem allt 6ssze nala a kép mikor milyen Osszefiiggést kell
alkalmazni, lépésenként megakadt. A magyarazatra mar minden lehetséges matematikai
eszkozt bevetettem, mégsem jutottunk eldre.

Az egyik egyenlet megoldasa kozben megallt, és pontosan megfogalmazta a
problémajat: Minden 1épést ért, de azt egyaltalan nem latja, hogy egy adott esetben melyik
Osszefliggésre hivatkozva csinaljon atalakitast. Ekkor keriilt sorra a kovetkezohoz hasonlo
egyenlet:

1g2x + 1g(5x — 15) =2

Amikor gjra elakadt, akkor azt mondtam neki, hogy azért kell atalakitdsokat végezni,
mert ez csak latszolag egy ismeretlenes egyenlet, ha jol belegondolunk, akkor itt igazabol két
ismeretlen van: az egyik a /g2x, a masik a Ig(5x — 15). Az atalakitdsokra azért van sziikség,
mert csak akkor tudjuk az egyenletet megoldani, ha vissza tudjuk vezetni a megoldast egy
ismeretlenes els6 vagy masodfoku egyenlet megoldasara.

Egy kicsit szentségtoronek éreztem magam, hogyan allithatom egy jol lathatéan egy
ismeretlenes egyenletrél, hogy valdjaban két ismeretlent tartalmaz. A legnagyobb
megdobbenésemre a tanitvanyom ettdl az akkor szdmomra lehetetlennek tlind magyarazattol
megértette, hogy mirdl van szo, és ettdl kezdve kivaloan felismerte, milyen dsszefliggéseket
kell alkalmazni. Késébb a matematikai megértésre vonatkozd olvasmanyaim egyikében
megtalaltam a magyardzatot arra, hogy miért pont ettdl az értelmezéstdl valt minden vilagossa
a gyerek szdmara. Barmilyen algebrai kifejezés jelentése azoknak az elemi 1épéseknek az
Osszessége, amelyekkel azt létrehoztuk. Ebben az értelemben ez a kifejezés tényleg két
ismeretlent tartalmaz.

Erdemes egy pillanatra elidézni ennél a kérdésnél. Az ,,algebra” arab eredetii sz6, és az
egyenletek megoldasa sordn alkalmazott egyik 1épést jelenti. Ez a 1épés nem mas mint a tagok
atvitele egyik oldalrol a masikra. Hosszt ideig, egészen a XX. szazad elejéig algebran
egyenletek megoldasat értették. Ez nagyon tdg fogalomnak bizonyult. ,,Akkor jutottak
kozelebb a matematikusok az algebra l1ényegének a meghatarozasdhoz, amikor azt kezdték
vizsgélni, hogy milyen matematikai modszerek és eredmények tekinthetok tisztan algebrai
modszereknek és eredményeknek. Kideriilt ekkor, hogy a tisztan algebrainak nevezhetd
modszerek és eredmények a matematika olyan tényein és eredményein alapulnak, amelyek a
négy alapmiivelet és az egyenloségjel veges szamu alkalmazasédval megfogalmazhatok.”

Ennek tudatdban teljesen jogos volt a gyerek viselkedése az exponencidlis ¢és
logaritmikus egyenletek megoldasanal. A két ismeretlenre vonatkoz6é magyarazat azt tette
szamara vildgossa, hogy itt az egyenletek megoldasdban egy mindségileg 1) fejezetet
nyitottunk.

Azdbta az egyenletek tanitasdnal mindig kimondom, amikor nem algebrai egyenleteket
tanitok. Az is megbesz¢éljiik a gyerekekkel, hogy a megoldasban milyen plusz eszkozoket kell
igénybe venniink, ha sikeresek szeretnénk lenni. Ezek a fliggvények tulajdonsagai, a
definiciok (pl. logaritmus), az ismert azonossagok ¢és mas Osszefliggések (pl. trigonometrikus
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Pitagorasz tétel). Ezeknek az Osszefiiggéseknek a segitségével els6 vagy masodfoku egyenlet
megoldasara vezetjiik vissza az adott egyenletet.

1.

Ebben is két esetet lehet megkiilonboztetni. A logaritmus példdjanal maradva:

1g2x + 1g(5x — 15) = 2 egyenletet a

10x* — 30x — 100 = 0 masodfoki egyenletre vezetjiik vissza a logaritmus azonos-
A masik egyenlettipus a logaritmikus kifejezésben valik els6 vagy masodfokuva.

lg’x + 1gx* = -1

A megfelelé atalakitasok utan ez az egyenlet (Igx)* + 2lgx + 1 = 0 alakava valik, ahol

crer

A fentiek alapjan a kozépiskoldban tanitott nem algebrai egyenleteket a megoldas

soran alkalmazott 1épések szerint a kovetkez6 két nagy csoportba sorolom.

1. tipus

Ebbe a csoportba azokat az egyenletek tartoznak, amelyek 0j ismeretlen bevezetése

utan egy exponencialis, logaritmikus vagy egy gyokds kifejezésben valnak masodfokuva.

23\/)62

—4x+19-3Yx? —4x+19 =2

A megoldas Iépései:

{x* —4x+19 = y bevezetése

az 2y* —3y—2=0 egyenletet megoldasa

crer

egy Ujabb masodfoku egyenlet megoldasa
a gyokok ellendrzése

Sok esetben az 11j ismeretlen bevezetését megeldzi néhany olyan 1épés, amikor azonos

atalakitdsokat végziink vagy definicidra hivatkozva alakitunk at.

log{

1

5% +125j:1+i+10g56
2x

A megoldas els6 1épései:

1

L: log 52

c sy

a logaritmus azonossagainak alkalmazasa

a logaritmusfliggvény szigoru monotonitasara torténd hivatkozas
1

5** ben masodfoki egyenletet kapunk

A masodfokt egyenlet megoldasa
A visszahelyettesités utan az exponencialis egyenlet megoldasa
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A megoldas szerkezete hasonl6 a kovetkez feladatoknal is:
x+1g(3 +18)=1g11+x1g30

log, (x + 1)+ log ., 2= %

log, 3+4log, 3=6

cost+\/§sinx—ZSO
il g gl g3

2. tipus

2007. november

Ebbe a csoportba azokat az egyenleteket sorolndm, melyek lebontdsa soran

fliggvénytulajdonsdgokbol vagy definiciokbol indulunk ki.

Ezek az egyenletekhez a legegyszertlibb esetben a kdvetkezd altalanos alak rendelhetd:

S (gl (x)) = a
smf%@—vxz—&pqznzo

sinlogﬁ\/_:o

sin,/logﬁx =0

Egy masik lehetéség, hogy az f(g(x))= f(h(x)) altalanos alakban megadhat6

Osszefiiggésbol indulunk ki:
lgsin 2x = 1gtgx
Ugyancsak ide tartoznak a
sinx + cosx =2

tipusu egyenletek.

Az el6z6 tanulmanyban a mérlegelv tal korai bevezetésének foloslegességérdl irtam.
Ezt most két gondolattal egésziteném ki. Az egyik gondolat arra vonatkozik, hogy kicsit
kisebb hangsulyt kellene adni ennek a modszernek, hiszen a megtanuldsa utan szinte azonnal
talalkoznak a gyerekek a modszer korlataival a nem ekvivalens atalakitdsok alkalmaval.

A masik gondolat, ami felvetddott bennem, ha matematikat és nem feladatmegoldasok
soran alkalmazott mechanikus eljarasok tomkelegét tanitjuk, akkor észrevehetjiik, hogy az
els6 nem algebrai egyenlet megoldasaval mar nagyon koran talalkoznak a gyerekek. Amikor
5. osztalyban meg kell valaszolniuk azt a kérdést, hogy |[x — 2| = 3, akkor az abszolut érték

crer

késébb folyamatosan taldlkoznak a gyerekek.

[x=3[+[]x+1=6
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Egy ilyen abszolut értékes egyenlet megoldasi Iépéseit is kdnnyebben tudjuk
magyarazni, ha hivatkozunk arra, hogy ez az egyenlet a négy alapmivelet segitségével
kozvetleniil nem bonthato le.

Szintén a nem algebrai egyenletek korébe sorolom a kovetkezod, a legnagyobb kozos

cres

(x ; 96) =24
(r;27-3)=2%3
[72 ; x] = 792

|23 .3%;x]=27 3211

Sokakban felvetddhet a kérdés, hogy nem lehet atlagos esetben a matematika ilyen
mélységeit érinteni. Ennek az elképzelésnek a gyakorlat ellentmond. Tapasztalatom szerint a
tiszta matematikai magyardzatok, a vildgos struktira kimondva — vagy kisebb korban
kimondatlanul is — mindig a jobb megértést segitették eld, melynek hatdsara a gyengébb
tanulok matematikai gondolkodasa is jelentdsen fejlodott.
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