Rabasi Imre

MILYENEK (NE) LEGYENEK A MATEMATIKA PELDATARAK?

Az elmiilt évtizedek folyamén igen sok matematika pe!datar jelent meg, magam is so?at allf-

tottam Ossze.
1. A tankényveket példéi, feladatai alapjan , TANITO PELDATARNAK” nevezhei]uk Mas

példatérak kozott is talilhatdk ilyenek (FELADATOK ES MEGOLDASOK példatiram).

2. Kdzvetlen tanftdshoz, tanulishoz kapcsolédé ,ELLENORZO PELDATARAK”. (Geo
metriai feladatok gyljteménye I—I1I., Matematikai feladatgytjtemény I—11., Elemi matemahkal
példatar I-IV.)

3. ,SZAK-PELDATARAK”. (Szakkori fiizetek.)

4, ,,CEL-PELDATARAK" (Egyetemi felvételire, éreltségire elbkészils példatarak.)

5. ,GYUITEMENYES PELDATARAK”. (Erdekes ma&emahkal gyakorld feiadaiok (KO
MAL).) gt
Néhény kérdéskor:

1. Kinek késziilnek, késziiljenek a példatérak?

2. Milyenek legyenek a TANITO PELDATARAK?

3. Mit tartalmazzanak a példatdrak a megoldis részben? a) Csak az credmenyeket”
b) A megoldis vézlatit? c) Tobbicle megolddst, ha vzm? d) Részletes megoldést, modszerta-
ni kiegészitéseket? L

4. A példatarak tartalmazzanak egymdsra épiils [e!adalokmt!

Néhdny részlet:

a) Van-e megoldés, hény megoldés van?

b) Uj elméleti anyagot elSkészits egyszeri feladatok.
c) A KOMAL Mérélapok felvételire feladatai.

d) A példatrakban talilhaté sajtohibak, hidnyok (és esetleg hibds megoldésok) javfiésénak

sziikségessége.
e) A példatdrak tartalmazzanak egyszeri tételeket és rogton uténa az alkalmazési lehelose—

get.
f) Legyenek mddszereket sugallé tanpéldék, tanité feladatok, feladatsorozatok.

g) A figgvénytiblazat probléméi.
h) Legyenek-e a példatirban egymés utdn kivetkez, hasonlé feladatok? (A tanﬁashoz mm~
tapélda, hézi feladathoz, ellenGrzéshez, feleltetéshez, dolgozathoz és ismétiéshez.) ‘

i) Mit tartalmazzanak a tankonyvhoz kapcsolddd példatdrak, és hogyan?
a) Torzsanyag.
b) Kicgészitd, szorgalmi anyag.
c) Szakkdri feladatok.

A felmeriilt kérdéseket az eldaddson példakkal illuszirdlom.




EGY (falén soha el nem késziild) TANPELDATAR FELADATAIBOL

1. Az 22 + px + g = 0 egyenlet diszkrimindnsa D, (D= p*—4q). Szémitsa ki p és g értéket, ha
a) x3 =3, x = 2D; b) x1 =1, % =2D; Q) xp =2, % =3D; d) xp=—3, %= —4pD,
2. Oldja mega k@vedéezé egyenletrendszereket!
) 2-y=2x—y), 2ty =5x=y b 32—y = 20x+ ), 2+ Y= Sy
¢) 4xt —yt = dx+ 2y, 4x7 + y2=52x—ys & 42 — 92 = 4x — 2y, 4 + ¥ = 502x+ y).

3. Oldja meg a kbvetkezd egyehlﬁetek,et!

314) xx+3)+ VA3 =6 328 x+3+ xi3 - %
6 -

b) x(x+3)+V/xVx+3=6, b) xvx+3+ =, ,

) x(x+3)+Vx , Yy xVx Vx s
c) x(x+3)— x(x+3) =12, o) x+3-— x—;3=%7

d) x(x+3) — VEvx+3 =2 d) \/E(x+.3)-—\/x+3=_%,

4. Egy héromszog a, b €8 ¢ oldalai kozott fenndll a kovetkezd egyenldség. Mekkora a b oldallal szemkdzti
(B) szvg? ' ‘ '

1 1 .3 1 1 3

B) — = b T S

) a+b b—c a+b—c¢ ) b—a b—c btc—a —
F-pP-=c ' B+ -,

°) a—-b—c = b 9 a+b—c =P

5. Egy héromszog a, b €s ¢ oldalaival a hdromszdg T tertlete kifejezhets. Szémitsa ki a ¢ oldallal szemkozti
(y) szbget, ha : ‘

) T= }i(a2+b2—cz); b) T= 1/[_?(“2'_{_b2_02).’
1 ' 1
Q) T= —=(c®—a*—b%); 4 T= ~(c*— a*— b).
) 7= ) ) = - @ -t
6. Allapitsa meg, hogy az iﬁ vyalés paraméter mely ériékel esetén lesznek.a
a) 2% +2m+ Dx+mt A 4m =3 = 0; b) 2%+ 2mx +m* —1=0;
c) 2x*+20m+ Dx+ m? + 2m = 0, dy 2x* + (2 —2m)x + m*—4m+1=0
egyenlet gyOkei val6sak, és dllapiisa meg ezekre az m értékekee
) flu x2) =x1+ % o AT & Flxs x;).;_z.(.x,l,.+.x2‘+.x1x2..—.l—,.l).;
o) flxny %) = x1 + xp + 4xixa; &) fla; x2) = 0%

kifejezés legnagyobb €s legkisebb értéket, ahol x; és x, az egyenlet gydkeit jelentik!

7. Vegylk az els§ n pozitiv
2) 3-mal oszthatd, b) 3-mal osztva 1 maradékot ad6, ¢) 3-mal osztva 2 maradékot ado,
d) 5-tel osztva 1 maradékot add
szdm Ssszegét, és osszuk el az els6 n pozitlv

a) pératlan, b) 4-gyel osztva 3 maradékot adé, ¢) 4-gyel osztva 1 maradékot add,
a) 5-tel osztva 4 maradékot adé

) S o , 9 .95 8
pozitlv egész szém sszegével. Mekkora n, ha 2 maradék 0, a hdnyados a) ;5—; b) 7 c) 3 dy %? o

L




MIIYENEK IS LEGYENEK A PELDATARAK?
(LLENEK LEGYENEK A PELDATARAK!)
(LLIENEK IS LEGYENEK A PELDATARAK?)
(TMLYEN LEGYEN A TAN{TO PELDATAR?)
(IMLYEN LEGYEN AZ ELLENORZO PELDATAR?)
MILYEN LEGYEN A TANPELDATAR?

E<vizedek dta fo glalkozom példatérak Osszedllitdsdval, Mellékelek néhény feladatnégyest kdzépiskoldban tanits
kxdkgdk részére.
Olddk meg a feladatokat, szeretném megismerni a véleménytiket!

% % %

1. Oldja meg a kévetkez8 egyenleteket a valés szdmok halmazén!

y T3 M 10 p ET13_ 44 10
x—2 4-x2 x+2° x—2 4-—x2 x+72

) x——4___ 44 _ 10 a0 x-8: 44 B 10
x—2 4—-x2 x+2° x—2 4—-x2 x+2

[2)x =6, 2% = —3; b)x=—1, ¢)x = —4; d) nincs megoldésa.]

2. Oldja meg a kovetkezd egyenleteket a valés szdmok halmazén!

a) Vix—6=2+Vx—-2; ' b)) Vix—5=2+vx-2
¢) Vix—4=2++vx—2; d) Vix—14=2++Vx-2.
[@x1=21n=3 b)x= %; ¢) nincs megoldésa; d) x = 6.]
3. Oldja meg a kovetkezs egyenleteket a valds szdmok halmazén!
a) |x—1+|x=3 =4 . by |x—1+|x=-3]=2;
) |x—1+x=3]=1, d x-1+x=-3=2x—-4

[8) x1 =0, % =4, b) 1 <=x =3, c)nincs megolddsa; d) x = 3.]

4. Oldja meg a val6s szdmpérok halmazén a kovetkez§ egyenlétrendszéreket!

a) x—y+/x—y+3=09, .ob) x—y+/x—y+3=9
x* — xy + y* = 52; x% + y? = 36 + 2xy;

) x—y+Vx—y+3=9, ) x—y+/x—y+3=09,
X2+ y*'= 4 + 4xy; (x—y—4Hx+y—2)=0.

[8) (8; 2), (=2 —=8); D) (t+ 6; £), t € R; ¢) nincs megoldasa; 'd)’(4;"~’2’).]“ o
5. Oldja meg a valds szdmhédrmasok halmazén a kovetkezd egyenletrendszereket!
a) x+y=2, b) x+y=-2, e x+y=4, d x+y=—4,
xy -z =1 xy—z2 =1 xy -2 =4 xy =22 =,
[2) (13 1; 0% ) (=1; =15 0); ) (25 2; 0); d) (=25 —2; 0)]
6. Oldja meg a kovetkezd egyenleteket a valds szdmok halmazén!
a) V3sin2x = 2sin®x + 1; : ' b) 14+ 2sin?x+ v/3sin2x = 0;
¢) 3sin2x = 2cos?x + 1; d) 1+2cos?x+ +v/3cos2x =0

1 1
a) lgx = 7 b)tgx = ~ 5 o) tgx =+/3; dtgx=—/3;... }
3




T T8 %31 o) HOIOYEBIOZS [BXIRLIG Ly
7. Oldja meg a kovetkez§ egyenleteket a valés szdmok hatﬁa&%ﬁﬁ{w@ﬁ [ gt ey
a) (g2x = cigx; b) tg2x + ctgx = 0;
C) cig2x =tgx; d) ctg2x+tgx=0.

a) cos3x = 0;.b) cosx = O; C)x = i% + kxm, k € Z; d) nincs megoldésa,

8. Oldja meg a kovetkezs egyenleteket a valds szdmok halmaz4n!

02+} _ 2w+l 472 _ 2+l

DV Ty =8 D e =2k
4x+1 . 22x+3 4x~+2 . 22x+3
©) 22x+1 . 4x =8 d) 22x+1 _ 4x =38

a)x = %; b) x = log, 3; ¢) nincs megoldds; d) x € R.
9, Hatérozza meg az a paraméter értékét gy, hogy az egyenlet egyik gytke a mésik gyokének kétszerese
legyen!
a) x2+3ax+2d2=0; | D) x?2-3ax+2d2-1=0;
) x*~3(a+ Dx+ 20+ 6a = 0: A x®—-ax—20-4=0,
[3) a €R; b) egyetlen a-ra sem teljestll; ¢)a=1; d)a = —6 vagy a = -3
10. Az x* + bx — 1 = 0 egyenlet gyokei l;gyel kisebbek, mint az
) x*—bx+ b -2=0; b) x-bx+b*-4=0;
¢) X2—Vx+b+4 =0 A 2-Bx+b—6=0
egyenlet gySkei. Szdmitsa ki a b értékét!
[ b1 =1,b=-2 b)b=1; ¢) b= ~2; d)nincs ilyen b.]
11, Hatdrozza meg az a paraméter érté€két igy, hogy a kovetkezd egyenletnek két egyenld gydke legyen!
a) x*+2ax+a? =0, b) x*-3(a>—2)x+2a*~7a2+5= 0
¢) x2+2(1 - 2a)x + 3a% — 20 = O: d) x2-Qa+x+a+a=0.
[A)VXER; bya= 2 vagya = 2: ¢) a = 1; d) nincs ilyen a.)

3

12. Igazolja, hogy a kivetkezs egyenleteknek a paraméterek minden megengedett ért€kére van valés megol-
désal ‘

a) (x~—1)(x-3)+a(x—2)(x——4)=O,aER; b) xz-(a+b)x+ab—cz=0,a,bEIR{;
c) ﬁ%— i =1, a, b € R\{0}; d) ! + ! K
x  x—1 T ’ X—a x=-b ¥
13. Egy hirtrapéz 4161 merdlegesek egymésra,

==, 6,0 ER, c € R\{0}.
a) A trap€z magasséga m. Fejezze ki m-mel a trapéz tertiletét! '

b) A trapéz kSz€pvonalénak hossza a. Fejezze ki a-val a trapéz teriiletét!

¢) A trapéz 4tléinak hossza e, Fejezze ki e-vel a trapéz teriiletét!

d) Egy hirtrapéz tertilete d? (4 > 0). A trapéz 4tl6i a parhuzamos oldalakkal 45°-0g szoget zarnak be.
Fejezze ki d-vel a trapéz magassdganak, kozépvonaldnak és 4tléinak a hossz4t!

14. Oldja meg a kovetkezs kétismeretlenes egyenleteket!
1 1 .
a) x+ = =2cosy; b) x+ — =2siny;
x X
4 . 9
c) x+;:4smy; d) x+}-:—6cosy.

Rdbai Imre
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VARGA TAMAS NAPOK, 2000.

MEGHATAROZOTT? TULHATAROZOTT? ALULHATAROZOTT?

L 1. (Egy Klasszikus feladat) Egy ABCD trapéz péthuzamos oldalai: AB = 10 és CD = 6 egység. Az EF
szakasz pdrhuzamos AB-vel, és a trapézt dgy vagja ketté, hogy az ABFE trapéz teriilete az ABCD trapéz
terilletének a harmada. Milyen hosszd az EF szakasz? (Felvételi feladat 1985.)

[Mennyi a trapéz teriilete?]

2. Egy korbe frt trapéz magassdga 8 egység, szdra a kor k&zéppontjabél 60°-os sz6gben latszik. Mekkora a
trapéz tertilete? (Felvételi feladat 1986.)
[Mekkordk a trapéz 4tl6i és szarai?)

IL 1. Adott egy haromsz6g egyik oldala, a és a hozz4 tartoz magassag, mg. Szdmitsa ki 2 hdromszog teriiletét!
[Szdmitsa ki a mésik két oldal hosszt!]

2. Adott egy trapéz két parhuzamos oldaldnak hossza és a trapéz magasséga, a, ¢ és m. Szdmitsa ki a trapéz
teriiletét!
[Szdmitsa ki a szdrak és a kézépvonal hosszit!]

3. Egy négyszog 4tl6i ¢ és f, az 4tl6k merSlegesek egymasra. Szdmitsa ki a négyszog teriiletét!
[Szdmitsa ki a kézépvonalak hosszit és a négyszog szogeit!]

4. a) Egy hdromszdg egyik oldala 1 egység, az oldallal szemkozti sz6g 30°, a héromszog koré frt kor
sugara 1 egység. ‘ T

b) Egy héromszog egyik oldala 1 egység, az oldallal szemkozti sz6g 30°, a hdromszog koré irt kor
sugara 1,5 egység.

¢) Adott egy hdromszdg egy oldala, g, az oldallal szemkdzti sz0g (@) és a koré frt kér sugara, r.
Szdmitsa ki mindhdrom esetben a hdromszég teriiletét!

II. 1. Az ABCD trapézba egy r sugard kér frhaté (AD || BC), BAD szg 60°, az AC 4tl6 merSleges a CD
oldalra, és felezi a BAD szdget. Mekkora a trapéz teriilete?

2. Adott egy hdromszdg két oldala, 15 és 12 cm, tertilete 45 cm?. Milyen tévol van a harmadik oldalts] az

az ezzel pathuzamos egyenes, amely a hiromszoget két egyenld teriiletli részre osztja, ha a harmadik oldalhoz
tartoz6 magassdg 2 : 1 ardnyban osztja a 15 és 12 cm hosszi oldalak 4ltal bezart szoget?

Rébai Imre







VARGA TAMAS NAPOK, 2001.

LEGYENEK TANPELDAINK!
FELADATCSALADOK
Milyenek legyenek a példatdrak?

Példa I. Az x* + bx — 1 = 0 egyenlet gyokei 1-gyel kisebbek, mint az
1. x* = b2 x+3b—4=0;
2. ¥ —PPx+b+4=0;
X =DPx+ b+ 2~ 4 =0
. xz—b2x+b2+b=0;

3
4

5. xz—b2x+b2—2=0;‘
6. x2— D+ B+ 1= 0;
7

X = x+ b2 —-6=0
egyenlet gyokei. Szdmitsa ki b értékét!

I. Oldja meg a kivetkez$ egyenleteket!

 ¥=3, 10 44
T x=2 x+2 4-x2
x =13 10 44
2 x—2 +x+2=4—x2;
, x=4, 10 _ 4
x=2 x+2 4-—x%
L Xml2, 100 s
xX—2 x+2 4-—x2
s x=8 ., 10 _ 4
x=2 x+2 4-x%
g 16 10 44
x=2 x+2 4-x2
7. ;:g+x1f2=4i4x2,aholaER,paraméter.

Rébai Imre







VARGA TAMAS NAPOK 2005.
RACZ JANOS

tandr dr
emlékére

~ KLUBBESZELGETES
»HA EN EZT A KLUBBAN ELMESELEM”

1. Mi tértént a ﬁatematika felvételi dolgozattal 1973-ban?

. 2. Az els8 matematika tagozatos osztaly (1962-66) hiteles torténete. Az osztély és a vildghir,
3. Ha..., akkor... (Kiirschdk J6zsef 1864-1933.)
4. Végtelen 1épcss, végtelen szélloda, Kalmédr-krumpli. (Kalmér L4szl6 1905-1975-2005.)

5. a) Nem baj, fiam, majd én elmondom. (Fejér Lipét.)
b) Csak ne fizessenek érte! (Gallai Tibor.)

6. Tisztelet az el6doknek! Ki volt Kévi Imre tandr 6r?
7. Mi az a ,,Z6gtan”? (Mi az a ,,czifra”?)

8. (n + 1)-edszer a sztikits azonossidgokbél!

9. A legpechesebb anyagrész!

10. Valéban felesleges? Valéban nem érthetd?
V=a-vV=b=+vab, log,(~x)+ log,(—y) = log, xy,...

11. Szegény mértani sorozat! (g = 0?, =1 < g< 1,g=1))

12. Lehet egy kicsit precizebb?

V-1=iM;z=a+ibéstgp = S(?); SV = x2dx, ...

13. Elnevezés télem! (Nemegyenlet; azonossdgegyenlet.)

14. Az id8k folyamdn elveszett! (Ardnyossédg tulajdonségai, ... )
15. A kétoldali megkozelités médszerének védelmében! (Kalmdr L4sz16, Gallai Tibor.)

16. Tanpélddim, feladataim.
a) Készitsiink testvérfeladatokat!
b) Legyen-e preparélt egy feladat?

17. Tdl a szinusz-, koszinusz- és tangenstételen. (Mollweide-formuldk kovetkezménye a felvételi feladatok
koz&tt, Tycho de Brahe-formuldk.) '

18. A kett8s tdbldzat médszerem! (Faragé LdszI6 és tanitdsi kisérlete.)
19. Mi legyen a hibdk sorsa? (z&1d példatdr, tankdnyvek,...)

20. Nem egyenld! Mikor egyenl8? Nem azonos?
Va+b#.\/a+b,...

21. Médszerek. a) Mikor van pontosan egy megoldds? b) Azonos egyenltlenségek alapvetd igazoldsi médsze-
rei. ¢) Egy sorozat pontosan akkor szdmtani, ha. .. d) Ismerjiik a logaritmus azonoss4gait?

22. Hétha valaki nem ismeri! (A mértani kozép kilég a sorbdl!)
23. Rémai régiségek. (TRI-VIA-LIS)
24, Préba? Ellenérzés?
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MEGFORDITHATO?

PONTOSAN AKKOR - AKKOR ES CSAK
AKKOR - SZUKSEGES ES ELEGSEGES

PAKKOR < CSAKKOR
RABAI IMRE

HAIJNAL ANDRAS
matematikus bardtom
tiszteletére

1. A)kﬁzépiskoléban tanitott megfordithaté tételek. (Hurnégyszog és érint6négyszog tétele, Pitagorasz
tétele,. ..

2. A kozépiskoldban tanitott egyes tételek megforditdsa. (Befogététel, magassdgtétel, a hiromszog belsS
szdgfelezGjének osztdsardny tétele,...)

3. Néhdny egyszerii alaptétel és megforditdsdnak alkalmazisa
(Példdul A+ B=C<= A=C—-B,A=zB<=A-B=0).

4. Egyszeri , tételecskék’

%=0<=>a=0ésb¢0;a2=b2<=>a=bvagya=—b; la| = bl = a> =b*ab=0= ...

5. Szigortian monoton fiiggvények tulajdonsdgaibdl ad6dé megfordithaté tételek:

xe xt xz0x = x>t =23
x>, xS0 x = x> xt =23

x> x? x=0...,n=12,...
Két nemnegativ (nempozitiv) értéket felvevs kifejezés értelmezési tartoménya pontosan akkor azonos, ha a
négyzetiik azonos.

x> 3 xERI X = xp &= 33 = x3

Alkalmazés egyenletek ekvivalens 4talakitdsdra. Szigoriian monoton fiiggvény alkalmazdsa egyenletek meg-
old4sa sordn. Bijekiiv (kdlcsonosen egyértelm; egy-egyértelmii fiiggvény).

6. A kozépiskolai tananyaghoz kézvetleniil kapcsol6do kitfizhetd feladatok. (geometria: parallelogramma,
derékszogli haromszog,. . .; egyenletek...)

7. Néhdny meglepd megfordithaté 4llitas.

a) Az x* + px? + g = 0 egyenlet gySkei pontosan akkor egy szdmtani sorozat négy egymast kovetd tagja,
ha 100g =7;...

b) Gerdcs tanar ur feladata:
Egy (niem egyenld oldald) hiromszdg oldalainak hossza pontosan akkor egy szdmtani sorozat hirom egymast
kSvetS tagja, ha a haromszég sdlypontjan és a befrhat6 kor kozéppontjan 4thaladé egyenes parhuzamos a
hiromszog egyik oldaldval.

¢) Rabai Imre feladata:
Legyen egy hdromszog oldalainak hossza a, b, ¢ (a = b = ¢ vagy a < b = c), a befrhat6 kor sugara o, a b
oldalhoz tartozé magassig hossza my,. m;, = 3p pontosan akkor, ha a, b, ¢ (vagy c, b, a) ebben a sorrendben
egy szdmtani sorozat harom szomszédos tagja.

8. Néhdny trividlis, a szdmitdsban gyakran alkalmazhato 4llitds és megforditdsa.

(1) Egy derékszog(i hiromszog egyik szoge pontosan akkor 60°, ha...

(2) Egy hiromszdg pontosan akkor derékszogli, ha a = ¢ - cosf;. ..

3) g— > 0 pontosan akkor, ha ab > 0;...

¥
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MEGFORDITHATO!

. L

1. Igazolja, hogy az ax® + bx + ¢ = 0 (a # 0) egyenletnek xy = 1 pontosan akkor gyéke, hag+b+c=0.

@x=-l,a=b+c=0; b)xg=2,4a+2b+c=0;..
2. Igazoljahogy x = xp az x>+ px+g = 0 egyenletnek pontosan akkor gyoke, ha x = 2xg az x2+2px+4q =0
egyenletnek gydke.

(@) x = —2xg, x> = 2px + 49 = 0; (b) x = 3xp, 22 + 3px + 9¢ = 0;..
3. Igazolja, hogy az ax® + 2bx + 4c = 0 (@ # 0) egyenlet két gydke pontosan akkor egyenls, ha az
ax> +bx+c=0 (a # 0) egyenlet két gyoke is egyenl§. . -

(a) ax® — 2bx + 4¢ = 0; (b) ax? ~ 3bx + 9¢ = 0;..
4. Igazolja, hogy az 2+ px+g=20 egyen]g,t‘ Vegyik gydke (ha van) pontosan akkor kétszerese a misik
gySknek, ha

a) 2p% = 9q, b) D = 2 ) D= X ahol D az egyenlet dlszkrlmmﬁnsa (D=0).

n=-2u  @)A+g=0 G)D=9% D =~1g

xp=3x a2) 3p* = 16q; (b2) D = i—pZ' (€2) D = -f;-

5. Igazolja, hogy az x> + px + g = 0 egyenlet egyik gyoke (ha van) pontosan akkor 2-vel nagyobb a mésik
gyoknél, ha

a)p* =4g+4; b)D =4,

3-mal nagyobb  (al) p> =49+ 9; (b1)D = 9;

4-gyel nagyobb  (a2) p? = 4q + 16; (b2) D = 16

6. Az +px+qg=0 egyenlet gyokei valésak. Igazolja, hogy a gyokok kiilonbségének abszoldt értéke
pontosan akkor £ (k = 0), ha az egyenlet diszkrimindnsa k2.

IL

1. Igazolja, hogy egy négyszdg pontosan akkor paralelogramma, ha

a) mindkét 4tl6 felezi a négyszog teriiletét;

b) az 4tl6k a négyszdget négy egyenl§ teriiletdi részre osztjik.
2. Igazolja, hogy egy négyszdg pontosan akkor paralelogramma, ha az 4tl6k négyzetének Osszege egyenld az
oldalak négyzetének 6sszegével.
3. Az ABCD négyszdg csticspontjainak helyvektorai rendre a, b, ¢ és d. Igazolja, hogy a négyszdg pontosan
akkor paralelogramma, haa+c=b+d@a—b =d — c). :

4. Igazolja, hogy az ABCD konvex négyszog pontosan akkor paralelogramma, ha

AB-AD + BA.BC + CB.CD+ DA -DC = 0.

5. Igazolja, hogy egy paralelogramma szogfelez6i 4ltal hatdrolt négyszog teriilete pontosan akkor negyede a

paralelogramma teriiletének, ha a paralelogramma egyik oldala kétszerese a mésik oldalnak!
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1. Igz}zolja, hogy A = B + C pontosan akkor, ha A — B = C! .
(A=B,A-B=0)

2. Igazolja, hogy A = B pontosan akkor, ha A — B = 0!
(A 2_B+C®A—C2B)

3.1. ab = 0 pontosan akkor, ha (pa) a = 0, b € R vagy b = 0, q € R:

-32. —=0paa=04ésb=0;

S Q

3.3.

Q

2=b2paa=bvagya= —b;

34. |a| = |b| pa a* = ¥%;

35. @ =P paa=b;

: a a , ‘

3.6. E=Epaa=0esbc¢0vagyb=c¢0;
(ab>0,..;ab<0,..)

4. Fiiggvények szigord monotonitdsébé] ad6dé tételek
- (egyenletek ekvivalencidja)

41 x> % x20 X =xp >l = a2

42. x> x% x <0 X1 =3 > x? =32
4.3.55F—->ﬁ,x20 ‘ X1 =X = ¥ = /%
44. x = log,x, x> 0,a>0,a # 1 X1 ='x2 <= log, x1 = log, x
441 x—=log,x, x> 0,a> 1 X1 > xp <> log, x1 > log, x,
442 x> logx, x>0,0<a< 1 X1 > xp <= log, x1 < log, x,

xra*,a>0,a#1,...)

IV.

1. Igazolja, hogy egy hiromszog pontosan akkor derékszogti, ha
a) két szogének sszege egyenld a harmadik szoggel;
b) valamelyik oldala egyenl6 a hozz4 tartozé stilyvonal kétszeresével,
¢) s(s—c)=(s—a)s—b),ahol 2s=a+b +c:
d) T=s(s—c),ahol T a hdromszog teriilete;
e) T=(s—a)s—b)
f) ¢®=(a—b)?+4T;
8) ¢ = (a+ b)? - 4T,
h) a+b = 2r+2p, ahol r a hdromszog kré, o a hiromszogbe frt kor sugara;

1) 0a + pp = 2r, ahol g, illetve gy, az a, illetve a b oldalhoz frt kér sugara.




2. Tgazolja, hogy a hdromszdg pontosan akkor hegyesszogfi, ha

cosacosfBcosy > 0.

a) derékszgl, cosacosfcosy = 0, b) tompaszogt. . .

3. Legyenek egy hdromszdg oldalai a, b, ¢, az oldalakkal szemkdzti szogek a, B, v, a koré frhaté kor sugara
r. Igazolja, hogy a hdromszdg pontosan akkor derékszogd, ha :

a) sin’a + sin?f + siny = 2;
b) cos?a + cos? B+ cos?y = 1;
¢) @+b+ct= 8r2;
d) cos2a +cos2f +cos2y + 1 = 0.
(Pontosan akkor hegyesszogfi, tompaszdg(, ha...)
4, ‘Igazolja, hogy a hdromsz6g pontosan akkor derékszogl, ha
é) siny = cosa + cosB;

b) sina +sinf = cose + cos B, ahol a és B hegyesszogek;

sina + sinf

) Y = @t oo
"~ V.
1. Egy hdromszog oldalai a, b, c. Igazolja, hogy a ¢ oldallal szemk&zti y szog pontosan akkor 120°, ha
2 2 '
2 b= o2 4 B2 ¢’ —(a=-b) = 3.
a) c¢“—ab =a* + b*% b) P ;
|a® ~ b3 . (@+b?-c*
= —_— , ———-———:1;
c) c a—b’a_#b" | d) b
3 3343 3333
e)’cz-—:a b+c; 1c)CZ___a b c;
a—b+c _ a—-b-c
1 1 3 '
& a+c+c—b~a—b+c’b¢c’
1 1
h - = :
)afc btc a-b+c 70 7
i) 4s(s = ¢) = ab; ' i) 4(s — a)(s — b) = 3ab.
60°
a + b3 2 @+ + 3
o=y Zqganb e = re
b3,_ 3
(F1) 2__a + c;
a+b—-c
1 1 3
1 = b # ¢
(g)a+c+b—-c a+b-¢’ e
W=+ o3 e
a—-c b-c a+b-c ’ '
(i1) 4s(s — ¢) = 3ab; G1) 4(s — a)(s — b) = ab.

45°, 135°, 30°, 150°

-
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1. Igazo'lja, hogy az ABC héromszogben a € oldallal szemkdzti ¥ sz0g pontosan akkor 120°, ha

\/§ 2 2 ab
I ey e b -
) T= (c*—a ) b fo= 55
ahol T 2 haromszog teriilete, fz 2 C csiicsbol indulé belsd szbgfelezﬁszakasz hossza!
o \/§ 2 9 2 ) ab :
(a1)60,T——4f(a + B - %), (b1)fc—\/§.a+b, |
1 \/6 + \/?-. ab
230°, T=T7= 245t - _veTNS L —
(a ) 4\/§(a b C )’ (bZ)fC 2 a+b
1 : J6—-+2 _ab
o° = —— 2 2 __ 32 = L.
(23)150°, T 4\/—5(6 a b*), O fe="75 atb
1 ab
O e 2 —_— -— 2 = Pp———
(ad) 90°, T 4(c (a— b)) (b4) fe V2 5
V1. :

1. lIgazcﬂja, hogy az*(ay) sorozat pontosan alckor szhmtani sorozat, ha
a) a sorozat n-edik tagja an = An + B, ahol 4, B [= R, A#0;
b) - a sorozat 1t tagj4nak 0sszege Sn = An? + Bn, ahol A € R\ {0}, BE R.
c) 2an = dn—1 + ap+1, ahOl 1 = 2,3,4,.. nz?2 pozitfv egész szdm).
Qay = n—k t Atk ™ skn=234.)
2. Igazolja, hogy az (an) sofozat (an # 0, d # 0) pontosan akkor szdmtani sorozat, ha
| L (L - ,L_>
Uy On—1 @ \on an—1
3. Az (an) z4mtani sorozatra dg +ap=amtT U pontosan akkor, hak+n=1m + 1L
Legyen a > 0, @ #16sb>0.
Igazolja, hogy
1. log,b > 0 pontosan akkor, ha (@ — ne-1> 0;
(log,b < 0 <> (a— Db~ 1) < 0
2. log,b>¢ pontosan akkor, ha (@ — N -~ a) > 0;
(og,b < ¢ pakkor (@ — DB —a’) < 0).
VIL

ax +b =Fk(c#0,¢x + d = 0) pontosan akkor, ha a = ke és

1. Igazolja, hogy
d#0.

cx+d

) ,
4+ bx +
2. Igazolja, hogy ;ﬂ%———f———c—‘ =k(a #0 a1x2 +bhxte # () pontosan akkor, ha a = kay, b = kby
1x* + bix+ 1
b
éSC=kCl,ha—a—= —_ = —C—,a1 ¢0,b1¢0,01 = 0.
ay b] (5]

n




Rabai Imre: Mi legyen a hibdk, hidnyok sorsa
.. (Bizony nagyon problémaés ez az elemi matematika)

Olvastam valahol:
... tuddsat sekinek sem adta at,
igaz, nem is kérték tole!

Tolni Jené tanar ur emlékére

~ 1. Kell-e proba, ellen6rzés, vizsgalat geometriai szamitasi feladatok megoldasa soran? (AMBAR
tandr Ur példaja.)

2. Vezet6tanari tapasztalatom 1958-bol.
3. Ambrus Andrés: Ellenérzési modszerek a problémamegoldasi folyamatban (Varga Tamés napi

el6adds, cikk).
»A problémamegoldasi fazisok egyik legelhanyagoltabb teriilete a tanulok részér6l az ellendrzés

4. . VIGYAZAT, NEM CSALOK!” (Egy tanulsagos feladat ellenérzés nélkiil.)

Reményi Gusztavné tanarné emlékére
Egy félévszazad problémds feladataibdl

1. feladat: Egy téglatest egyik csticsaban sszefuté harom hatarlap atléi 18 dm, 28 dm és 38 dm
hossztak. Mekkora a test4tlé? (Tankonyvi feladat 1935.)

[,,Vélasz”: a testatlo hossza d = /1276 (= 35,72) dm. (Valéban?)]
2. feladat: Egy konvex négyszdg szemkozti oldalainak kézéppontjat 6sszekotve négy négyszogre
bonthaté. Ha ezek koziil hdromnak a teriilete 8, 16, 20 teriiletegység, akkor mekkora a negyedik

résznégyszog teriilete? (Felvételi feladat 1995.)

[,,Valasz” a javitasi Gtmutatébol: a negyedik résznégyszog teriilete 28, 12 vagy 4 terliletegység.
(Valéban?)]

3. feladat: Mely valds szamokra igaz, hogy tg(2x) = ctgx? (Tankonyvi feladat 2004.)
[,,Valasz”: x =%+ mm (m e Z) vagy x = —% +nx (m € Z) (Valéban?)]

4, feladat: Egy haromsz6g két oldala 15 cm és 12 cm, teriilete 45 cm?. Milyen tavol van a harmadik

- oldalt6l az ezzel parhuzamos egyenes, amely a haromszdget két egyenld teriilet(i részre osztja, ha a
harmadik oldalhoz tartoz6 magassag 2:1 ardnyban osztja a 15 cm és 12 cm hosszu oldalak altal
bezart szoget? (Egy napilap el6készitd minta feladata 2000.)

[,,Valasz” (megoldas?): ... 2,96 cm-re van ... (Valdban?)]

5. feladat: Egy paralelogramma két oldala 5 cm és 2 cm hosszu, az atlok altal bezart hegyesszog
45°, Szamitsa ki a paralelogramma teriiletét! (Egy tanpéldam)

[.,Vélasz”: £ = 10,5 cm® (Valéban?)]

1+




6. feladat: Egy haromszog két oldala 4 cm ¢s 5 cm, a harmadik oldalhoz tartozé magassag 3 cm.
Mekkora a haromszég harmadik oldala? (Ambér tanér Ur példaja a filmben 2005.)

[,,Valasz”: a harmadik oldal hossza 4 + J7 (= 6,65) cm (Valéban?)]

7. feladat: a) Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet az x valos szamok halmazan, ha a p paraméter
valds szam:

2p+x _8p’-3x x+p
2p—x x*-4p* 2p+x

A p(p € R) paraméter mely értékeire nincs megoldasa az egyenletnek a valos szamok halmazan?
(Tanpéldatar 1990)

2

14p

[,,Valasz”: Kezdeti feltételek: x # 2p, x # —2p. Ha p # —z—, akkor x = ;ha p= -2— , vagy

p= Zlf’ p= —% , akkor nincs megoldas. (Valoban? Mi van, ha p = 0?7 Miért igy kérdezi a feladat?)]

b) Oldjuk meg a kovetkezé egyenletet a valés szamok halmazan, ahol a p paraméter valés szam:

x+p-2p° _X+p, X
pt—x? p—x p+x’

ahol a p paraméter val6s szam. A p (p € R) paraméter mely értékeire lesz az egyenletnek végtelen
sok megoldasa a valds szdmok halmazan? (Tanpéldatar 1990.)

[,,Valasz”: Kezdeti feltételek: p £ x, p#-—x.Ha p= % , akkor V x € R megoldésa az egyenletnek.

Valéban?
Miért igy kérdezi a feladat? ,Minden” vagy ,,minden megengedett”?]

8. feladat: Egy mértani sorozat els6 eleme 3, n-edik eleme 13. Az els6 n elem reciprok értékeinek
osszege 8. Szamitsa ki a mértani sorozat els§ n elemének az Osszegét! (Felvételi feladat 1970.)

[,,Valasz”: s, = 312. (Valdéban?)]
9. feladat: Néhany elgondolkodtaté megfogalmazas.

a) Ellendrizhet6, hogy ez valoban megoldas. (Szerepelt felvételi feladat javitési utasitasaban. De
nem ellendrizték, és nem volt megoldas.)

b) Megmutathatnank, hogy ez a médszer nem vezet eredményre! Nem mutattdk meg, és a médszer
bizony eredményre vezet. (Iskolatelevizié tanpéldéja)

c) Felmeriil a kérdés, hogy van-e még egy megoldas. (Eddig kivalo.) Es utdna ,,belatjak”, hogy
nincs, pedig van! (El6készit6 példatar)




