Mérélapok felvételire I11.
1981. aprilis

Oldjunk meg paraméteres feladatokat!

1. Oldjuk meg x-re és vizsgaljuk az (@>—1x= 24> +3a+1 egyenletet,
ahol g valos paraméter! :

2. Oldjuk meg a

dax +ay =29,
2ax + 18y =-27

egyenletrendszert, ahol g valés paraméter!

3. Oldjuk meg a Vr—a+Jx =1 egyenletet, ahol @ valés paraméter!
4. Hatérozzuk meg az a valos paraméter értékét ugy, hogy az

@+ 1+ (@+1)x—-2=0

egyenletnek pontosan egyik gydke essen a (0; 1) intervallumbal

5. Hatarozzuk meg az a val6s paraméter értékét gy, hogy az

(@ =Dx*+2(a—1x+2

polinom értéke minden x-re pozitiv legyen!

: X X
6. Oldjuk meg a 2_2 ;xa = 23 egyenletet, ahol a val6s paraméter!
a a: -a

7. Oldjuk meg az ____l_gx_z__ =2 egyenletet, ahol a valds paraméter!
a* -1
Ig| x -

8. A cosx-ctgx — sinx = acos2x egyenletben az a valos paraméter. Adott valos a
értékre hany olyan megolddsa van az egyenletnek, amelyre 0 < x <2n?




1993 . srov-erbor

Kalmdr Ldszlé tandr dr emlékére
*0

1. Igazolja, hogy egy hirtrapéz pontosan akkor (akkor és csak akkor) érin-
tétrapéz is, ha a magassaga a parhuzamos oldalak mértani kizepe.
T—1 12

2, Oldja meg a valés szampdrok halmazén az =z — y — = ,
z+y T+y

zy = —15 egyenletrendszert!

3. Oldja meg a
2log, a +log,, a+3logue,a >0

egyenl8tlenséget a valés szamok halmazan, ahol a valés paraméter.

4. Legyenek p1, 72, q1, g2 olyan valés szamok, amelyekre p1ps = 2(q1 + ¢2).
Igazolja, hogy az

24+ pz4+q =0 65 azz® +poz + g2 =0

egyenletek koziil legalabb az egyiknek van val6s megoldésa.
Rabai Imre

OFzt a feladatsort szakkéri feldolgozasra ajanljuk.
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Aqqz.daMMém

Rédei Laszlé professzor tr emlékére-s .~

1. Igazolja, hogy ha a, b, c € R, akkor
@B b,
c a b

2. ay Igazolja, hogy
Sp=1-24+4.2247.284... 4+ (3n—2)-2" =10+ (3n—5) - 2™+,
b) Allitsa el§ az
S/ =22+5.224+8.-22+...+(3n—1)- 2"

Gsszeget n fliggvényeként.

3. Igazolja, hogy egy haromsz6g harom oldaldnak hossza, a, b és ¢ pontosan
akkor (akkor és csak akkor) harom egymaést kévets eleme egy szdmtani sorozat-
nak, ha

ac = 6rp,

ahol r a haromszog koré, p a hdromszogbe irhaté kér sugara.
4. Legyenek A, B, C és D a sik (tér) tetsz6leges pontjai. Igazolja, hogy
—_—s = —— ——
a) AB.CD +BC-AD +CA BD =0;
b) ha AB 1 CD és AD L BC, akkor CA L BD.

c) Legyen ABC egy sikbeli haromszdg. A b) alapjan indokolja, hogy a hé-
romszdg magassigvonalai egy pontban metszik egyméast.
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A698. povtudory

18zt a feladatsort szakkori feldolgozasra ajanljuk.
Pogdny Jdnos, a budapesti Piarista gimndzium kivdld matematika tendra
emlékére.

1. Allapitsa meg, hogy az m valés paraméter mely értékeire lesznek a
22 +2(m+ 1z +m? +2m =0
egyenlet gyGkei valésak, és dllapitsa meg ezekre az m értékekre az
flm) = a1 + 29 + dz129
kifejezés legnagyobb és legkisebb értékét, ahol z; és o az adott egyenlet meg-

old4sai.

2. a) Igazolja, hogy minden haromszdgben

7"_abc
4 = s

ahol a, b, ¢ a hdromszdg oldalai, a+ b+ ¢ = 2s, g a haromszégbe, r a hdromszdg

koré irt kor sugara.
b) Tekintsitk azokat a haromszdgeket, amelyekben az egyik oldal hossza

2 egység, a masik két oldal Gsszege 4 egység. Hatarozza meg a haromszbgbe
és a haromszdg kéré frhaté kordk teriiletei szorzatanak a legnagyobb értékét.

3. Igazolja, hogy az

_ a1:v2 +hz+c

2
= R b 0
a2$2 + b2$ +e9 (a’l # 0) az 75 0, asx” + boz + ¢ 7’: )

f(z)

kifejezés értéke pontosan akkor (akkor és csak akkor) allandé (azaz értéke fiig-
getlen z-t81), ha van olyan k € R, hogy a1 = kag, b1 = kb, ¢1 = kco.

4. Az (a,) (n € NT) sorozatban a; = 1, a3 = 2 és n > 3 esetén ap =
Zan‘—Z = Qp—1.
Irja fel ap-et, majd Sp-et (Sp = a1 + a2 + -+ + an) n fliggvényeként.

Rabai Imre
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4999, | asuow

A foévdrosi Toldy Ferenc Gimndzium tiszteletére, ahol az 1957-58-as tanévben
tanitoltam.

1. Oldja meg a
Ve —1+z-3>+/2(z—3)2+2z—2

egyenltlenséget.

2. Az ABCD konvex négyszdg AC és BD 4tléinak metszéspontja P. Legyen
az APB, illetve CPD haromszdgek teriilete t1, illetve t3. Az ABCD négyszdg

teriilete T' = (/%1 + \/ig)z Igazolja, hogy az ABCD négyszdg trapéz!
3. Oldja meg a

.9 . 2 1
sin®z cosz — sinz cos” £ = ——=
V2
egyenletet a valés szdmok halmazan!
4. Igazolja, hogy minden haromszégben
cosa cos 3 cosy

sinfsiny sinysina  sinasing

Raéabai Imre
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N899 v epbes

Székefalvi Nagy Béla professzor ir emlékére

1. Oldja meg a val6s szampérok halmazan (R?) az
-y =2(z—-y), L+ =13@+y)
egyenletrendszert.
2. a) Milyen ¢, § szdmokra igaz, hogy
sin(a + f) =sina +sin 8 ?
b) Oldja meg a val6s szamok halmazan a
sin (m + ZT—) =sinz +sin1
6 6

egyenletet.

3. Igazolja, hogy egy négysztg pontosan akkor (akkor és csak akkor) parale-
logramma, ha az 4tlok négyzetének Osszege megegyezik az oldalak négyzetének
Gsszegével.

z?+4 . . .
4. Hatérozza meg az « +— PwRE > —4 fiiggvény legkisebb értékét. Mely

z helyen veszi fel a fiiggvény ezt a legkisebb értéket?
Rabai Imre
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1000. ) Covy
Lukdcs Séndor igazgats dr (bardtom) emiékére

1. Hatarozza meg az o és a b paraméterek értékeit, ha az
2~ ax? +18=0 és az 23 +br—12=0

egyenleteknek két kdzds valos gyocke van. Oldja is meg az egyenleteket.

2. Igazolja, hogy minden haromszégben (a szok4sos jeldlésekkel)
(sin & + sin B + siny)(ctg & + ctg B + ct )—1(2+b2+c2) 1,1,1
sin & + sin 8 + siny)(ctg g g7) =5 St tn )

3. Oldja meg az
log gz, z° + Iog% vz > 2

egyenlGtlenséget a valds szdmok halmazén, ahol a > 0 valés paraméter.

4. Az ABC haromszdg oldalainak hossza a, b, illetve c egység. (a > b > ¢),
a silyvonalak hossza rendre sq, sp, Sc.

a) Igazolja, hogy 2b% = a? + ¢* pontosan akkor (akkor és csak akkor), ha
23% = sg + sg.

b) Igazolja, hogy az ABC haromszdg sulyvonalaib6l mint oldalakbél alkotott

héromszég pontosan akkor hasonlé az ABC héromszdghdz, ha 2b% = a® + 2.
Rabai Imre




Felvételire elokészité matematika feladatok .
a Fazekas Mihaly Gimnazium tanul6i szamara. 2007% 3§ £

Osszeéllitotta Rébai Imre, a gimnazium volt tanara (1958-1966).

1. feladat: Oldja meg a kovetkezd egyenleteket a valés szamok halmazan!

a) \/4x+\/16x2 —4 =2x-1++2x+1;

log, 7 log, 4

log,3 B log, 4’

(cosx —sinx—1)(cosx—sinx +1)
sin2x B

c) -1.

2. feladat: Oldja meg a kévetkezd egyenletrendszvereket a valds szamok halmazan! (x, y € R?)

)’ —xy=12; b)i‘lzls"
y x 4
W+ =2, logs(x + 5y) — logs(x —y) = 1.

3. feladat: Egy ABCD trapéz két parhuzamos oldaldnak hossza AB=a és DC=c,a > c. Az EF
szakasz parhuzamos 4B-vel és a trapézt Ugy vagja ketté, hogy az ABFE trapéz teriilete az ABCD
trapez teriiletének harmada. Fejezze ki a-val és c-vel az EF szakasz hosszat.

(Hany ilyen trapéz létezik?)

4. feladat: Az ABCD téglalapban AB = 3-BC. A téglalap sikjdnak egy P pontja a B, 4 és D

csticsoktdl rendre PB =4, PA=1és PD = /2 tdvolsagra van, Mekkora a téglalap teriilete?
(Hova esik a P pont?)

5. feladat: Az x* — px + q =0 egyenlet egyik gyokének kétszerese gyske az x* + 4px — 4q =0
egyenletnek és p* — 4g = 64. SzAmitsa ki p és q értékét!

6. feladat: Hatdrozzamegazfi D > R, x> f(x) = fuggvény sz€élséérték helyeit,

sin® x +cos® x
és értékkészletét! (Mi a fiiggvény periddusa?)

7. feladat: Az ABC haromszog két csticsa: A(7; 6), B(—1; 0). A C cstics az x +2y + 1 =0 egyenleti
egyenesre illeszkedik. Az ABC hromszdg teriilete 40. Szamitsa ki a C cstics koordinatait!

. , , . >
8. feladat: a) Oldja meg az egész szdmok halmazin a sm(; (— ¥~vx© +3x— 12)) =0 egyenletet!

b) Az m valés paraméter mely értékeire van megoldasa a cos2x + (2 — Sm)sinx — 3m* + 3m—1=0
egyenletnek a valds szamok halmazan?

: 2 .
¢) Oldja meg az egyenletet, ha m értéke — ? 0; %; 1; illetve 2.




1994 yovewber A,

1. Legyen a htirtrapéz parhuzamos oldalainak hossza 2a, illetve 2b (a > b),

a szérak hossza c, a magassagé m.
Ha a htrtrapéz egyben érintStrapéz is, akkor m = 2p, ahol g a befrhaté kor

sugara, és c = a+ b. Igy
4¢° = (a +b)? — (a — b)?, m =20 =v2a-2b,

tehat igaz az 4llitas. Ha a = b, akkor trividlis az &llités.
Ha a hurtrapézban m? = 2a - 2b, akkor

¢ =2a-2b+ (a—b)?

tehit
: c=a+b,

azaz a trapéz érinténégyszog, hiszen a szemkozti oldalak dsszege (2a+ 2b, illetve

2(a + b)) megegyezik. Ha a trapéz téglalap (négyzet), akkor trividlis az llitas,

2. Ha z +y > 0, akkor (z + y)-nal szorozva az els6 egyenletet z° — y? -

/22 —y2—12 =0, ahonnan /72 — 2 = 4, hiszen /22 — 2 > 0. Igy 2* — % =
16, és zy = —15. Helyettesitd modszerrel 21 =5, y; = -3 vagy z2 = —5,y2 =3
adédik. Az 1 = 5, y; = —3 szdmpér megoldés, a mésik nem.

Ha z +y < 0, akkor 22 — y? + /22 — 42 — 12 = 0, ahonnan /22 — y? = 3,

igy ° —y? =9 és zy = —15, majd a? — 922 — 225 = 0, 2% = % (9 +3\/109).

Az 23 =~ % (9 + 3V 109), Yz = 4/ % (3 109 — 9) szdmpér megoldés,

1 1
az T4 = 5 (9 +3 109), Yq = — 3 (3\/ 109 — 9) SzAmpAr nem.
3. Nyilvina >0, a# 1,2 >0,z # 1, az > 0, az # 1, a®z > 0 és a®z # L.
Azonossagok alkalméval az egyenlStlenség

2 + ! + 5 >0
log,z  1-+log,z 2+log,z

Legyen log, z = z. Azonos atalakitasokkal a

6(z+4) (:+ %)

)T L

4
egyenl6tlenséget kapjuk, amelynek megoldésai: —2 < z < -3 vagy —1 < z <

1 " 4 1
—7 vagy 2 >0.Igy -2 <log,z < —3 vagy —1 < log, z < —= vagy log, = > 0.
Ha a > 1, akkor a logaritmusfiiggvény szigortan monoton névekedd, tehat
1

a2

1 1
<z < E<m<—— vagy z>1,

1
Tt Va

5§




ha 0 < a < 1, akkor a logaritmusfiiggvény szigortian monoton csokkend, tehat

1 1
<z < —

1
Ve St Y

1
<m<a vagy O<z<1.

4. Az els6 egyenlet diszkriminansa Dy = p% —4q1, a mésodiké Dy = p2 —4qs.
A feltétel alkalmazéséaval

D1+ Dy = p} +p3 — 4(q1 + q2) = p} +p3 — 2p1p2 = (p1 — p2)* > 0.

Mivel a diszkrimindnsok Osszege nemnegativ, azért Dy és Dy kozil legalabb
az egyik nemnegativ, igy az egyenletek koziil legaldbb az egyiknek van valés
megoldésa.

Rabai Imre
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1. Ismeretes, hogy ha A > 0 és B > 0, akkor A+ B > 2V AB. Ezt alkalmazva,

b 2
N L S T o
c a ac a b b c

Igy
ab be ca 1 fab bc\ 1 [be ca 1/ca ab\ _ 1
—c-+_a—+? =3 (_c- + ;‘)4--2* (; + 7;) +§ (T + ?) > 5(2b+20+2a) = a+b+c.

Az egyenl6ség pontosan akkor all fenn, haa=>b=c.

2. a) Az allftas teljes indukciéval igazolhat6. Ha n = 1, akkor igaz az 4llitas,
mert §; = 1-2 = 10+ (3 —5) - 22 = 2. Tegyiik fel, hogy n-re igaz, azaz
Sy =10+ (3n — 5) - 2"*1, Be kell latnunk, hogy (n + 1)-re is igaz, azaz hogy

Spy1 =10+ B(n+1) - 5)- 22 = 10+ (6n — 4) - 21,
Ez is fennall, hiszen
Spt1 = Sp+(3(n+1)—2)-2"F! = 104(3n—5)-2"14(3(n+1)—2)-2"+! = 10+(6n—4)-2"+".
Igy az allitast igazoltuk.

b) Eszrevehets, hogy S, k-adik tagja 2*-nal nagyobb az S, k-adik tagjanal.
Ezért

S =8, + (24224284 42" =85, +2(2" — 1) =8+ (3n—4) - 2",

1
3. a) Ismeretes, hogy a héromszOg teriilete T = —2—ab siny és ¢ = 2rsinvy,

. abe abe
tehatT—-—g,azazr—Z;T—. -
. . - —g2¢ 2 =
3I\/Zlvel 0= ahol s = §(a+b+c), azért ha ac = 6rp, akkor ac = 6 T
abc

pRranpy amibdl a + b+ ¢ = 3b, a + ¢ = 2b, a—b=b-c, azaz a, b, ¢ valéban
egy szamtani sorozat hdrom szomszédos eleme.
b) Legyen a, b, c egy szémtani sorozat hérom szomszédos eleme, Ekkor a+c =

2b, ezért
abc 2T abe

bre=6 or a¥brc °

= ac.

4. a) LegyenA_B)=a, E'c":b, CD =cés DA=d. Vilagos, hogy a4+ b +
c+d=0. '
AB.CD+BCG-AD +CA-BD = ac +b(~d) + (c +d)(b+c) =
ac—bd+bc+c2+bd+cd=c(a+b+c+d)=0.

—_— = — —
b) A feltétel szerint AB 1L CD és AD 1 BC, ezért skalaris szorzatuk nulla,
azaz ac = 0, és hasonléan (—d)b = 0.




Azt kell belstni, hogy CA L BD. Mivel CA = c+d és BD = b + c, ezért
elegendd belatni, hogy (c + d)(b + d) = 0. Ez pedig teljesiil, mert

(c+d)(b+c)=cb+c?+db+dec=c(b+c+d)=c(-a)=0,

hiszen db =0, b+c+d = —a és ca=0.

¢) A b) feltétele szerint, ha a D pont rajta van a C-bél és az A-bél indulé
magassagvonalon, akkor a bizonyitott 4llitas szerint rajta van a B-b6l induld
magassagvonalon is, tehat az ABC hiromszdg magassdgvonalai egy pontban

metszik egymést.
Rabai Imre
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'{O.)qg M,o\;-e,w/otw MAT,

1. Az egyenlet gydkei akkor valdsak, ha a diszkrimindnsa nemnegativ, azaz
ha
4(m+1)% —4-2(m? +2m) >0,
ami akkor teljestil, ha
—1—\/§Sm5f1+\/§.
m? +2m

Mivel 23 + 2 = —(m +1) és dzizp =4- — = om? + 4m, azért

f(m) = 2m? 4 3m - 1.
. .y . IVA 3
f(m) legkisebb értéke a [-1— V2; —1++/2] intervallumon — T amit az m = — 2

helyen vesz fel, mig legnagyobb értéke 2 ( +v2 ) - —Z, amit az m = —1—v2

helyen vesz fel.

T be ab
2. a) Ismeretes, hogy minden héromszogben p = — ésr = ekt gy or = 4:

b) A haromszog egyik oldala 2 egység, a mésik ket oldal Gsszege 4 egység.
Célszert jeldléssel a két oldal 2 — z, illetve 2+ z, ahol 0 < z < 1. A széban forgd
koérok tertiletének szorzata

2. (2 - 2
flz) = o®r -rPr =n2(or)? =n?. (—————( 43';)3(2 * m)) )
hiszen 2s = 6, s = 3.
Az f(z) = -(4 x2)? fiiggvény a [0, 1) intervallumban akkor a legnagyobb,

ha z =0, h1szen 4 — 2% > 0, és igy a négyzete akkor a legnagyobb had4—2%a
legnagyobb.

Az f(z) legnagyobb értéke gWQ, ami akkor adédik, ha a haromszog egyenld
oldald.

3. Ha van ilyen k, azaz a1 = kag, by = kby és ¢; = kca, akkor

k(azz? + baz + c2)

o Thoio = k, tehat f(z) értéke allando.

fz) =
Ha f(z) értéke alland6 minden megengedett z-re, azaz

a1z? + bz + ¢y
flo)= ST ETA
22? + bax + o
akkor
(1) (a1 — Kag)ar:2 + (b1 — Kbo)z + (c1 — Kea) =0,

azaz az (1) legfeljebb masodfokd egyenletnek ketténél t6bb megolddsa van, ami
csak 1igy lehetséges, hogy minden egyiitthat6 nulla (a polinom azonosan nulla),




tehdt a3 — Kag =0, by — Kby =0, ¢; — Kc¢g = 0, igy valéban van olyan K € R,
hogy a1 = Kag, by = Kby és c; = Keg.

4. A rekurziv definiciébol kévetkezik, hogy

On ~ Gp-1 = 2an-2 — 201 = (—2)(@n-1 — @n-2).

Aby,=0apy1—ap, k=1,2,...,n, ... kiilénbségsoroz‘at a ¢ = —2 hanyadost
mértani sorozat, b1 = ag — a3 = 1, ezért by = (—2)F~1. Igy

N —2
ag—a1=1,a3 —as=-2,04 —ag =4,!an — ap_1 = (=2)"7"

Adjuk oOssze az egyenleteket:

_1_(_2)77.-—1
ap — a1 = 1_(_2) )
oy 4 L
ahonnanan-—l-f—s(l (—2) )—3 3( 2™,
A o gy 4 LI 4 1 o
.S’n—-Sn 3(1 24--+(-2) )—-3n 3 1_(_2)-—371 9(1 (=2)™).

Rabai Imre




1999. AWW MAT,

A janudri szakkori feladatok megoldasvazlatai, eredményei

1. Csak olyan x szam lehet megoldas, amelyre Jx-1+x-320 ,azaz x> 2. Legyenx -3 =
zés x—1= y (> O). Ekkor y+z>+/2x% +2z2, ami ekvivalens az y* + 22 + 2yz > 2)* + 22% és
igy az (y —2)* <0 egyenlOtlenséggel: tehat y = z, Jr-1= x-3, x=1-x-1-2=0.Vx-1=2
(hiszen Jx-1>0 ), x =5. Az adott egyenl6tlenséget egyetlen szdm, x = 5 elégiti ki.

2. Jeldlje a BPC, illetve a DPA haromszogek teriiletét 4, illetve 14, a négyszog tertiletét T.
Mivel egyrészt T'=t, + tp + 13 + t4, masrészt T= 1, +1, + 2 /1,1, , azért ¢, +1, =2./t,1; .

Legyen AP = e, PC = ey, BP = f1, PD = f,.

Az egyenld magassagu haromszogek teriiletének aranyara vonatkozé allités alkalmazésaval:
h_&

f, e .
s +=-L tehat 1, =1,¢, .
L &

)

3
fay t,+4, =20, » (i — &, | =0, azaz t, =1,
G _%

Ha az atlok sz6ge ¢, akkor ¢, = -;—e;,‘f1 sing és ¢, = %e]f2 sing, amibdl ¢ f, =e, f;, 7 :7.
1 2
Az APB és CPD haromszogek tehat hasonlék, PAB/ = PCD/, ezért AB parhuzamos CD-vel, azaz
a négyszog valdban trapéz.

3. Szorozzuk meg 2 - L -vel az egyenlet mindkét oldalat, a bal oldalon alakitsunk szorzatta.

V2
(2sinxcosx{isinx ——l——cosx) =1, sin2x'sin(x——7£) =1.
V2 V2 4

Ez csak ugy lehetséges, ha
a) sin2x = 1 és sin(x - -;5) =1 vagy b)sin2x=-1 és sin(x - %j =1,

a) 2x=%+2k7r, x=£+k7z,ke Z és x~—75=—72£+2n7r, x=3—47£+2n7z,n e Z ilyenx
tehat nincs.

b) 2x:3—”+2k7z, x=3—ﬂ+kﬂ,ke Z és x——75=3—7z+2n77, x=7—ﬂ+2n7r,n eZ.
2 4 4 2 4

Az egyenlet megoldasai az x = ZZ:E +2nx , n € Z szédmok.

4. Az igazoland6 egyenl6ség ekvivalens a kdvetkezdkkel:
cosasino + cosPsinf + cosysiny = 2sinosinfsiny,

sin2a + sin2p + sin2y = 4sinasinPsiny.

fgy elegends ez ut6bbit igazolni.

Mivel sin20, + sin2f3 = 2sin(a + B)cos(a — B), és felhasznalva, hogy y = 180° — (a + B), 2y =
360° - 2(a + B),

sin2y = —sin2(a + B) = —2sin(a + B)cos(a + B),

tehat sin2a + sin2f + sin2y = 2sin(a + B)cos(o. — B) ~ cos(a + ) =

25in(180° — (0. + B))-2sinasinf = 4sinasinPsiny.

b1
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1. Mindkét egyenletet rendezziik nulldra, majd alakitsunk szorzatta.

(@~ )@ +ay+y* —21) =0, (z +y)(2® — ay +3” ~ 13) = 0.

Ez az egyenletrendszer ekvivalens a kvetkezd négy egyenletrendszerrel:
Mz—y=0,z+y=0(ID)z—y=0z*—ay+y? = 1300 «® + 2y +¢y* = 21,z +y = 0;(IV) 2* + ay 4

Ezek megoldasai egyben az adott egyenletrendszer megoldésai is.
(D): 1 =0, y1 = 0;
(I): w2 = V13, g2 = V13; 3 = —V13, y3 = —V13;
(ID): z4 = V21, yg = —V21; @5 = —v21, y5 = V21

(IV)ize=1lye=4 =4, yr=1; zg=—1,ys = —4; 9 =—4,y9 =-1.

2. a) Mivel
sin(a+0) = 2sin ad —; 'B-cos ad ;— ﬂ, tovabba sin a+sin 8 = 2sin e ;— ﬂ-cos a ; A
és
cos a—;—ﬂ — cos = ; b_ (-2)sina - sin g,

azért a feltételellel ekvivalens a kovetkezd egyenlet:

sina+ﬂ -sing-siné—o
2 2 2
A megoldasok: a+F =2km, k€ Z; a=2nm, € R, neZvagy a €R,
B =2mm, m € Z.
- b) A megoldasok: z = ——% + 2km vagy © = 2km, k € Z.

3. Az igazolast vektorok alkalmazasaval végerzitk, Felhasznaljuk, hogy egy
vektornak dnmagéval vald skalaris szorzata megegyezik a vektor hosszdnak négy-
zetével, azaz x - x = x* = |x|2. 4

—_ —_— —

Legy_er)x az ABC’_DQ}égysng D cstcsa az origh, DA=a, DB=b, DC =c.
Ekkor AC =c¢ — a, CB:b—c,ﬂ:a—b.

Ezzel a jeloléssel az ABCD négysz0g pontosan akkor paralelogramma, ha
b=a+c.

Ha az ABCD négysz6g paralelogramma, akkor b = a+c. Az oldalak négyze-
tének Osszege ekkor valéban megegyezik az 4tlok négyzetének Osszegével, hiszen

DA? + AB? + BC? + CD?* = 2a® + 2¢?,
az atlok négyzetének Osszegének Osszege pedig
DB? +CA*=b?+(a—c)? = (a+c)? + (a—c)® = 2a + 2¢2.

Ha az oldalak négyzetének 8sszege megegyezik az atlok négyzetének Gssze-
gével, akkor :

a2 +(b—a)? + (c—-b)2 +c?=b?+ (a—c)?

by




ahonnan
a% +b?% 4+ c? — 2ab — 2bc+ 2ac = 0,
(a+c—b)? =0,
ami csak Ggy lehetséges, ha a+c¢c—b = 0, azaz b = a + ¢, tehét a négyszdg
valéban paralelogramma.

4, Felhasznaljuk, hogy ha A > 0, B > 0, akkor A+ B > 2VAB, és az
egyenléség pontosan A = B esetén teljesiil. Azonos &talakitasokkal

2 +4 22-164+20 20 20
z+4 z+4 v 4+z+4 8+(m+ +:z;+4)“ 5+ V58,
hiszen z 44 > 0.

20

A fiiggvény legkisebb értéke 4v/5 — 8, amit akkor vesz fel, ha z +4 = ——

z+4
(6s =+ 4 > 0), azaz ha x = 2V/5 — 4.
Réabai Imire
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1. Ha az zq szém kozos gydke az f(z) = 0 és a g(x) = 0 egyenleteknek, akkor
minden A, B valés szamra gySke az Af(z) + Bg(z) = 0 egyenletnek is, hiszen
fzo) = 0 &s g(zo) = 0, tehat Af(wo) + Bg(wo) = 0. Mivel az egyenleteknek két
kozbs gydke van, azért ezek a gydkok kozos megoldésal az

(23 4+bz—12)— (2%~ az?+18) =0 ésa 2(z® - ax?+18) +3(z®+ bz — 12) = 0,
az? + bz — 30 =0, o(5z% — 2az +3b) =0

egyenleteknek is.
Az a = 0 nem lehetséges, hiszen akkor nem volna két kozds gyok. Az z =0

egyik egyenletnek sem gySke. Igy

9 b 3, 2 3b
¢4+~ - —=2°-car+ —,
a a 5 5
a,honnangz—-—g-a és _%zgz %é, tehat a = 5, b = —10, a koz0s gybkdk az
m2—2:z:—6=0egyenletgyékei,a:l=1+\/7,m2=1—\/?.
A harmadik gydkok za = 3, illebve 7 = ~2, hiszen " 0o T8 _ 4 g
) armadik gy8kdk @3 = 3, illetve z4 = —2, hiszen —5——-—= =72
z° — 10z + 12
P mm-s "%

2T 2T
2, Jeldlje T a haromszdg teriiletét. Ekkor sina = e sinf = P siny =

o
— €8

ab
ctga = =2 o igeal  p4c?—a?
sina % AT !
a2+c2_b2 2+b2_c2
ctgf = T tgy = T

ot . . 1 1 1Y,
tehat sina + sin B 4 siny = 2T (EE+E+EE) és

1 1
ctgatctg B+cetgy = E(b2+02—a2+a2+c2—b2+a2+bz—cz) = E(az-i—bz-i—cQ).
Ezekbél kovetkezik az allitas.

3. Azz >0, za® #1 és az —% # 1 feltételeknek teljestilnie kell. Ha a = 1,

7
akkor )
log,, z° + log, vz = 3 + 5> 2,

teh4t ekkor minden z > 0, z # 1 szém megoldds. Ha a # 1 (a > 0), akkor
azonos Atalakitasokkal, majd rendezéssel

3log, = %logaml 250
2+log,z  log,z— 3




$(log,z — 1) (log, z — %)

> 0.
(log, z +2) (log, = — )

Ez ut6bbi egyenlStlenség akkor teljesiil, ha log, z < —2 vagy % <log,z <1
4

vagy log, = > 3
Ha a > 1, akkor a megoldédsok: 0 < z < alg vagy va < z < a vagy © > aé;

1
ha0<a<1,akkoramegoldasok::c>E—Q—vagya<:c<\/5vagy0<:v<

ol

4. a) Ismeretes, hogy 4s2 = 2(b? + c?) — a?, 452 = 2(a® + c?) — b? és 452 =
2(a® + b%) — 2,
2(a®+c?) — b 3b?

Ha 2b% = a® + %, akkor egyrészt 2s} = 5 ——, méasrészt
2, 2 _ 1 2 2 _ 2 2 2_ 2 1o, 2, o 1o 80
sa—f-sc:Z((Zb +2¢% — a?) + (2a% + 20 — ¢?)) = Z(4b +a“+c") = Z-Gb ==
igy valéban 2s? = s2 + s2.
, 9 2 . 2 2a%+2¢* -0 1, , 2 9
Megforditva, ha 2si = s; + sz, akkor — = Z(Zb +2¢* —a” +

2a2 4 202 — ¢?), ahonnan 2b? = a® + ¢?.
b) Ha a > b > ¢, akkor s, > sp = Sq.

Ismeretes, hogy ha az ABC héaromszog teriilete T3, a stlyvonalakbél mint

oldalakbol alkotott haromszOg teriilete Th teriiletegység, akkor %:3 = %
1
. T, 2 s s 3 2
2Hau a.zkét };éromszog hasonlé, akkor T = E% =R =2 tehét 2=
W2 —a” 3 honnan 22 = a? + &2,
4e? 4 2 op2 2 2 2 V3
2 2, 2 55  20°+2c*—a” 3¢ 3 Sq V3
Ha 2b°=a+c ,akkorc—;—T——@—Z,azaz—g—T.
Hasonl6an sz = —\g—?—’, tehat a két haromszog hasonlé.
a

Rabai Imre




