RABAI IMRE A Matematika Tanitasa

egyetemi adjunktus, 1976. augusztus
BME XXIIL évfolyam 3. szdm

.Van-e megoldis? Hany megoldas van? (Geometriai szimitasi feladatok megoldasi
modszereinek néhany problémaja)

- El6re is elnézést kérek a cikket olvaséd kollégaktdl, hiszen ismert dolgokrél irok, s talan
~amit én problémanak I[atok az egyetemi felvételi, valamint érettségizett tanulokkal a
felvételire vald el6készités sordn, az egyesek szdmdra a tanitdsban nem okoz problémit.
‘Tapasztalatom szerint ez sok tanulé szdmara igen nagy gond. Ez indokolhatja a cikk
1étjogosultsagat. A kozépiskolai matematikatanitas feladatai kozé tartozik, hogy az egyetemi
tanulasra, igy az egyetemi felvételire készitsen el6. Az elmult évek egyetemi felvételi
feladatai kozott igen sok geometriai szamitasi feladat volt talalhatd. Ezek javitisa soran
megmutatkozott, hogy a tanulék nem eléggé jaratosak a feladatok megoldasi modszereiben.
A feladatok megoldasi modszereinek problémait néhany feladaton keresztiil “kozelitem”
meg. Ezek egy részét az egyetemi elokészitbkon is gyakoroltatom. A megoldasok soran
elkovetett gyakori hibakat is ott tapasztaltam.

1. feladat. Az ABCD négyszbgben az A és a B cstcsoknal fekvd szogek derékszogek,
AD=15 egység, BC=24 egység. A CD oldal felezd merblegese az 4B oldal egyenesét az E
pontban metszi, AE=20 egység. Szamitsuk ki az AB oldal hosszat!

(E feladatot megold6 tanuldk koziil a legtobben a kovetkez6 modon dolgoznak. Most tehat
egy tanuldi megoldas kovetkezik.)

Megoldds: Készitsiink 4abrat! Vegytk fel (1.
abran lathatd) az ABCD derékszogll trapézt, és
huzzuk meg a CD oldal felez6 merdlegesét. Az
EAD derékszogli haromszog két befogdja, AD=5- 3
egység, AE= 5- 4 egység, igy az atfogdja DE= 5" 5
egység. Az E pont a C és a D pontoktdl egyenld
tavolsagra van, igy az EBC derékszogli haromszog
atfogdja EC=25 egység, s mivel a BC befogd
hossza. 24 egység, ezért EB’ = 25%.24°=(25-
24)-(25+24)=7> egység. EB=7 egység. Valasz: Az
- ‘ AB oldal hossza 20+7=27 egység.(A feladat
A 20 £ B megoldasdnak  vizsgalatira még  visszatérek.

Nézziink most egy masik tanulsagos feladatot.)

2. feladat. Egy paralelogramma két oldala 3 cm, illetve 1 cm hosszisagu, az atlok altal
bezart hegyesszog 45°.. Szamitsuk ki e paralelogramma tertiletét!

‘Megoldds: Készitsiink vdzlatot! Legyen a 2. dbran lathaté ABCD paralelogramméaban
AD=1 cm, AB=3 cm, az AC és BD 4tlok metszéspontja O, az 4tlok hossza AC=2e, BD=2f. Az
atlok, valamint az atlok altal bezart szog segitségével a paralelogramma terlilete
meghatarozhato.

2e-2f -sin45°

f=

Alkalmazzuk a cosinustételt az ADO és az ABO
haromszogekre.

, t=\/5-ef.
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9=’ + £+ 7 ef,

l=e*+£- J7 ef
(Felhasznaltuk, hogy cos 45°= -cos 135°= ~\/1-2= .) A két egyenletet kivonva egymasbdl,

* kapjuk: 2 2 ef =8, azaz2t=8,t=4 (cm?).Vélasz:‘A paralelogramma teriilete 4 cm?(!)

“Gondolom ez a két példa is mutatja, hogy a probléma
adott! Térjink hat vissza az elsé feladathoz.Van néhany
~ olyan tanuld, aki a feladat megértése(!) utdn a kovetkezd
abrat késziti el:

Ezek koziil tébbnek nem tetszik az abra, visszalépnek,
- elvetik az 4brat, azaz athuzzak. Marad azért olyan “bator” is,
aki az 4brat felhasznalja a tovabbiakban, és igy kiszamolja az
AB oldal hosszat. Mivel — mint lattuk — EC=25 egység €s
EB=7 egység, ezért AB=20-7=13 egység. Vélasz: Az AB
oldal hossza 13 egység.

Melyik a “j6” megoldas? A tanulokat meg kell gyézni, . - :

(13 P4t A . B E
hogy mmdketto j6” megoldas, de 6nmagaban egyik sem - 20 .
teljes megoldas. :

Mit ajanljunk, milyen tanicsokat adjunk a tanuldknak a feladatok megoldasahoz? Hat azt,
amit minden feladat megolddsahoz adhatunk, amit Pélya Gydrgy professzor “A gondolkodds
iskoldja”, valamint “A problémamegoldds iskoldja” cimii konyveiben ajanl.

Emlékeztessiik tanuldinkat, amit a szerkesztéseknél tanultak!

(. A megoldottnak képzelt feladat dbrdjan elemezziik a szerkesztés modjat. Ennek fel-
hasznélasaval elkészitjikk a megoldas tervét.

2. Végrehajtjuk a szerkesztést.

3. Igazoljuk a megoldas helyességét.

4, Megvizsgaljuk a megoldhat6sag feltételeit, és a lehetséges megolddsok szdmat.)

Az elsé tanacs a kovetkezd lehet. Tekintsiik a feladatot szerkesztési feladatnak (ha az adott
adatokbol a keresett alakzatot kdmnyen meg tudjuk szerkeszteni). Az adott adatoknak
megfelelben szerkesszitk meg a keresett alakzathoz hasonldt. A szerkesztés vizsgdlata
megmutatja. hogy VAN-E MEGOLDAS, s ha van, akkor HANY MEGOLDAS VAN.

Nevezzilk az elészor felvett abrankat
& G " elemzd dbrdnak, majd a vizsgalat utan felvett
abrat szdmité dbrdnak. (A bemutatott tanuldi
megoldasok hibéja éppen az, hogy az elemzd
abrat rogton szdmito dbranak tekintik!)
Nézziik feladatunk megoldasat a tanacsolt
“szerkesztési” modszerrel. Az 1. abra lehet
~elemz6 4bra is. Ezek szerint az EAD
5 - | derékszogl héromszog egyértelmiien
' meghatérozott. A C pont az AB egyenest6l
. N > 24, az E pontt6] 25 egység tavolsagra van, igy
A B, E B, a szerkesztésbdl két C pont, C; és C, adddik
) 20 B (az 4B egyenes mindkét oldalan kapunk két-
' - két pontot, de elegendd az egyik part
tekmtenl) s igy két B pont, B; és By, ami egyben azt is jelenti, hogy az eddig kozolt két
megoldas valoban megoldas, €és csak ezek a megoldasok. (4. dbra) [A feladat megértését
eldsegithetjiik, ha a feladat megolddsa szempontjabdl lényeges szavakat (elismerem ez
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- szubjektiv) aldhuzatjuk a tanulokkal.. Ebben a feladatban az “egyenesét” sz6t emelném ki,
vilagos, hogy miért.]
Nézziik a feladatnak egy masik megoldasat, ami egyben egy mdsodik tanacs lehet0ségét is
tartalmazza.
.. .Az EAD derékszogli haromszog ismeretében az AE egyenesen kerestink olyan B pontot,
amelyre a mar megismert feltételek (EC= 25, BC= 24 egység, EBC derékszogli haromszog)
teljesiilnek. Helyezziink gondolatban az AE egyenesre egy szamegyenest ugy, hogy ennek
origdja az’E pontba essen. Jeloljik az EB eléjeles szakaszt x-szel. (Jelolés: EB szakasz nem
- negativ mérészammal, EB eléjeles szakasz valés szam mérészammal!)
Igy akér az 1., akar a 3. 4bra alapjan szamolunk, azt kapjuk, hogy x*=7?%, amibbl x=7 vagy
x= -7, ami azt Jelentl hogy E-t6l az AE egyenesen mindkét iranyban van egy-egy B pont, igy
a feladatnak két megoldasa van. - _
C c

Természetesen a szamegyenes felvétele felesleges, elegend6 figyelni arra, hogy egy
elojeles szakasz mér6szama negativ is lehet.

Veszély a feladat egyik megolddsénak elvesztésére az, ha “fejben” szamolunk, hiszen a
tanul6k koziil sokan (dicséretes modon) ismernek néhany pitagoraszi szamhéarmast (pl: 3, 4, 5
vagy 7, 24, 25), igy kapasbol mondjak az eredményeket Ajanljuk, hogy ilyenkor célszerl
mindent leirni.(Erdemes 6sszeoasonlitani az “eléjeles szakasz alkalmazdsok modszerét” a
koordinata-geometriai feladatok paraméteres (analitikus) megoldasi moédszerével !)

3. feladat. Egy 120°-0s szdg cstcsa koriil egységkort rajzolunk. Szamitsuk ki annak az
egységkort érintd kornek a sugarat, amely a sz0g szarait érinti!

Megoldds: Ha az a) dbranak megfeleléen kezdiink a szamitashoz, akkor az EC=x jelolést
bevezetve CT=|x |, OC=1-x, OT=1/2-(1-x).

(1-x)*=1/4-(1-x)*+x* , amibsl x1=2\/§ -3, xp= -2/3-3. Ez azt jelenti, hogy két ilyen kor
van, a koérok sugaranak nagysaga ‘E—E" , tehat r=24/3 -3 egység, R=2/3 +3.
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a) b)

Ha a b) 4branak megfelel6en. dolgozunk, akkor legyen EC=y, CT= |y ] , OC=l+y,
OT=1/2-(1+y).

(+yP=1/4-(1+y) 4y, amibél y1=3-243, y=3+243, azaz r=|y|=243-3, R=3+2.3
egyseég.

Természetesen elegendd az egyik Gton szdmolni, csupan mégegyszer érdemes felhivni a
figyelmet arra, mindegy hogy melyiket vélasztjuk. [A kor sugara helyett, az “r” jel6lés helyett
érdemes mas betlit valasztani, mert az “r” cséabit arra, hogy csak a pozitiv gyskot vegylik
figyelembe.

Most sem érdemes fejben szdmolni, azaz a 60°-os derékszogli hdromszog oldalai kozotti
ismert dsszefliggést kozvetleniil alkalmazni vizsgalat nélkiil, pl: x = V3721 x).]

A szerkesztés vizsgalatdbol természetesen azonnal kidertil, hogy két megolddsa van a
feladatnak, és ekkor a megfeleld szamitdsokat a 60°-os derékszogli haromszdgekkel gyorsan
elvégezhetjik.

4. feladat. Egy kor keriiletének P pontjabol megrajzoljuk az AP=8 c¢cm és BP = 12 cm
hosszti hurokat. Az AP hur F felezéspontjdnak a BP egyenestl mért tavolsdga 2 cm.
Szamitsuk ki a kor sugarat!

Megoldds: A szerkesztés vizsgalatabdl kideriil, hogy két megoldas van. (Lasd Rdbai Imre:
Elemi matematikai példatdr II. Gondolat Kényvkiad6, 1973. 89. feladat 223-225. oldal.)

Itt most a trigonometria alkalmazésara hivhatjuk fel tanul6ink figyelmét, s ez a harmadik
tanécs.

Az elemzd 4bran taldlhatd PFT derékszogl
haromszdg 4atfogdja PF=4 cm, a TPF<=a szbggel
szemkozti befogdja PT=2 cm, igy sin o=1/2.

Ebben a trigonometrikus egyenlet megoldasaban
rejlik az, hogy a feladatnak két megoldasa van, ha
tekintetbe vessziik a lehetséges megoldasokat. Most
o=30° és ap=150°.

Mivel AB=r, ezért

12 =8%12%2- 8- 12 cos 30°,
r{ = 6,5 cm;

r,” = 8%+12%-2.8:12-cos 150°,
1~ 19,3 cm.

Most nézziik az 1975. évi egyik felvételi feladatot.

5. feladat. Sik terepen az A és B pontok kozotti tavolsag kiszamitdsdhoz a kdvetkezd
adatokat ismerjilk:Az A ponttol. 100 méterre allé gyarkémény az A pontbdl 45°-0s, a B
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pontbdl 30°-os emelkedési szégben latszik. Az A pontot a kémény aljaval 9sszek6td egyenes
60°-os szdget zar be az AB egyenessel. Mekkora az AB tavolsig?

Megoldds: Legyen a kémény magasséga PT, ahol T az alapsikon van. Vegytink fek elemzd
&bréat. Az ATP egyenld szari hdromszog egyértelmiien meghatdrozott Az a egyenes, amelyen
a B pont talalhatd, az AT egyenessel 60°-os szoget zar be. (Két ilyen egyenes van, nyilvan
elegendd az egyikkel foglalkozni.) Legyen B' az alapsik egy olyan pontja, amelybdl a PT
szakasz 30°-0s szogben latszik. A B'TP 30°-0s derékszdgii haromszogben PT=100 méter, igy
ez a haromszog meghatarozott, a B' pont a T ponttél 1003 méter (a P ponttél 200 méter)
tavolsagra van. Igy a keresett B pont az a egyenes olyan pontja, amelyik a T ponttél 1003
méter tavolsagra van, azaz rajta van az alapsik T kézéppontd 1003 méter sugart korén (a P
kozépponti 200 méter sugari gombfeliileten). Mivel TB'>TA, ezért két, a feltételeknek
megfelelé B pont van, B; és B,.

Az el6zéekben mar lattuk, hogy AT=TP=100méter, TB=TB,=100+/3 méter, PB;=PB,~200
méter.

Mivel ATB) A = PTB; A ezért AB/=PB;=200 méter. A B;TB; egyenld szaru haromszog
alapjan fekvo szogek 30°-osak, az ATB haromszég derékszogli. Ezekbdl kovetkezik, hogy a
TAB; haromszog is egyenld szaru, igy AB,=100 méter.

Erdemes volt észrevenni az ATB; és PTB; haromszogek egybevagdsigat, vagy célszer(ibb
a cosinustételt alkalmazni, azaz nem fejben szamolni? Nézziik igy a megoldast.

Legyen az 4B eldjeles szakasz hossza x.

(1003 )* = 100% + x* -2-100-x-cos 60°, (1)

X1 & 200, X7 = -100.

A keresett tavolsag tehat: 4B=200 méter, AB,=100 méter.

Az (1) egyenlet a “masik” esetet is tartalmazza, hiszen ha x<0 és B,47T«=120°, akkor

(10043 )2 = 100% + x* - 2:100-(-x)-cos 120°

egyenlet ugyanazokat a megoldasokat szolgéltatja.

[Erdemesnek tartom felhivni a tanuldk figyelmét, hogy egy nem diszkutalt (vizsgalt)
feladat esetén ne szamitsunk fejben, hanem az alkalmazott tétel (Pitagorasz, cosinus) utdn a
negativ gyo6k figyelmeztethet a két megoldas lehetdségére.]

‘Hivjuk fel tanuldink figyelmét arra, hogy jol értsék meg a kitlizott feladatot. Ismerjék a
feladat szévegében szerepld fogalmakat, hiszen sok esetben maga a feladat szovege magéaban
hordozza a valaszt arra, hogy hany megoldasa van a feladatnak. Nézziink erre is egy példat.

6. feladat. Az R sugaru kor egyik hurja a kor kozéppontjatél d tavolsdgra van. Szamitsuk
ki annak a hirnak a kdzépponttol mért tdvolsagat, amelyhez fele akkora hur tartozik, mint az
elébbi hurhoz.

Az elsé kérdés, melyik hurnak a hosszat? Hany ilyen hur van? A kér egy harjdhoz két iv
tartozik; a feladatnak tehat két megoldasa van. A keresett tdvolsagok:

¢




1/% R(R+d), illetve /% R(R-d)

(A feladat megoldésat 14sd Rdbai Imre: Elemi matematikai példatdr 11. 56. feladat 211-

212. oldal). , - .
‘Barmely feladat megoldésat tehat elemzéssel kezdjiik, azaz feltessziik, hogy a feladatnak

.. van megolddsa. Ezen feltétel alapjén készitlink elemzd dbrat, melynek segitségével vizsgdljuk

a feladatot, (ha sziikséges bizonyitunk,) majd elvégezziik a szdmitdst, kapunk valamilyen
eredményt vagy eredményeket. |

" Kaptuk: ha a feladatnak van megoldasa, akkor csak ez vagy ezek lehetnek a megoldasok.
Az, hogy ez (ezek) valdéban megoldds (megoldasok), ahhoz ellenérzést kell végezni.




RABAI IMRE A Matematika Tanitdsa

egyetemi adjunktus, 1976. december
BME XXIII. évfolyam 4. szdm

* Van-e megoldds? Hany megoldads van? (Geometriai szamitasi feladatok megoldasi
modszereinek néhany problémadja)
_ 7. feladat. Egy hdromszog két oldala a = 10 cm, b =15 cm. Ezekhez az oldalakhoz tartozd
magassagok Osszege egyenld a harmadik magassaggal. Szamitsuk ki a haromszog harmadik
oldalat!

.. Megoldds: Tegyiik fel, hogy van .ilyen hdromszég. A feltétel szerint m~m,tm,. A
magassagok a haromszog t teriiletével és a megfelel6 oldalakkal kifejezhetok.

2t 2t 2
—_— e — s
c a b
b b 11 . ,
amibdl — = — + — . Esetlinkben igy: c=6 cm.

c a

Tehat, ha van megoldds, akkor csak ez lehet!

Ez pedig valdban megoldas, ami kévetkezik abbdl, hogy teljestil a feltétel és a hdromszog-
egyenldtlenség. A haromszogek egybevagosagi tétele alapjan egy megoldéasa van a feladatnak.
Valasz: a hdromszog harmadik oldala ¢=6 cm.(A feladat természetesen mas moédon is
megoldhato.)

Most térjiink vissza a 2. feladathoz. Az eléz6kben elmondottak alapjan a feladat
megoldasaban csak addig jutottunk, hogy ha van ilyen paralelogramma, akkor ennek teriilete
4 ¢cm?. Ha van! De nincs ilyen paralelogramma! Ugyanis ha DAB. =a. akkor t=3 sina<3!
(Vagy t(a)=3" sin a=4-bdl sin a= 4/3, ami lehetetlen.)

Valasz a 2. feladatra: A feladatnak nincs megoldésa, ilyen paralelogramma nem létezik!

Azt, hogy ilyen paralelogramma nem létezik, mas médon is megkaphatjuk, pl.: Tegyiik fel,
hogy van megoldas. Legyen a 2. &bra jel6lése szerint DK=BL=x, ekkor KO=OL=x,

AK=~1-x* . Az ALB derékszogii haromszégben
(2x+ V1-x’ Y+x*=09,
xt-5x2+ 4= 0,

s mivel ennek az egyenletnek nincs valdés megolddsa, ezért az eredeti paralelogramma nem
létezik, Vagy: Az elsé megoldasbél kovetkezik, hogy

e?+f =5,

2ef = 42 ,
azaz (e - £)* =5-4 V2 <0, ami szintén azt jelenti, hogy nem létezik ilyen paralelogramma.

Egy ilyen feladattal indokolhatjuk tanul6inknak az ellen6rzés sziikségességét! (Szakkoron

a feladat 4ltalanos vizsgalata is esetleg elvégezhetd. Legyen a paralelogramma két oldala a és
b, az atlék hegyesszoge € (a<b, 0°<e<90°). Ekkor 4¢* + 4f = 2a% + 2%, azaz >+ =1/2.(a +
b?). Mésrészt a’=e?+f2-2ef" cos &, azaz a> = 1/2-a%+ 1/2-b*-2ef - cos €, amib6l 4ef cos & = b*-

a’. A szamtani és a mértani kozép kozotti 6sszefiiggés szerint (e’ f> = ef < 1/2-(e*+);

4ef<2(e*+1%), def<a®+b?. Igy 4ef-cos e<(a’+b%)-cos &, azaz b-a’<(a’+b*)-cos &. Ahhoz tehat,
hogy az adott adatok alapjan létezzen ilyen paralelogramma, a kovetkezé feltételnek kell




b2 A2 2 )
—b—z__g_{ Ez az adott adatok szerint nem teljestil, hiszen cos 4 ——2\/: ,
+a

teljestilni: cos € =

b? —a? _9-1
b +a®  9+1

.~ Néhany (megoldés nelkuh) feladat megoldas nelkul

~.-a) Szamitsuk ki az a stk A és B pontjainak a tér egy P pontjat6l val6 tavolsagat, ha PA 4
- c¢m-tel hosszabb PB-nél, s ha P'A= 15 cm, P'B= 13 cm, ahol P" a P mer6leges vetiilete az a
sikon.

. b) Az ABCD trapéz (ADI |BC) érint(’inégyszég, a beirhaté kor sugara r. A trapéz BAD
szoge 60°-0s,-az AC 4tléja merdleges a CD oldalra, az AC 4tl6 felezi-a BAD széget.Szamitsuk
ki a trapéz teriiletét!

¢) BEgy gula alaplapja 15 cm oldala rombusz A gula minden oldallapja az alaplappal 45°
os szbget zar be. A gula palastjanak felszine 4 dm?. Szamitsuk ki a gula térfogatét, ha a gtila
csticsanak merdleges vetiilete a rombusz 4tléinak metszéspontjara esik!

Elismerem, hogy az itt kozolt feladatok, melyek tobbsége egyetemi irdsbeli felvételi
feladat volt, a tanéran valé feldolgozasra nehéz lehet. A modszereket természetesen egyszerti
feladatok megoldésan érdemes megismerni, gyakoroltatni. Befejezéstil egy ilyen
“példacskat”.

O 8, es 22 <0,8. Ilyen paralelogramma tehat nem letemk)

8. feladat. Egy hdromszog két oldalanak hossza'a = 5 cm, b = 8 cm, a hdromszog teriilete
t=12 cm?. Szamitsuk ki a hdromszog harmadik oldalét!

1. megoldds elbjeles szakasz alkalmazaséaval.

A haromszég b oldaldhoz tartozé magassag my= 2:12/8 =3 cm. Legyen a B pont vetiilete
az AC egyenesen By, jeloljiik x-szel a @ (iranyitott) eldjeles szakaszt (a CB szakasz eldjeles
vetiiletét a CA irdnyitott egyenesre). Mivel x 2=4% ezért x=4 vagy x = -4. Ha x=4, akkor

BA=4, és igy ¢c=BA=5 cm, ha x= -4, akkor B"14=12, és igy c=BA=+/3% +12% =153 cm.

Bl

2. megoldds trigonometria alkalmazaséaval.

Legyen BCA szog = v. Ekkor 12 =1/2-5-8-sin v, azaz sin y = 3/5. Ebb6l 0 <y < 90°, vagy
90° <y < 180°, azaz cos y = 4/5, vagy cos y = -4/5.

Ha cos y= 4/5 , akkor.c® = 5+8%-2.5- 8- 4/5=15% ¢ =5 cm,

ha cos y=-4/5 , akkor ¢?=5%+8%4+2.5.8- 4/5=153, c = J153 cm.

3. megoldds a szerkesztés segitségével vald vizsgalat alapjan.

Mivel my, = 3 cm, ezért felvehetjiik a CB szakaszt, és ettdl 3 cm tdvolsagra haladd
parhuzamos egyenes part, majd a C kézéppontli a=5 cm sugart kort, és igy két-két B pontot
kapunk. Nyilvan elegendd az egyik pontpérral, B és B'-vel tovabb dolgozni. A harmadik oldal
igy is kiszamithato.

Remélem, hogy a kartarsak is azon az é4llasponton vannak, hogy ezen egyszerti dolgok
részletes megbeszélése nem felesleges, s ha a tanitsban kozos allaspontra tudunk jutni, annak
haszna elsésorban a matematika oktatdsaban, igy tanul6ink tudésiban fog mutatkozni.




SZIKSZAI JOZSEF tanar
Miskolc

Hozzaszélas a Matematika Tanitasa egy cikkéhez

. Az:1976. &vi 3. és 4. szimban olvashaté Rébai Imre cikksorozata VAN-E MEGOLDAS? HANY

MEGOLDAS - VAN? ‘cimmel. - A . szerz6vel: lényegében . egyetértek, és -sajat tapasztalataimat,
gondolataimat 6sszegy(jtve, a legfontosabbakat le is from. Valdban sok nehézséggel taldlkozunk a
. tandérdkon a cimben folvetett problémakkal-kapcsolatosan,.féleg az 1. osztilyban, és nem csak a
geometriai szamitasi feladatoknal. A tanulok az eredmény felirdsa vagy a szerkesztés elvégzése utan
gyakran megfeledkeznek a feladat megolddsidhoz nagyon is hozza tartozé vizsgalatokrol, vagy
feleslegesnek tartjak azt, a legjobb esetben sziikséges rossznak, s elvétve olyan is akad, aki nehezen
jut el annak-megértéséig, hogy mir6l is van sz6. Természetesen-a bajokat a tanar is okozhatja,
novelheti, ha sajat maga is csak futdlag intézi el az un. diszkusszidt, esetleg id6hidny miatt. Az
id6zavar elkeriilésére, a tanuldk figyelmének felkeltésére gyakran épitek be az 6ra anyagéba olyan
feladatokat is, amelyeknél a szamatas vagy a szerkesztés egyszerti, rovid (lehetéleg minden tanuld
szamdra azonnal érthetd), és a f6 cél a diszkusszid.

A geometriai szamitasi feladatokkal kapcsolatos kiilonleges nehézségekre a cikk 7. feladatanak
elemzésével szeretnék ramutatni. Mas tipust feladatoknal — pl. egyenletmegolddsnal — gyakran
szoktuk hangoztatni, hogy ha szamitdsi hibat nem kovettiink el, és megoldas koézben csak
ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, az ellenérzés csak formalitds. A 7. feladatnal azonban a ¢ oldal
kiszamitasaig sz6 sincs ekvivalenciardl, Nézziik ugyanis a kovetkezo feladatot.

Van hdrom egyenld teriiletii téglalap. Oldalpdrjaik a, mg; b, mp,; ¢, m. Tudjuk még, hogy m. = myq
+ my. Mekkora ¢, ha a és b adott?

(1. szdmpélda: a=15cm, b=10cm; 2. szdmpélda: a =7 cm, b =3 cm.)

Nyilvanval6, hogy ez a feladat éppen ugy az ! = 1+% tortes egyenletre vezet, mint a
c a

haromszoges 7. feladat. Ugyanakkor a téglalapos feladatndl barmely a és b tavolsaghoz tartozik
megoldas, a 2. szampéldanal viszont ¢ = 2,1 cm, és 3 + 2,1 < 7, tehat a hdromszoges feladatnak
most nincs megoldésa.

Szamitasainkban egyik feladatnal sem tévedtiink, tehat hol a hiba? Ott, hogy a 7. feladat
szdvegében szerepld Osszes kovetelményt nem irtuk fel elére €s egyszerre Osszefiiggések (képletek,
egyenletek, egyenl6tlenségek) formajaban, tehét igy:

Az a, b, ¢ tavolsadgok hadromszoget alkotnak:

c<a+b,a<b+c¢,b<c+ta.
Haromszog magassagair6l van szo:
2t =am, = bmy = cm,.
A magassagokra vonatkozé kovetelmény:
, me = My +-mp,
Numerikus adatok: a=15cm, b =10 cm.

Mas dolog, hogy a megoldas sordn az elsd feltételt utolsdként vessziik sorra, és ezt ellenérzésnek
nevezziik. Ezzel valik a “Van-e megoldas?” vizsgalata a megoldasi folyamat egyenrangu részeve.
fgy a KELL-E ELLENORIZNI?, HOGYAN, MIKOR ELLENORIZZEM?, HOVA
HELYETTESITSEM?, ELFELEJITETTEM ELLENORIZNI tanul6i megnyilatkozasok gyakorisaga
is csokken, és sziikségtelen a.— nem egy tanulo . el6tt eléggé homalyos — “Tegyiik fel, hogy van
megoldas” bevezeté mondat is.




Természetesen.nem arrdl van sz6, hogy hasonl6an kellene eljarni minden feladat megoldéasanal,
- annal is inkdbb, mert a feladat &ltal megszabott Osszes™ kovetelményt nem lehet mindig
sszefliggésekkel kifejezni. A feladattal nem érintettem minden feladattipust, azt is elismerem, hogy
semmi Ujat nem mondtam, csak arra gondolok, hogy milyen médon is lehetne hangstlyozni a
_ tanuldk elétt, hogy “ne médositsék a feladat szovegét”. A kovetelményeket pontosan be kell tartani.
- Ennek: érdekében gondosan' olvassak- el afeladat szovegét, ha kell, tébbszor is, és ne csak a
.. megoldas megkezdése el6tt.’ Csodaszer nincs, a megoldasi receptek hasznosak, de csak akkor, ha
nincs beldle sok. Nem minden tanulé tudja ezeket fejben tartani, még kevésbé a kell§ id6ben és
helyen alkalmazni; viszont elvehetik kedvét a matematikatél.

. Oldjuk meg a 7. feladatot dltaldnosan, tehéat ha az adott oldalak a és b! Mivel ¢ a haromszog
legkisebb oldala, és'a mésik két oldal jel6lése vélaszthaté gy, hogy a > b legyen, a haromszog-
egyenlbtlenségek koziil elegendd az a < b + ¢ kdvetelmény. Helyettesitve a tortes egyenletbdl c-re

2
3 147 7 1 " 1
adodd c= osszefliggést, ekvivalens atalakitidsok utdn az (%j 3 —1 < 0 egyenldtlenséget

a+
kapjuk. Az x* — x — 1 fiiggvény zérushelyeit megkeresve, a feladat megolddsat a kdvetkezé modon
irhatjuk fel :
ab és ‘153<\/§+1
a+b b
Megemlithetjiik azonban, hogy a két egyenldtlenség a kovetkezovel potolhato:
J5-1 J5+1
—— <V <
2 2
ahol v az adott két oldal aranya (a:b vagy b:a). Ha tehat az utdbbi egyenlétlenség teljesiil, a
feladatnak van megoldésa, egyébként nincs.
(Az 4ltalanos megoldas nem feltétleniil tanérara valo, feldolgozasa inkabb a szakkdron vagy
felvételi el6készitén célszeri. Az eredmény azonban a 7. feladat megoldasakor megemlithetd.)
Megfigyelhetd még, hogy a 7. feladat készitéje nem csak arra ligyelt a numerikus adatok
megvalasztasanal, hogy a feladatnak legyen megoldasa, hanem arra is torekedett, hogy az a és b
mellett a c-re is egész szdmot kapjunk.

,ahol a > b.

Cc =

3

fgy vetédhet fol az a kérdés, hogy mely pozitiv egész (a, b) szdmpdrokra lesz a ¢ = —ib—b is
a

egész?

A megoldas pl. a kovetkezd lehet. Jeldlje d az a és b természetes szamok legnagyobb kozos
osztdjat, és legyen a = dm, b = dn! A fenti képletbe helyettesitve:
dmn

Smn
Az m, m + n, valamint az n, m + n nyilvan relativ primek, tehat d t6bbszérdse (m + n)-nek, azaz d =
k(m + n). Ennélfogva c akkor, és csak akkor egész, ha a és b felirhato
a=ki(m+n)ym, b=k(m+ n)n
alakban, ahol a k, m, n paraméterek tetsz6leges természetes szamok. (Itt mar felesleges annak a

kikétése, hogy m és n relativ primek.) Az a és b szdmokat igy vélasztva
¢ = kmn.

Ezek utan kitlizhetjiik a kovetkez6 feladatot:
Valamely-hdromszég oldalainak mérészdmai egész szamok és a c oldal adott. Tudjuk tovdabbd, hogy
a hdromszdgben m.=m, + my. Hdny ilyen hdnomszog van?




RABAI IMRE A Matematika Tanitdsa

egyetemi adjunktus : 1976. aprilis
BME XXIIL. évfolyam 2.

Néhany megfordithaté tétel

. Egyetemi szobeli felvételi alkalmaval fel szoktam tenni azt a kérdést a felvételizo tanuldnak,
hogy soroljon fel a kozépiskolaban tanult tételek koziil néhany megfordithatét, majd fogalmazza
meg egyliitt a két allitast (az akkor és csak akkor, pontosan akkor vagy sziikséges és elégséges
- kifejezések felhasznalaséaval). ' ' ‘ ‘

Még a paralelogramma, hir- és érinténégyszog tételekre, valamint a Thalesz- és Pitagorasz-
tételekre és megforditdsukra sem tud mindenki utalni. S ha valaki ezt tudja, akkor a kovetkezd
kérdés, hogy talalkozott-e olyan feladattal (tétellel), allitassal, amely szintén megfordithat6. Erre a
kérdésre rendszerint nem szokott valasz elhangzani.

A negyedik osztalyban a matematika-tananyag rendszerezése, az érettségire (felvételire!) valé
felkészités soran érdemes modot keriteni arra, hogy beszéltessiik tanuléinkat, foglalkozzunk pl. a
tételek megfordithatésdgaval. Egyetemi felvételi el6késziték alkalmaval a tanuldkkal ezt meg
szoktam tenni. Gyakorlas céljabol néhdny egyszerii és nem olyan egyszer( 4llitast sarolok fel,
melyek koziil egyesek kozvetleniil a térzsanyaghoz, illetve a kiegészité anyaghoz, masok pedig a
t4jékoztaté anyaghoz kapcsolodnak. Ime a tételek. .

1. Igazoljuk, hogy egy haromszdg akkor, és csak akkor derékszogl, ha két szogének kiilonbsége
egyenld a harmadik széggel!

(Ahhoz, hogy egy haromszog derékszogii legyen, sziikséges és elégséges, hogy két szogének
kiilonbsége egyenld legyen a harmadik szoggel.)

((A feltétel sziikséges, hiszen ha a haromszog derékszogl, y = 90°, akkor f = 90° — a.

A feltétel elégséges, hiszen ha pl. y — a. = B, azaz y = a. + B, akkor y = 180° — (o + ) Osszefliggés
felhasznalasaval kapjuk, hogy y = 90°.)

2. Igazoljuk, hogy egy derékszogii haromszdg pontosan akkor egyenld szaru, ha c V2 =a+b,
ahol a, b a két befogo, c pedig az atfogo.

3. Igazoljuk, hogy egy egyenld szar haromszog akkor, és csak akkor egyenléoldalt, ha a koré
irt kor sugara a beirt kor sugaranak kétszerese.

4, Ahhoz, hogy x =1 az ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) egyenletnek gyoke legyen, sziikséges és
elégséges, hogy a + b + ¢ = 0 teljesiiljon.

(A feltétel sziikséges, hiszen ha x = 1 gydke az egyenletnek, akkora + b + ¢ = 0. A feltétel
elégséges is, hiszen ha a + b + ¢ = 0, akkor x = 1 gyoke az egyenletnek.)

5.a) Az ax> + bx +c=0(a#0, a, b, ¢ valés szamok) egyenletnek akkor, és csak akkor van két
kiilonb6z6 valos gyoke, ha az egyenlet d diszkrimindnsa (d = b* — 4ac) pozitiv.

Az ax® + bx + ¢ = 0 (a # 0) egyenletnek akkor és csak akkor van két egyenlé (valés) gydke, had
=0. Az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenletnek akkor és csak akkor nincs valés gytke, had <0,

b) Az f(x) = ax? +bx +c¢ (a#0, a, b, ¢ valds szamok) masodfoki fiiggvény grafikonjanak
akkor és csak akkor van két kiilonboz6 kozds pontja az abszcisszatengellyel, ha b* —4ac> 0.

¢




6. Igazoljuk a kovetkez§ allitast: Ahhoz, hogy a hdromszog egyenld szara legyen, elégséges,

hogy szogei kozott fennalljon a kovetkezd Osszefiiggés: cos’ % =gin a - sin B.

A feltétel sziikséges-¢? Ha igen, Gigy bizonyitsuk be!

(A feltétel valoban elégséges, hiszen ha a feltétel teljesil, akkor a hdromszog egyenlé szard. A
«feltétel sziikséges is, hiszen ha a hdromszog egyenld szard, akkor a feltétel teljestl.)

- 7.1gazoljuk a kovetkezd allitast:"Ahhoz, hogy az ABC haromszdg derékszogli legyen, sziikséges,

hogy ctg —g— _at b , ahol B hegyesszdg, ¢ pedig az atfogo.
c

A feltétel elégséges-e? Ha'igen, Gigy bizonyitsuk be!

(A feltétel valoban sziikséges, hiszen ha a haromszog derékszogl, akkor a feltétel teljesil. A
feltétel elégséges is. (Most csak a B hegyesszog tartozik a feltételhez.) Ugyanis, ha a feltétel teljesiil,
akkor o = 90° vagy y = 90°, azaz a haromszdg derékszogl. (No persze, ez a feladat csak tdjekoztatd
jellegli lehet.))

8. Egy haromszog pontosan akkor derékszdgl, ha egyik oldala kétszerese a hozza tartozo
sulyvonalnak.

9, Egy hdromszog oldalai a, b, c, a megfeleld szogek o, B, y. Igazoljuk, hogy y szdg akkor és csak
akkor

) 2_ 2., 12
hegyesszog, hazc <gl +2b ,
derékszog, hac“=a" + b7,

tompaszdg, ha A>d+ b

10. Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a befogététel és a magassigtétel megforditasat!

E néhéany feladat is meggy®dzheti a tanité tanarokat, hogy érdemes ezekkel és ezekhez hasonlé
feladatokkal foglalkozni az ismétlés soran.




RABAI IMRE A Matematika Tanitésa
-egyetemi adjunktus . . 1985. szeptember
Budapesti Miszaki Egyetem XXXII. évfolyam 4.

Vigyazat: “sziikitd” azonossag!

- Az egyetemi . matematika - tanitdsdban gyakran alkalmazunk. ko&zépiskoldban jol tanitott
azonossagokat, mégis igen gyakori tapasztalat a hianyos tudas. Nézziik a problémat néhany példa
. megoldésa utan!

1. példa: Keressiik meg az

Sx) =tg2x + ctgx
Sfliggvény zérushelyeit!

Egy tanuldi ,,megoldas™:

»Ludjuk, hogy
tg2x = 2th§ és ctgx = L
1-tg°x tgx
Ezek felhasznalasédval megoldhatjuk a
(D tg2x+ctgx=0
egyenletet. Ugyanis ekkor
@ ey Loy,
I-tg’x  tgx

azaz tg’x — 1 = 0, ami azt jelenti, hogy az egyenletnek nincs gydke, az adott fliggvénynek nincs
zérushelye.”

Az 1. példa egy masik megoldasa:

sin2x cosx

——=0, cos2x# 0, sinx =0,
cos2x sinx:

sin 2x: sin x + cos 2x* cos x =0,
cos (2x —x) =0, azaz cos x = 0;

x=m/2 + kn (k= 0, £l, 2, ...) valoban megoldésa az egyenletnek, ezért az f{x) fiiggvény (amely
szerint periodikus) zérushelyei x = n/2 + kr.

Hol vesztek el az el6z6 megoldasban az egyenlet gydkei? A probléma az azonossag értelmezési
tartomanyanak figyelembe nem vétele miatt adodott. Nyilvan egy azonossagot csak az értelmezési
tartomdnydn beliil alkalmazhatunk. (A tanuldk felé, kissé pontatlanul: az azonossdg annyit ér,
amennyi az értelmezési tartomanya.)

Figyeljiik a tg 2x = TE%J%— , gyakran alkalmazott azonossagot! tg 2x-nek akkor van értelme, ha

cos 2x # 0, 2x # n/2 + kn, azaz x # n/4 + kn/2. A I 2ttg)§ -nek akkor van értelme, ha tg x-nek
értelme van, azaz cos x # 0 és ha tg® x # 1. Mindez teljesiil; ha x # n/2 + kn &s x = n/4 + kn/2.
ctg x értelmetlen, ha sin x = 0, x = kn, mig 1/tg x az x = kn helyeken kiviil akkor is értelmetlen, ha

cosx=0,x=n/2 + kn.




Ezek szerint amikor az (1) egyenletr8] attértiink a (2) egyenletre, akkor szfikitettiik az egyenlet
értelmezési tartomanyéat. Ezért x = n/2 + kn még lehet az (1) egyenlet gyoke, s valéban az is, hiszen
tg 2(n/2 + km) + ctg (n/2 + km) =tg m + ctg n/2 = 0.

Figyelmeztessiik tanuléinkat arra, hogy legyenek figyelemmel az azonos 4talakitdsokra az
egyenlet megoldésa soran!

Ha az egyenletben olyan azonos 4talakitast végeznek, amely az értelmezési tartoméanyat
a)'nem valtoztatja meg, akkor ekvivalens,

* . b) kibdviti, akkor kdvetkezmény egyenlethez jutnak, — mig ha
¢) szlikiti, akkor gyokot veszthetnek el.

. (A bemutatott példahoz hasonléan, ha az 4 sinx +B cosx = C (4> + B # 0) egyenletet a

Ztgi l—tgz—)E

sinx = o COSX = i
1+tg® > 1+tg” =

3 &5

azonossagok alkalmazasaval oldjuk meg, akkor kiilon meg kell vizsgélni, hogy x = © + 2kn gydke-e
az adott egyenletnek vagy sem.)

2. példa: Oldjuk meg a
lgx2 + lg(x+4)2 =21g3
egyenletet!

Egy tanul6i ,,megoldas™:
,JIsmeretes a kovetkezd azonossag:
lgd?=21ga.
Eszerint
2lgx+21g(x+4)=21g3,
lgx(x+4)=1g3,
XHd4x-3=0, x;=2+V7,0=-2-7.

Az ellenérzés mutatja, hogy mindkét szam gyske az eredeti egyenletnek.”

Val6ban, mindkét szam gyoke az eredeti egyenletnek, de nemcsak ezek a szdmok a gyokok.
,,Sz1ikits” azonossagot alkalmaztunk, hiszen
lga® =21ga,ha0<a<+ow,

Helyesen:
lgd*=21g |a|,haa¢0.
21g |x|+21g |x+4] =21g3,
1 l,x(x +4) | = lg 3,
Fx(x +4)|=3, azaz
x(x +4)=3, vagy x(x + 4)=-3,
s ezért az egyenlet gyokei az el6z6 megoldasban kapottakon kiviil x3=—1 és x4=-3.

(Ha az azonos atalakitisokat a kovetkez6, szerencsésebb sorrendben végezziik, akkor kevesebb
hibalehet6ség adodik: ‘
lg x*(x + 4)° = 1g 3,
(x(x + 4))* = 3%, azaz
x(x +4)=3, vagy x(x + 4)=-3.)

g4




RABAIIMRE - A Matematika Tanitdsa
- egyetemi adjunktus 1987. szeptember
Budapesti Miiszaki Egyetem XXXIV. évfolyam 4.
- Készitsiink egymasra épiild feladatokat!

A tanitds folyamatanak egyik része az 6nall6 feladatok elvégeztetése. Gyakran megesik, hogy a
tanulo a feladatot nem tudja megoldani, joforman hozzd sem tud kezdeni. Tankonyveink,
példataraink talan ‘kevés egyszerli, egy-két logikai 1épéssel megoldhat6 feladatot tartalmaznak.
Alapvetden fontos, hogy a feladatok egymasra épiiljenek, logikai lancot alkossanak. Ilyenck
természetesen taldlhatok a tankényvekben, példatarakban, de Ggy gondolom, hogy tobbre lenne
sziikség. E folydirat egyik. feladata lehet az, hogy a.tanitashoz.koézvetlen segitséget adjon. A
példatdraimban gyakran jelentek meg az el6z6 szellemben szerkesztett feladatok. Ezek a feladatok

egyben alkalmasak bizonyos modszerek megismertetésére.

Természetesen ezek a tanitds, az ellendrzés folyaman kitliz6tt feladatoknak csak egy részét
képezhetik, hiszen az ilyen irdnyité munkahoz nem szabad nagyon hozzaszoktatni a tanuldkat.

A tovabbiakban tekintstink meg néhany, ebben a szellemben &sszedllitott feladatsorozatot!
1. Oldja meg a kévetkez6 egyenleteket:
a) cos 2x =0, b) sin 2x = 1/2;
¢) sin’ 2x = 1/4; d) sin 4x — cos 2x = 0;
e) 4 sin® 2x — 8 sin 2x + 3 = 0 (felvételi feladat); ) tgx + ctg x = 8 sin 2x (felvételi feladat).
(Szorgalmi feladat.
L. a) tg x + ctg x = 2 sin 2x, b)3tgx—3ctgx=4sin2x.)

2. Oldja meg a kovetkezd egyenleteket:

a) sin (x — 7/6) = 1/2; b) cos 7/6 - sin x — sin 7/6 - cos x = 1/2;
c) V3sinx - cosx = 1, dtgx= L+ cosx (felvételi feladat).
V3 = sinx
(Szorgalmi feladat.
2.a)sinx—cosx=1; b)tgx=\/§_—.cosx—.)
1+ sinx




3. Oldja meg a kivetkez6 egyenletrendszereket:

. . 1
sin(x+y)=1 sinx :cosy=— . 1
2) ) b) 4 0 smx-cosy=z
sin(x — y) = — ) .3
3 "COSX ~Siny= 7 3tgx =tgy
- Szorgalmi feladat.
cosx -sin =3 sin x - cos _3
3.2) y=3 b) Y=
3tgx+ctgy =0 tgx-ctgy=3
4. a) Oldja meg a kovetkez6 egyenlétlenségeket!
() —x—620; @ X350,
x+2
b) Oldja meg a kovetkezd egyenleteket!
2 3-x| x-3
1) (6+x-x") =x*-x+6; 2 = :
@ ( ) @ 2+x| x+2

¢) Mely valds x szamokra értelmezhetdk a kovetkezd kifejezések?
x+2

(1) 1g(* ~x - 6); @) lg
x—-3

(Szorgalmi feladat.

4, a) Oldja meg a kovetkez6 egyenleteket:

2
@) [-12+5x+ 22| =2%+5x 412, (2) (“4) _x+4
2x -3 3-2x
b) Mely val6s szamokra értelmezhetdk a kovetkezé kifejezések?

(1) loga(—=24* — 5x + 12); @) log, 3"_*; )

5. Oldja meg a kovetkez6 egyenleteket!

V3x2 +5x -2
a) B3x— D(x+2)=2x+3)(x+2); , b) ————==0;
V2x* +7x+ 6
) Vax2 + 55 -2+ V2x2 +7x 4+ 6 =0, d)lg V3x® +5x—2 =lg (—2x> +7x + 6);
V3x245x-2 _ 1 R 2 _ . 2 —
¢) 2 = f) V3x2 + 5 —2-2x> + Tx + 6=0.
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(Szorgalmi feladat.

S. Oldja meg a kovetkez6 egyenleteket:

A) V2x? -3k -2 =—3x’~Tx+2; by V2’ -3x—-2-V3x - Tx+2 =0,

¢) lg (2x* —3x—2) =1g (3x* - 7x +2); d) (2x* = 3x=2)-v3x* = Tx+2 =0.)
6. a) Mely valos a szdmokra igaz, hogy
M lal-a=0; Q) lal+a=0?

-b) Hol helyezkednek el az (x, y) sikon azok a P(x; y) pontok, amelyek koordinatai kielégitik a
kovetkez6 egyenleteket: '

@ |x+y-1] =x+y-1; Q@) lx+y-1]=1-x-y.
¢) Milyen (x, y) valds szamparok esetén értelmezhet6k a kovetkezo kifejezések?
W Jr+y-1; @) lg(1 - x-).
(Szorgalmi feladat.

6. a) Hol helyezkednek el az (x, y) sikon azok a P(x; y) pontok, amelyek koordinatai kielégitik a
kovetkez6 egyenletet:

P4y -4+ |y -4] =0,
b) Milyen (x; y) valds szamparok esetén értelmezhet6 a kovetkezo kifejezés?
lg (4-x"-5"))
7. a) Mikor igazak a kévetkezé azonos egyenl6tlenségek? Mikor 4ll fenn az egyenldség?
(1) &*+ b* > 0; Q)@+ +F =20,
3) (@a—by¥+(B-c)+(c-a)20; @ +b*+c*=ab+be+ca.
b) Igazolja, hogy haa < b < ¢ valds szamok, akkor az
x—a@x-b+x-bx—c)t(x—c)x—a)=0
masodfoku egyenletnek két kiilsnbdzé valds gyoke van! (Felvételi feladat.)
(Szorgalmi feladat.

7. Oldja meg a kovetkezd egyenletrendszert!
x> +y*+z° =3
xy+yz+zx=3







