Irasok, eldadasok anyagai

AkKkoriban ... az érak igy zajlottak le: hazi feladat ellenérzés, gyakorlas, 4j anyag,
feleltetés. Majdnem minden 6ra ugyanigy ment. Akkor még nem ismertem mas tankdnyveket.
Nem tudtam, hogy milyen tankényvek 1éteznek. Azdta sokkal jobban ismerem az akkori
tankOnyveket (példaul a Mérei-féle tankdnyveket) is, amelyekbdl annak idején tanultam.
Egyébként akkoriban is t6bb tankényvsorozat volt egy idében forgalomban. Ugy 25-30 évvel
ezeltt minden Magyarorszagon megtalalhat6 kozépiskolai tankdnyvet 1850-60-t6] kezdve
igyekeztem 4tnézni. Rengeteg olyan tankOnyvet ismerek tehat, ami a mult szazadban irédott.

Szeretem a pedagdgiai gondolataimat magam kitalalta szlogenek koré csoportositani.
(Ezek egy 4altalam irt, atfogdé matematika-modszertani konyvben fejezetcimek lennének.)
Egyik szlogenem. ,,Sok minden elveszett” (majd még emlitek ilyen szlogeneket). Egy 1867-es
tankdnyvben felhivjak a figyelmet egy hibéra (,,el6jeles tavlat”), mondvéan, hogy ezt ne tessék
elkovetni. Ez az ismeret bizony elveszett, mert nagyon sajnalatos modon néhany éve egy
egyetemi felvételi feladat kitliz6je az értékeld tablazatban elkdvette ugyanazt a hibat, amitol
az 1867-es konyv évott. [...]

Nagyon sokan tudték, hogy ajandékként a régi matematika-tankdnyveknek oriilok a
legjobban. Sokszor a sziil6k és a nagysziilék tankonyveit is elhoztak, igy ma mar nagyon szép
gylijteményem van a régi matematikai tanknyvekbol. De nemcsak a régi, hanem a kiilfoldi
matematika-tankényvekbél is, van francia, tordk tankdnyvem is, van osztrak, német sorozat.
Ha jon valaki kiilf61dr6l, mindig azt kérem, hogy hozzon matematika-tankdnyvet. Az elmult
évben Izraelbdl kaptam egy héber nyelvii egyetemi tanulasra (felvételire) elokészitd, igen
szinvonalas, tanité példatarat, mely sok mindenben hasonlit az altalam Gsszeéllitottakra. Egy
tankonyvet tanulméanyozva megallapithatd, hogy milyen médszerrel irédott a kényv, milyen
modszerrel hasznaljak a konyvet, és mi elénye van. Minden tankdnyvben van jo, és minden
tankényvbol a jot probaltam ellesni.

Minden leend6 tandrnak ajanlom, hogy gyUjtsék a konyveket! Nagyon sok mindent
tanulhatnak bel6liik. Nincs rossz tankényv. Mert ami rossz lenne, abbdl azt lehet tanulni, hogy
mit nem szabad csindlni. [...]

Volt egy osztdlyom, a Fazekasban érettségiztek. Most lesz a 40. évfordulé és a 40.
talalkozo, mert minden évben talalkoznak. Harom hoénappal elébb elkezdik szervezni, hogy
mindenki el tudjon menni. Elvittem nekik tavaly néhany fényképet. Ezeket 6k készitették
rélam 40 valahany éve. Az egyiken ugy fotoztak le, ahogy mentem be az osztélyba, a honom
alatt 6-8 konyvvel. Soha nem egy kényvvel mentem be. Ahhoz, hogy az ember jol atgondolja,
amit csinalni akar, sok kényv kell. [...]

Vannak olyan konyvek, amelyeket én elengedhetetleniil fontosnak tartok leendd és
aktivan tanit6 matematikatanarok szamara. Ilyen Pélya Gyorgy 4 gondolkodas iskoldja cim
konyve és A problémamegoldas iskoldja cimi kétkotetes konyve. Polya Gydrgy mar elmult
70 éves, amikor A problémamegoldds iskoldja cim( miivét irta. Egy leendd
matematikatanaroknak tartott szeminariumsorozata anyagat adta kozre ebben a konyvben,
melynek célja az volt, hogy a leend6 tanarokat megtanitsa arra, hogyan lehet a tanulok
gondolkodasi képességét fejleszteni. 4 gondolkoddas iskoldjat 16 nyelvre forditottak le, és
olyan sok példany fogyott el bel6le, mint a ponyvaregényekbol. A kinaiak millios példanyban
adtak el.

(Részletek A matematikatanitas mestersége, Gondolat Kiado, 2007. ¢. kényvbol.)




Rdbai Imre: A matematikatanitas gyakorlatdabol

Meghatarozott? Thlhatirozott? Alulhatarozott?

Feladatok

I
1. (Egy klasszikus feladat) Egy ABCD trapéz parhuzamos oldalai: AB=10 és CD =6

egység. Az EF szakasz parhuzamos AB-vel, és a trapézt ugy vagja ketté, hogy az ABFE
trapéz tertilete az ABCD trapéz teriileténck a harmada. Milyen hosszl az EF szakasz?
(Felvételi feladat 1985.)

[Mennyi a trapéz teriilete?]

2. Egy korbe irt trapéz magassaga 8 egység, szara a kor kdzéppontjabol 60°-os
szogben latszik. Mekkora a trapéz teriilete? (Felvételi feladat 1986.)
[Mennyi a trapéz atloi és szérai?)

I1.
1. Adott egy haromszog egyik oldala, a, és a hozza tartozd magassag, m, Szamitsa ki a

haromszog teriiletét!
[Szamitsa ki a masik két oldal hosszat!]

2. Adott egy trapéz két parhuzamos oldaldnak hossza és a trapéz magassaga, a, c¢ €s
m. Szamitsa ki a trapéz teriiletét!
[Szamitsa ki a szarak és a k6zépvonal hosszat!]

3. Egy négyszog atléi e és f, az atlok merdlegesek egymasra. Szamitsa ki a négyszog
teriiletét!
[Szamitsa ki a k6zépvonalak hosszat és a négyszog szogeit!]

4. a) Egy haromsz6g egyik oldala 1 egység, az oldallal szemkdzti szog 30°, a

haromszog koré irt kor sugara 1 egység.

b) Egy haromszog egyik oldala 1 egység, az oldallal szemkozti sz6g 30°, a hdromszog
koré irt kor sugara 1,5 egység.

¢) Adott egy haromszdg egy oldala, ¢, oldallal szemkozti sz0g (ar), és a koré irt kor
sugara, 7.

Szémitsa ki mindharom esetben a haromszog teriiletét!

I11.
1. Az ABCD trapézba egy r sugart kor irhat6 (AD || BC), BAD szdg 60°, az AC
atlé merdleges a CD oldalra, és felezi a BAD szbget. Mekkora a trapéz teriilete?

2. Adott egy haromszog két oldala, 15 és 12 cm, teriilete 45 cm?. Milyen tavol van a
harmadik oldalt6l az ezzel parhuzamos egyenes, amely a haromszdget két egyenld tertiletii
részre osztja, ha a harmadik oldalhoz tartozé magassag 2:1 ardnyban osztjaa 15 és 12 cm
hosszl oldalak altal bezart szdget?




Elemzés

Az utdbbi idében taldlkoztam olyan feladatokkal, amelyek tdlhatdrozottak voltak, azaz a
sziikségesnél t6bb adatot tartalmaztak. llyen példaul a III. 1. feladat. Egy trapéz
~megadasahoz” altalaban négy (fliggetlen) adatra van sziikség, egy érintétrapéz megaddsahoz
haromra. A feladatban négy feltétel szerepel. Ett6l még lehetne megoldas, de most
ellentmonddk a feltételek, a feladat feltételeinek nincs megfeleld trapéz, a feladatnak nincs
megoldasa.

Szabad-e feladni ilyen feladatot? Természetesen szabad, s6t érdemes is, csak a
kovetkeztetést le kell vonni! Tanitas soran a II. 4. feladat kinalkozik alapfeladatnak. A 4. a)
feladatnak végtelen sok haromszog felel meg, a feladat talhatarozott (@ = 2r-sina,

1 =2-1-sin 30°), igy természetesen a teriilet nem szadmithato ki, a 4. b) esetben is
tulhatarozott a feladat, a megadott adatok ellentmonddk (1 = 2-1,5-sin 30°), a feladatnak nincs
megoldasa.

Természetesen a példatarakban, felvételi-érettségi feladatok kozott talalhatdk
alulhatarozott feladatok, amelyek a meghatarozashoz kevesebb adatot adnak meg, de amit
kérdez a feladat, ahhoz elegenddk a feltételek.

Alappéldaa II. 1. ésa IIL 2. feladat, hiszen a és m, segitségével a haromszog -
tertilete egyértelmiien meghatarozhatd, végtelen sok ilyen haromszog l1étezik, a mésik két
oldal hossza nem szamithat6 ki. A 1I. 2. feladat feltételeinek végtelen sok trapéz felel meg,

a-+c

mindegyiknek a teriilete 7" =

A 11 3. feladat feltételeinek is (,,kétszeresen™) végtelen sok négyszog felel meg, és
mindegyiknek a terlilete 7 = 321 .

Tapasztalhatd, hogy egyes esetekben egy alakzat teriilete az alakzat megadéasahoz
szlikséges adatok szamanal kevesebb adatbol is kiszamithato (alapfeladat a I1. 1., 2., 3.).

Erdemes megvizsgalni az I. 1. és L 2. feladatokat. Az I. 1. feladatban az EF
szakasz hosszat kell kiszamitani. A trapéz megadasahoz négy adat sziikséges, itt harom adat
adott.

Jelolje m, az AB és az EF parhuzamos egyenesek tavolsagat, my a DC ésaz EF
parhuzamos egyenesek tavolsagat, és legyen EF = x, azaz harom ismeretleniink van, m;, m;
és Xx.

T6bb moédon kaphatjuk, hogy

m 10—-x , m 6+x

my  x-6 © my _2-(10—x)’

10- |2

tehat két ismeretlentink van, x és ﬁ'—. Innen x =, fgé és Mo ———3——.
m, 3 m, f 236 6
3

Mivel 7L kiszamithato, ezért most is (,,kétszeresen™) végtelen sok, a feltételnek
m,
megfelel trapéz 1étezik, de a kérdéses EF szakasz hossza minden esetben ugyanannyi.
Legyen az AB és BC egyenesek metszéspontjaa G pont, azaz CDG a trapéz
kiegészit6 haromszdge. Ennek teriiletét jeldlje 7. Ha az ABFE trapéz teriilete ¢, akkor az
EFCD trapéz teriilete 2¢. A hasonld idomok teriiletének ardnyara vonatkozé tétel
alkalmazdsaval




2604+T x* . 3t+T 102
=— €8 =

T 36 T 36’
ahonnan x* =@, x=1/§é és i=—1——6— (t=16r, 2t=32r, T=27r, r>0), azaz
3 3 T 27

t:2t:T=16:32:27.
Ebben a megoldasban az EF' szakasz hosszan kiviil a részteriiletek aranya szamithaté

ki.
Az L 2. feladatban szerepld hurtrapéz meghatarozottsagahoz hdrom adat sziikséges,
most két adat adott, alulhatarozott a feladat, a teriilet (t6bbféle mddon) kiszamithato.

T =643 teriiletegység, a trapéz atldéinak hossza 16 egység, az atlok szoge 60°.

A feltételnek végtelen sok trapéz felel meg, a trapéz szarainak hossza nem szamithato
ki.

A 1IIIL 2. feladat (amelynek ,,megoldasat” olvastam valahol) kiilon elemzést kivan. A
feladat tulhatarozott, a feladatnak nincs megoldasa.

1) Adott egy haromszdg két oldala, 15 és 12 cm, teriilete 45 cm?...

A kérdéses haromszogben harom fliggetlen adatot adtunk meg. Ilyen haromszog 1étezik,
méghozza két ilyen haromszog van. (Legyen az ABC haromszogben AB =15 cm, AC=12

cm, BACZ=a.)
Most 12:15-sina = 2:45, sina =%, oy =30°, ay=150°.

Ha o =30°, akkor BC ~ 7,57 cm, BC oldalhoz tartozd magassag m, ~ 11,90 cm;

ha o, =150°, akkor BC =~ 26,09 cm, m', = 3,45 cm.

2) ... Milyen tavol van a harmadik oldaltél az az ezzel parhuzamos egyenes, amely a
haromszoget két egyenl6 terliletli részre osztja, ha ...

Legyen az A csticstol vald tavolsag xi, illetve x,, a BC oldaltdl valo tavolsag (a
szoban forgd tavolsag) d, illetve d», ahol dy =m,—x1 és dy=m’y—xa.

A hasonl6 idomok teriiletére vonatkozd tétel szerint

2 '
X 1 m
a 22— xy=—2%, xy~ 8,4l em, x;~ 2,44 cm, tehat

w2 TR T wE T T
dy ~ 3,48 cm, dp ~ 1,01 cm.,

Eddig a feladat megoldhat6. Hogyan néznek ki a haromsz&gek?

Ha o) =30°, akkor (szinusztétellel) B, ~ 52,48° ¢és vy~ 97,52°. Azaz a vy, szog
tompaszog.

Ha a, = 150°, akkor [, ~ 13,29°, v, ~ 6,71°.

3)... ha a harmadik oldalhoz tartozé magassdg 2:1 ardnyban osztjaa 15 és 12 cm
hosszu oldalak altal bezart szoget?

Itt a gond! Ha o = 30°, akkor a széban forgd magassagvonal bizony a haromszogon
kiviil halad, de Aa beliil haladna, akkor a két részszog kiszamithato, és ezek aranya
meghatarozott, nem adhatd meg, illetve ha éppen megadott, akkor van megoldas.

A teljes feladat tehat ellentmondoan talhatarozott, a feladatnak nincs megoldésa.

xfl m




RABAI IMRE
BME adjunktus, Budapest

Koordinata-geometriai feladatok megoldasi modszereirol

Koordinata-geometriat hazankban a kozépiskoldkban tobb mint egy évszazada tanitanak. A
tanitandd tananyag mennyiségében, felépitésében és modszerében az 1949-ben életbe 1épd tanterv
nagy véltozéast hozott.! A most életbe 1p& Gj tanterv tovabbi alapvetd valtozasokat hoz, elsésorban
a vektorok segitségével vald felépités miatt.

A koordinata-geometriai feladatok megolddsanak két alapverd mbddszere van.

a) Szerkesztés menetének kovetése

A feladat altal adott adatok segitségével megszerkesztjiik a keresett alakzatot és a szerkesztés
1épéseit szamitassal kovetjiik.

A modszer eldnye akkor mutatkozik, ha a szerkesztés konnyen, kevés lépésben végezhetd.
Egyenesre és korre vonatkozé feladatok sordn gyakori alkalmazas nyilik; ellipszis, hiperbola és
parabola esetén mar ritkdbban.

b) Paraméteres vagy algebrai modszer

A keresett vagy mas alakzat(ok) egyenletében egy- vagy tobb ismeretlent paraméternek
valasztunk, és a paraméterek szaiméanak megfelelden egy vagy tobb feltételi egyenletet irunk fel. A
paraméterek meghatarozasa egyben a feladatok megoldésat is jelenti. Ez utdbbi az analitikus
maodszer.

A modszer els6sorban akkor hasznos, ha a szerkesztés menete nem kovethetd, és akkor, ha a
megoldas igy egyszer(ibb, kevesebb szamitast igényel.

Természetesen a feladatok megoldasa soran gyakran mindkét modszer is alkalmazhaté
ugyanannak a feladatnak egy megoldasaban. (Megeshet, hogy bar két kiilonb6z6 mbdszerrel
dolgozunk, a szamitas teljesen megegyezik.)

A paraméteres modszer alkalmazasara nevelni kell a tanuldkat. Igen hasznos lehet egy feladat
tobbféle megoldasa, mely igy a tanuldk gondolkodasi készségét fejleszti, €s lehetdséget ad
szamukra a megismert kiilonb6z6 médszerek gyakorlasara. Az egyes osztalyok tanuldinak
felkésziiltségétol fliggden egy feladatnak tobbféle modszerrel valé megoldasa szerepelhet az egyes
fejezetek Gsszefoglald orain, v végi, illetve érettségi ismétlés folyaman, st egyetemi felvételire
elokészitd szakkorokon is. A tankényv nem tartalmazhat minden olyan feladatot, amely tanoran
feldolgozasra keriil, hanem a tandrnak kell hozni ilyen feladatokat.

A koordinata-geometriai feladatok megoldasa sordn természetesen szabad alkalmazni az
elemi geometria és trigonometria modszerét, sét célszerli, ha a feladat megoldasat az egyszer(ibbé
teszi. Megforditva: elemi geometriai és szamitasi feladatok is megoldhatok a koordinata-geometria
alkalmazdsaval.

Az eddig elmondottak illusztrélaséra szolgaljon néhany feladat.?

1: Bévebben Farag6 Laszlé.,A koordinata-geometria tanitdsdnak médszertana” Tankonyvkiado Vallalat 1957. €s
Hédi Endre ,,Az analitikus geometria tanitasa” Kézirat, Budapest, 1952.

2: A szerkesztés menete kovetésével megoldhaté feladatok igen alkalmasak folyamatos ismétlésre és igy elemi
geometriai ismeretek ébren tartasara.

3: A kiilonboz6 modszerek bemutatiséara igen alkalmas Lukécs Ernéné — Rébai Imre: Feladatok és megoldasok c.
kényvének 13. példaja, 192. old. Gondolat Kiado, 1968.

1. feladat :
Ismeretes az ABC haromszog A(—4; 2) csucsa és két sulyvonalanak s;-nek egyenlete
3x + 5y —12 =0 és sp-nek 3x — 2y + 2 = 0. Hatarozzuk meg az oldalegyenesek egyenletét! (1. dbra.)

a) Az A pont koordinatdi nem elégitik ki egyik silyvonal egyenletét sem, igy s, legyen a B
csucsponton athaladoé s,, s2 pedig a C csucsponton dthalado s. sulyvonal egyenlete. Az sy, s s,

egyenesek S(%; 2] metszéspontja a hdromszog sulypontja. Legyen 4, a BC oldal felez6pontja.

{
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Ekkor AS = 254, igy 4 és S koordinatai ismeretében 4,
koordinatai meghatirozhatok: 4,(3; 2). A haromszog a
oldalegyenese az 4; ponton dtmend olyan egyenes,
amelynek s;, és s, k6z¢ es6 szakaszat az 4, pont felezi.
Ilyen egyenes egy ¢és csakis egy 1étezik, és
szerkesztésének egyik lehetdsége a kovetkezo:* Az 4,
ponton at az: egyik (s.) sulyvonallal huzott parhuzamos
a masik stlyvonalat B, pontban metszi. Az S pontnak B,
pontra vonatkozo tiikorképe a haromszog B csticspontja.

C .’ B A BA, egyenes a haromsz06g a oldala, a B csticspontnak
1. dbra Ay pontra yonatkozé tiikérképe a haromszog C
csucspontja.

A szerkesztés 1épéseit szamitassal kovessiik.

Az A) ponton at s.-vel padrhuzamos egyenes egyenlete y —2 = %(x - 3), ennek az sp-vel. vald

metszéspontja B, (g, 1) .

Tiikrozziik az S pontot B, pontra, igy a B(4; 0) csticspontot, valamint tiikrézziik a B pontot 4;
pontra, igy C(2; 4) csticspontot kapjuk. A haromszég oldalegyeneseinek egyenlete:
AB-¢ x+4y—-4=0, AC-é x—-3y+10=0, BC-¢ 2x-y-8=0.

4: Lasd: Matematika gimnaziumok és szakk6zépiskoldk 11. osztalya szamara. Tank6nyvkiadé, 1967. 132. old. 2.
példa.

b) Az el6z6 megoldasban lattuk, hogy az 4 ponton 4t olyan egyenest kell hiznunk, amelynek
az sp és s, kOzé es6 szakaszat az A; pont felezi. Minden olyan egyenes, amely dtmegy az 4; ponton
és nem parhuzamos az ordinatatengellyel y —2 = m(x —3) egyenlettel jellemezhetd. Ezek koziil
kell megkeresni az adott tulajdonsagut, hiszen kénnyen ellenérizhetd, hogy az 4 ponton atmend €s
az ordinatatengellyel parhuzamos x — 3 egyenes nem rendelkezik az adott tulajdonsaggal. Vagyis az
m paraméter egy bizonyos, a feltételeknek megfelel6 értékét keresstik. A paraméterek szama 1, igy
1 feltételi egyenletre van sziikség. Fejezziik ki az m paraméter fiiggvényében az 4; ponton dtmend
sugarsor és az sy, illetve s, egyenesek metszéspontjanak koordinatait. Elegendd csak az
abszcisszakat meghatarozni €s alkalmazni a felezépont meghatarozasara vonatkozo képletet. Az
ordinatdk meghatarozasa és erre a képlet alkalmazasa probaul szolgalhat. Az s, illetve s, egyenessel
valé metszéspontok abszcisszdja

I5m+2 2—-6m
X = , illetve x, = .
34+ 5m 3-2m
A feltételi egyenlet
I5m+2 2-6m
+ = 6.
3+45m 3-2m
(Azm=— 3 ésm= 3 nem megoldasa a feladatnak, igy kizarhat6 értékek.) Innen m = -2.

A BC oldalegyenes egyenlete tehat y —2 =-2(x — 3), y=-2x+ 8. A B és C csticspontokat a
BC egyenes és az sy, illetve s, sulyvonalak metszéspontja adja.

¢) Nem feltétleniil az az egyszeriibb megoldas, ha kevesebb paramétert valasztunk.
Vélasszuk paraméternek pl. a C pont abszcisszajat (x),és a B pont ordinatajat ().

C(x; %x + 1), B(4 - g V; yJ. Ekkor két feltételi egyenletre van sziikség, amelyeket a felez6pont

abszcisszaja és ordinatdja kiszamitasara ismert képlet szolgaltat.




5
6=x+4-2
37

3
4=—x+1+y.
> y

Az egyenletrendszer megoldasa x =2,y =0, igy B(4; 0) és C(2; 4).
Most ez a mddszer a legegyszertiibb.

Rk
Feladatok megoldasa soran az elemi geometria tételeit is alkalmazhatjuk.

2. feladat
Hatarozza meg annak az egyenesnek az egyenletet, amely merdleges a 2x + y = 20 egyenesre

és felezi az adott egyenes és koordinatatengely altal hatarolt haromszog teriiletét! (Egyetemi
felvételi feladat, 1967.)

Az adott egyenes meredeksége m = — 2, tehat a keresett egyenesé

25\*5’

1
m = — ., Valasszuk paraméternek a keresett egyenesnek az

ordinatatengellyel valé C metszéspontjanak b ordinatajat!

1

y= ) x+b

A 2. abrdn lathatdé AOB és CPB haromszogek B csucsndl fekvo
szOgik k6z0s, tehat hasonloak. Teriileteik aranya 2:1, igy a megfeleld
oldalaik ardnya V21, A két derékszogl haromszog atfogdja
AB =10+/5 , illetve BC =20 -b hosszegység.

- A A megfelelé arany miatt
) ’0\ (20—b)\f2— = 10\/5
b=20-510.

A keresett egyenes egyenlete

y=%x+20—&ﬁ6.

2. dbhra

sekosk
Geometriai szamitasi feladatokat megoldhatunk koordinata-geometria segitségével is.

3. feladat
Rajzoljunk harom parhuzamos egyenest ugy, 194
hogy a k6zéps6 a szE1s6tol 1, illetve 4 cm tavolsagra 1] Afva=1,1)
legyen! Mekkora az olyan szabalyos haromszog oldala, !
amelynek egy-egy csticsa a harom parhuzamoson 8
helyezkedik el (1. osztalyos tankényv)?

>

Helyezziik el a harom parhuzamos egyenest
célszerlien a koordinata- rendszerben pl. ugy, hogy a
kozEps6 essen egybe az abszcisszatengellyel (3. dbra). — ———e
Ekkor a harom egyenes egyenlete pl. y=1,y=0¢s 4 Bva*~16;-4)
y =—4. A szabalyos haromsz6g egyik csucsa essen az 3. dbra
origdba. Vélasszuk paraméternek a haromszog

y=-4

1

3




oldalhosszat a-t.

A hiromszog masik két csicspontja A(\/az -1 1) és B(\/a2 -16; - 4). Mivel
AB* — d* azért

(\/a2 ~16 —Va? —1)2 +25=d2,
a=+28.

4. feladat

Legyen a derékszogli haromszog atfogoja 10 cm, a derékszog szogfelezdje pedig cm

2442
7
hosszi. Mekkorak a befogdk? (Egyetemi felvételi feladat, 1966.)

Helyezziik el a derékszogli haromszoget (AOB) a

| ¥ koordinata-rendszerben a 4. abran lathaté6 médon!
~ Vélasszuk paraméternek a keresett befo g0k hosszanak
A - mértékszamat cm-ben, a és b. Igy a csticspontok
o/ koordinétai A(0; b); B{a; 0).
b ! Az AB atfogd egyenlete d +% =1,az OP
a
£? 5 szbgfelez6 egyenlete y = x. A két egyenes P
[
0 T o g~ x metszéspontjanak koordinatdi x, =y, = bb . Mivel
a+
4. dbra
OP = g és OTP haromszog egyenld szara
derékszogl, ezért
ab 5 _ 2442 . O
a+b 7
A Pitagorasz-tételt alkalmazva
a* + b =100,

Az (1) egyenletet rendezve és az a* + b> = (a + b)* — 2ab azonossagot alkalmazva a kovetkezd
egyenletrendszert kapjuk:

Tab =24 (a + b)

(a + b)* = 2ab = 100.
A megoldés soran a

7(a + b)* —48(a + b)—700=0
egyenlethez jutunk, s mivel ¢ + b > 0, ezért a + b = 14 és ab = 48, tehat a befogdk hossza 6, illetve
8 cm.

Heokok

Az 1j tantervben az egymasra meroleges vektorok koordinataira vonatkozé 6sszefiiggés
alkalmazaséaval sok feladat egyszer(ibben oldhaté meg. Példanak szolgéljon az 1968. évi egyik
érettségi feladat.

5. feladat
Az ABCD rombusz két szemkozti csticsa A(8; — 3), C(10; 11). A rombusz oldala 10
hosszusagegység. Hatarozzuk meg a B és D cstcspontok koordinatait! (5. és 6. abra.)




5. abra 6. abra

A rombusz 4, illetve C csucsaba az a(8; —3), illetve ¢(10; 11) helyvektor mutat, tehat az AC
atlo F felezépontjanak f(9; 4) a helyvektora. Az AF hossza V50 = 10

2
haromszog egyenlo szarqd, igy az ABCD rombusz négyzet. A B és D pontok koordinatai
megegyeznek a pontokba mutatd b és d helyvektorok koordinataival. Ezeket megkapjuk, ha az f
vektorhoz hozzédadjuk az AF vektor pozitiv, illetve negativ iranyt 90°-os elforgatottjat. Az

AF (1; 7), igy az elforgatott vektorok (—7; 1) és (7; —1). Kapjuk, hogy (az abra szerint)
b=©;4)+(-7,1)=(2;5)
d=(9; 4)+ (7;-1) = (16; 3).
A keresett csucspontok B(2; 5) és D(16; 3).

, tehat az AFD derékszogli

Kook ok

Az egyenes paraméteres vektoregyenlete és paraméteres egyenletrendszere teljesen Gj a
kozépiskolas anyagban. Az utdbbi alkalmazasaval sok feladat egyszeriien, illetve szokatlan m6don
oldhaté meg. Ha nem is mindig tanéran, hanem szakkorokon és szorgalmi feladatként érdemes
gyakoroltatni, hiszen az egyetemen tanuland6 egyparaméteres vektor-skalar fiiggvények jo
megértését készitik eld.

6. feladat
Tiikr6zziik az A(-3; 7) pontot az x + 3y = —12 (e) egyenesre! Szamitsuk ki a tiikorkép
koordinatait! (7. abra.)

Az x+3y=-12 e egyenes egy iranyvektora
v(=3; 1), igy a rd merSleges egyenes egy iranyvektora
(az e egyenes egy normalvektora) n(-1; -3). Az 4
ponton athaladé n iranyvektora egyenes egy
paraméteres egyenletrendszere ,

x=-3—~¢ E t=t B

y=T7-3t (2)

Tekintsilink egy egyenes vonalu egyenletes
mozgast végzd pontot, amely a ¢ = 0 idépontban az 4
pontban van, és sebességvektora n(—1; —3). (A negativ TA
koordinatak a haladasi irdnyt hatarozzék meg,) Ha A’ az
A pont tiikkorképe az e egyenesre és E az e és A4’ 7. dhra
egyenesek metszéspontja, akkor a mozgd pont az AE és
EA'tavolsagokat egyenld id6 alatt teszi meg.

Az AE szakasz megtételéhez szlikséges #; idot megkapjuk, ha megkeressiik, hogy a (2)

9
5

L4

¢=21,




egyenletrendszerrel jellemzett mozgd pont mely id6pontban van az e egyenesen, azaz milyen £
mellett elégiti ki az e egyenes egyenletét.
(-3 -15)+3(7-3)=-12
fh=3.
A mozg6 pont az A’ pontban a t = 2¢y, azaz ¢t = 6 iddpontban lesz, tehat az 4’ koordinatai
¥=-3-6, y=7-18. Igy4'(-9;-11).

7. feladat
Hatédrozzuk meg annak a P(1; 1) ponton atmend egyenesnek az egyenletét, amelynek az

2 2
LA

9 4
ellipszisen beliil es6 szakaszat a P pont felezi! (8. &bra.)

) Tekintsiink egy egyenes vonalu egyenletes
p mozgassal haladé pontot, amely a ¢ = 0 idépontban a

! P(1; 1) pontban, ¢ = #, illetve ¢ = t, idépontokban pedig
az ellipszis P, illetve P, pontjdban van. Ha P a PP,
szakasz felezdpontja és a pont egyenletes mozgast vé-

gez, akkor ’tlf = |t2‘ és egyik pozitiv, masik negativ,

tehat a két idéérték egymas ellentettje: ¢, = —, azaz
Hh+6=0

8. abra

A P ponton 4tmend egyenesek egy paraméteres egyenletrendszere
x=1+wt
=1+,
ahol (v1; v2) a mozgd pont egy sebességvektora (az egyenes egy iranyvektora).
A vy és v, paraméterek, amelyeknek aranyat keressiik.
A mozgb pont abban a ¢ id6pontban lesz az ellipszisen, amikor

41 -vt) +9(1+vy) =36

(492 + 902 )2 + (8v, +18v, ) 4k =0,

ahol (4v12 + 9\122 ) # 0, k pedig alland6. Ezen t-re masodfoku egyenlet gyokeinek Osszege nulla,
ti +1,=0.Ezért 8vi + 181, =0, v, =4y,

A keresett egyenes egy iranyvektora v(9; —4), igy egyenletrendszere, illetve egyenlete:

x=1+9¢

y=1-4¢, illetve 4x + 9y = 13.

Természetesen ez és az el6z6 feladat is megoldhatd fizikai interpretacié segitsége nélkil is
kozvetlen paraméteres egyenletrendszer alkalmazaséaval is és el6bb-utobb a feladatokat ugy érdemes

megoldani.
Térjiink vissza az 1. feladatra. A b) megoldasban keresett BC egyenes egy paraméteres

egyenletrendszere
x=3+ vt
y=2+wt 3)

A ty paraméterhez az A, pont tartozik. A keresett B és C pontok olyan ¢z és t¢
paraméterértékekhez tartoznak, amelyek segitségével (3) kielégiti sy, illetve s. egyenletét, és 15 = fc.

Igy

3B+ vt)+5Q2+v,yt5)-12=0

3B+t )22 +v,t)+2=0"

A0




ahonnan

7 7
tg =———— ¢és to = ———, tehit 6v; =-3v,.
2V1 = —V7.
Egy alkalmas iranyvektor koordinatai v; = 1, v, = —2; az egyenes meredeksége m = 2.

8. feladat
Hatérozzuk meg a P(l; 9) pontnak a 3x — 4y = -8 egyenestdl vald tavolsagat! (9. bra.)

Az adott egyenes egy pontja A(0; 2), egy iranyvektora

//9 a v(4; 3), igy egy paraméteres egyenletrendszere
! x=4t
_ ,// fa’ y=2+3t
/ ‘ A t paraméterhez tartozd pontnak P ponttdl vald
et é tavolsaga, illetve ennek négyzete
Al0:2) 7 d* = (4t -1y + (3t -7)°
d* =25 - 50t + 50
9. abra

& =25(t-1)*+25.
A tavolsag ugyanazon ¢ mellett minimalis, mint a négyzete, tehat £ =1, igy & =25,d=>5.
Az egyenesen P-hez legkdzelebb esé T pont a ¢ = 1 értékhez tartozik; igy 7(4; 5).

Hokok

Az egyetemre késziiléknek feltétlen adjunk lehetdséget az egyenes vektoregyenlete
alkalmazasara. Pl. a kisérleti tankényv 77. old. 34. feladatban adott egy haromsz6g harom
oldalfelez6 pontja, tehat ezek helyvektora ry, x,, r3. Keressiik az oldalak egyenletét és a csticspontok
koordinatait! (10. dbra.)

Az oldalegyenesek vektoregyenletei:

r=r;+ Hry;—r;)
r=r2+t(r3—r1)
r=r;+Hr;—r;)

A csucspontokba mutat6 helyvektorok, mint ahogyan
mar elézbleg megismerték a tanuldk: (Matematika a
kozépiskolak III. osztalya szamara III. kotet. Kisérleti
tankonyv 10. old. 3. példa.)

10, dbra

a=r;+trn—r;
b=ri—-rnt+r;
Cc=-1;+1r+tr;.

Erdemes az egyetemi tanulas el6készitése szempontjabol, két paraméteres egyenletrendszerrel
adott egyenes metszéspontjat meghatarozni, természetesen nem visszatérve az egyenes egyenletére.

Kok

A kisérleti tankdnyv kiilsé pontbdl a korhéz hiizhaté érinté egyenletének meghatarozasat csak
a szerkesztés menetének kovetésével végzi. Erdemes a feladat paraméteres megoldasaval is
foglalkozni, ha masképpen nem, gy szorgalmi feladatnak adni vagy szakkoron feldolgozni. A

M
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kisérleti tankonyv 49. oldalan levé 4. mintafeladat paraméteres egyenletrendszer alkalmazasaval is
megoldhato.

9. feladat
frjuk; fel az »* +1* —4x + 4y — 17 =0 korhodz az A(15; —11) pontbdl hiizhatd érinték
egyenletét!

t=i, "é/’ Az A ponton atmend sugarsor egy egyenletrendszere

x=15+ 1,
y=—11+tw. 3)

A sugarsor egyeneseinek a korrel 2, 1 vagy 0 kozos
o pontjuk van. A k6z6s pontokhoz tartozd ¢ paraméterértéket
P bst, megkapjuk, ha (3)-at a kor egyenletébe behelyettesitjiik, és
az igy t-re kapott masodfoki egyenletet megoldjuk. Erintés
11. dbra abban az esetben all fenn, ha ezen egyenlet diszkrimindnsa
0 (nulla). Tehat

(15400, ) + (114200, —4(15+ v )+ 4(=11+1v,)-17=0
(vl2 +v§)r2 +2(l3v1 —9v2)t+225 =0

4(13v, —9v, )* —4-225(v2 +2 )= 0

72v: +117vv, + 2802 =0

v 4 7

2 z r
L=m, igy m=—-— é my=——.
v By M=y 277

Az érinték egyenlete 4x + 3y =27 és Tx + 24y =—159. (A megoldas természetesen
y=m(x—15)—11 alakkal is végezhet, és Iényegében azonos az el6zdvel.)

Erdemes talan a feladat trigonometrikus megoldasaval is foglalkozni, mert az el6zéeknél
valamivel kevesebb szamitassal jar.

LN X
T o 1p
——
T :
. ~2
12. dbra A(15:-11)

Az adott kor egyenlete

(x =2 + (v + 2)* =25,

tehat az A(15; —11) ponton kiviil adott még a kor kdzéppontja C(2: —2), sugara r = 5.
(Altalaban P(xo; vo), C(u, v) és r.) Ezek segitségévei meghatarozhaték (1asd 12. dbra) a kovetkezok:

A0
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d=AC, a=BC=xo—u, b=]y—Db|
d* —r? a
1 9 P .
most d =+250,a=13,b=9, tga = 3’ tgf = 3 A feladatban az érint6k iranytangensét tgy;-et

¢s tgys-t kell meghatdrozni.
Az 4brabdl lathato, hogy y; = 180° — (o + B) és vy, = 180° — B — «, tehat

1 9
3713 4
mlztg}/1=—tg(a+,8)=——9=—-§,
39
és
1 9
3 13 7
m2=tg7/2=tg(a—,8)=—3——192=—£.
I+—
39

Természetesen a modszer minden esetben alkalmazhat6, viszont egyes specialis
elhelyezkedés esetén modosul, egyszerlisédik. Ilyenek a kisérleti tankonyv 83. old. 123. és 124,
feladatai.

10. feladat
frjuk lel a P(0; 4) pontbél az x* +y* —4x =0 korhdz hiizhato érint6k egyenletét! (13. 4bra).

A kor és pont specidlis elhelyezkedésébodl
kivetkezik, hogy az egyik érint6 az y tengely.

A kor kozéppontja C(2; 0), sugara r = 2. Az
abra jelolése szerint a mésik érint6 irAnytangense

m =tg(2a + 90°), ahol tga = %

I tgla -1
g2« 2tga

m=—ctg2a =—

tehat m = -——3— .
4

A masik érint6 egyenlete tehat 3x + 4y = 16.

13, dhra

11. feladat
frjuk fel a P(14; —2) pontbél az x>+ y* =100 korhoz huzhato érintdk egyenletét! Mekkora

szoget zar be a két érint6? Mekkora az érintészakaszok hossza?

A 14. abra jeloléseit alkalmazva OP = /200 = 1042 ,igy az OEP (i = 1, 2) derékszogli
haromszog egyenld szard, hiszen a befogd 10 egység. A két érintd tehat egymasra merdleges, €s az
érint@szakaszok hossza 10 egység, Az OBP derékszogli haromszdg P csucsanal fekvd szoge

o +45°, ahol a a PE), érintd iranyszoge.




¥ tg(a +45°) =7
. 1+tga _7
1-tgcx

gar=>
Vg 4 .
Igy az egyik érintd

3
meredeksége m, = 7 tehat a

masik érinté meredeksége

4
ml =_'E))'.

Kok

14, dbra

Meértani helyekre vonatkozo feladatok megolddsdaval kapcsolatban érdemes attekinteni Rieger
Richérd cikkét a Matematika tanitisa 1960. évi 6. szdmaban.

A
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Rabai Imre: A matematikatanitas gyakorlatabol
Hogyan irjuk le az azonossagokat?

A tankdnyvek és az tgynevezett ,,Fliggvénytablazat” (F) sok azonossagot tartalmaznak.
A tanitas folyamadn, a feladatok megoldasa soran problémak meriilhetnek fel.
Néhany feladat ennek illusztralasara.

1. Oldja meg a valés szamok halmazan a kovetkez egyenletet!

tg(x + 37”} =tg2x+1

,Megoldas” (Az idézbjellel szeretném a problémat érzékeltetni.) Az (F)-ben talalhato
2t
tgloc+ §)= B2 s tg(20) = 2BY
l-tga - tgf 1-tg“c

azonossagokat alkalmazhatjuk. Ekkor
tgx—1  2tgx
1- (tgx)' (— 1) 1-tg?x
—(tgx—1)Y=2tgx+1 —tghx, igy —tg’x+2tgx—1 = _tg’x +2gx + 1,
tehat az egyenletnek ,,nincs megoldasa™.
Val6ban nincs?. Az eredeti egyenletnek (a benne szerepl6 kifejezéseknek) az

T
xk=-—

+1, ahonnan

+kr, kel

helyeken van értelme, az azonossagok alkalmazasaval a helyettiik irt kifejezéseknek nincs. Az
xk=—725+k7r, kel

megoldasa az adott egyenletnek, hiszen kielégiti azt:
tg(%+k7r +%j = tg(%wwc +k7r) = tg% =1

és

th(g + /m) +1=tg(z +2kz)+1=1.

Itt a probléma. Adott egy egyenlet (egyenletrendszer, kifejezéssel megadott fiiggvény),
amelynek adott az értelmezési tartoméanya. Ezen a halmazon kell dolgozni. Most

3z &
X+—#—+nm, nel
4 2
és
T Vs Vs
2x £ —+mm, me 1, azaz x¢Z+m-—2—, mel,
tehat

x e R\ ZZer-z, mely;,
4 2
azaz az X = % + km helyeken értelmezett az egyenletben szerepld minden kifejezés, és az

x="tkn , (ke Z) szamok kis is elégitik az egyenletet.

AS




A tankonyvek példaul a
2tgx
tg(2x) = 5
[-tg°x
azonossag tanitisa soran meghatarozzak az azonossag értelmezési tartoményat, vagyis azt a
legb&vebb halmazt, ahol mindkét oldalon 4ll6 kifejezésnek értelme van, most a tg 2x az
2tgx
1- tgzx

x =—+n— szamok kivételével minden mas valds szamra értelmezett, mig a

kifejezés az x = — + n.E szdmokon kiviil az x = By +nm, (neZ) szamokrasem

2tgx

l—tgzx

értelmezési

értelmezett, azaz a tg 2x értelmezési tartomanya bdvebb, mint a

2tgx
1- tgzx

tartomanya.)

tartomanya (a értelmezési tartomanya sziikebb, mint a tg 2x értelmezési

2tgx

l—tgzx

fgy, ha tg 2x helyébe a kifejezést irjuk, akkor mondhatnank, hogy ,,sz(ikito

2
azonossagot” alkalmaztunk, mig ha " tg); helyébe tg 2x-et irunk, akkor ,,bovitd
—tg"x

azonossagot” alkalmaztunk. A ,,sz(kité azonossag” alkalmazasa gyokvesztéssel jarhat az
egyenlet megoldasa soran, mig a ,,b6vité azonossag” alkalmazasa hamis gyok belépésével
jérhat,

Kérdésem az, hogy ezt a ,,bévitd-sz(ikitd” lehetéséget valahogyan jeloljiik-e (F)-ben,
illetve a tankdnyvekben. Egyes kényveimben én alkalmaztam a kovetkezot (amit més
folyoiratban is lattam).

Az egyenldség jel f61¢, illetve ald egy nyilat irthatunk, amely a ,,boviilés” felé mutat,
felhivva erre a figyelmet. (Ha mindkét irdinyba mutat a nyil, akkor megegyezik az értelmezési
tartomany. Pontosan ez hivhatja fel a figyelmet arra, ha nem valtozik az értelmezési

tartoméany.)
Tehat
P 2t .
a) tglx = g’; ;
1-tg“x

b) sin2x = Dsinxcosy
(Erdemes azon is elgondolkodni, hogy ilyenkor az egyenléségjel (=) helyett az
azonossag jelét (=) irjuk-e ki?)

2. Tekintsik az  f - (x; y) \/;; ésa g:(xy) «/;\/; o (x>0,y>0)
fiiggvényeket. Hatdrozzuk meg [’ -etés és g’ -et.

y 1
= (xy > 0), = x> 0,y>0).
S, 2\/}; y g sz} ( y=0)

Egyetemi hallgatok kozill egyesek \/;; helyett a vele ,,azonosan egyenl$” Jx \/; -t
irjak. Helytelentil, hiszen ,,sz(ikit6” azonossagot alkalmaznak.

y 7
( xyEﬁN?J

Az elmondottak alapjan a kovetkezoket irhatjuk:

16




Jab =avB, Nab = JldF, Vb = .

A négyzetgyokdkre vonatkozé azonossagok mindegyike ilyen értelemben
problematikus, és ehhez hasonldan a logaritmus azonosségai is. Példaul:

log,xy = log,x+log,y (@a>0,a+1)
log,,xy = logale + loga]y[
log, ’xy& = loga|x] +log, lyl

log,x* = 2log,x, %logax2 = log,x

%logax2 = loga}x’

log,,x” = 2log, }x

2

A kérdés tehat az is, hogy szerepeljenek-e a kifejezések értelmezési tartomanyai?

al- 1-cosex
21V 2

3. a) A tankényvekben a

.y = 1-cosa .
sin EE— illetve a [sin—

azonossagok talalhatok, mig (F)-ben

sing:i /1—cosa .
2 2

A =+ jel zavaro lehet, én az el6zd irasmoddot tartom célszeribbnek.

b) Szdmomra érthetetlen, hogy a kévetkez6 fontos (sziikité-bovitd) azonossagok
hianyoznak (F)-bol és egyes tankonyvekbol:

_ 2tgg ‘_l—tgz—oi
sinasiza cosa = 025
1+tg? = 1+tg? =
g 5 g 5

_ 1 a2

sin2a = 2tg025 cos20¢s1 tgza
I+tg°a l+tg e

) 4. HaA =B és B = C, akkor 4 = C. Ezt az allitast A = B = C alakban is ,,szoktak” irni.
Igy érdemes lenne példaul a kovetkez6t irni:

)
1 — 2sin’a, El__tg_a

It

cos 20, = cos’a, — sin“a. = 2cos’a — 1 S
I+tg°a

Az 6t kifejezés kozill az elsé négynek megegyezik az értelmezési tartoménya, az
6todiknek sziikebb. Ezt példaul igy is érzékeltethetnénk:
I-tg 2a ]

1+tga

2 02 2 .2
cos 200 = cos o — sin“o, = 2¢os oc—1=1—281noc(=

(F)-ben a kévetkezd talalhato:

o l-cosa 1-cosa sing
tg— = i pead : -
2 1+ cosax sing 1+ cosa

Az el6zbekbdl kideriilt, hogy vigyazni kell a ,,sz{ikit6-bovitd” azonossagok alkalmazasa

soran. Most az els6, a masodik és a negyedik kifejezésnek megegyezik az értelmezési

1%




tartoménya (a0 € R\{(2k + 1)n}, k € Z), a harmadiké szlikebb (o # nn, n € Z).
Mir a sorrend megvaltoztatasa is jelenthet valamit.

o sing /l—cosa 1-coscx
tg—= =% = - .
2  l+cosa 1+ cosax sing

Hasonldan
a sina 1+ cosa 1+ cosa
ctg— = = iwf =— .
2 l-cosa 1—cosa sina
A javasolt jeldléssel:

a - sina - 1-cosa —~ 1-cosa
tg—= =+ =— .
2 1+cosa 1+cosa sin¢

5. Megjelent példataraimban k6zoltem néhany ,,szokatlan” azonossagot. Ajanlom ezeket
a tanitds folyaman feladni:

W) V=aN"b =ab, (V-av=b=ab);
by) abbe = bac ;
b2) Vab/be = ~bac ;
Jab _
b

c1)
c
c2) Jab =
J-be
dy) \/(abc 2 = («/%E)z;
dy) + (abc)2 =+—abc .

Célszerli meghatdrozni a boviilés (szlikiilés) iranyat.

3

a .
c

6. Ajanlom megoldasra a kovetkezd6, volt felvételi feladatot:
tg2x + 3ctgy = 0.

7. Hol a hiba? A kovetkez6 feladatokat ,,megoldésaikkal” egylitt valahol olvastam.

7.1. (1~sin(%—\D NE] tg” il

»Megoldas”
sin 3—ﬂ—x = —COSX t ”_x—ct fd
2 8 2 & 2
2(1+ cosx) = «/_ctg—
ctgzc— 1+'cosx 0 ctgi - 1+'cosx
2 sinx 2 sinx

2(1+ cosx) = V3 ! +.COSX ("
sinx

(1 + cos,x)[2 - ﬁj 0 M
sinx




cosx =-1 vagy sinx = —;— )

x=n+2kn () xf=§n+2mu xy=%?n+2mm

(Mi lenne, ha a 'c_’cgE = 1'51—nx azonossagot alkalmaznank?)
—COSX

7.2. sindx = 2sinxcos3x

sinxcos3x + cosxsin3x = 2sinxcos3x

cosxsin3x = sinxcos3x

,Osszuk el” az egyenlet mindkét oldalat (cosx)(cos3x)-szel (!!)
tg3x =tgx (I!)

3x=x+kn x=k- keZ (1)

oy

kkm,nel

(Mi lenne, ha a sin3xcosx — cos3xsinx = sin2x azonossagot alkalmaznank?)

Varom a kozépiskoldkban tanitd kollégak véleményét.

Meg nem jelent konyvek

Rébai Tmre

Késziiljiink egyiit
matematikabol

2, dtdolgosoit indfs

Rébal Imres
Vilogatott, rendszerezett, Sttekints
mutematika feladatok
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EGYENLETRENDSZEREK VARGA TAMAS
emlékére,

akitol
beszélgetéseink
sordn sokat
tanultam.

Mit érdemes ismerni, és mit érdemes tanftani a kozépiskoldkban?

1. Hérom feladat torténete. ,
1. Bgy derékszdgli hdromsz0g stfogéja 10, a derékszog szogfelezGjének hossza Z‘%@ egység. Mekkordk a

befogdk? (Belvételi feladat)
2. Egy ,rossz” feladat:
Oldja meg a kovetkezd egyenletrendszert! chy- cos;'cz z 1:'2. } (Felvételi feladat)
3. Tekintsiik az (x,y) — f(x,¥) kétvaltozds fiiggvén)"t, ahol
f(x,y)=x2+y2+xy+%+ %’ x¢0,y¢0,(x,y)E]R2._
Mely (x,y) helyeken lehet a fliggvénynek helyi sz6ls6 értéke? : 7 (Egyetemi gyakorlé feladat)

8 8
<2x+y=;§, x+2y=—}-)§.>

I1. 1. Kétismeretlenes (héromismeretlenes) egyenletek megoldésa.

2. a) Egyenletrendszer alaphalmaza (kiinduldsi halmaza, értelmezési tartoménya).

b) Mit jelent egyenletrendszert megoldani?
Mikor mondjuk, hogy egy (x0,Y0) szampér ((x0,¥0,20) szdmhérmas) megoldds?

3. Linedris egyenletrendszerek.
4. Algebrai egyenletrendszerek.

5. Tan4csok és moédszerek.
a) Helyettes{td moébdszer;
b) egyenld egyiitthatok médszere;
¢) 4j valtozok bevezetése;
d) tj valtozé bevezetése;
e) valamelyik (vagy t6bb) egyenlet nulldra redukéldsa és a nem nulla kifejezés szorzattd alakitdsa;

f) egyenletek Osszeaddsa, kivondsa, szorzdsa, osztdsa.

6. Egyenletrendszerek ekvivalencidja.

Ekvivalencia tétel:
flxy) = 0, .
Az (1) egyenletrendszer pontosan akkor ekvivalens az
gxy) =0
a1 f(xy) + a128(xy) = 0,
ap i fxy) + mpg(ny) = 0, aix ER
egyenletrendszerrel, ha

@

ay a2
a1 422

# 0.

{

N
D




Megjegyzések: a) A tétel harom- és tobbismeretlenes egyenletrendszerekre is felirhat6.
b Probléma: Legyenek a;p = a; k(x,y). 1gaz-e a tétel azokra az (xo,yo) Szdmpdrokra, amelyekre
_ |aLi(oyo) a2(xoy0)| - g9
az1(x00)  @2,2(x0,Y0)

7. Tandcsok az exponencidlis, a logaritmikus és a trigonometrikus egyenletrendszerek megoldasahoz.

8. Egyenletrendszerek kozelitd megolddsa. Tbl;bvéltozés fiiggvények Taylor sora.

Ré4bai Imre

KIEGESZITES
1.Azax+by=c, a,b,cER egyenlet megolddsai.

9. Az (aix + b1y + c)apx + bay + c) =0, a, b ER egyenlet megolddsai. N
A

3. Az ax® + bxy + cy? = 0 homogén (kétismeretlenes mésodfokd) egyenlet megolddsi médszerei.
4. Az
A2 + B% = 0 pontosan akkor, ha A = 0 é B=0

tétel alkalmazisa.

5. Tekintsiik az f(x,y) = g(x,y) egyenletet, ahol f(x,y) = M és g(x,y) < M. Milyen megoldédsa lehet az adott
egyenletnek? (Péld4ul x2+1=cosy)

6. Szimmetrikus egyenletrendszerek.
Néhény ekvivalens, illetve kovetkezmény egyenletrendszer.

fl(x:y) = 0,} ) fl(-x,y) = 0;} (2), f?.(x7})) = 0>} 3);
fxy) =0 fitxy) + Axy) =0 filxy) = faley) =0

fl(x’y) + f2(x)y) =0, f1(X,)’) = O’
4); eR,8 €R\{0} 5
fl(x,)’) - f2(xay) =0 } ( ) afl(x,y) +ﬂf2(JC,y) = O’} @ ﬁ \{ } ( )

Igazolia, hogy (1) <= (2) <= (3) <= () = (5).
2. Legyen adott az

fHxy) = b,
egyenletrendszer, és tekintsiik a (2), 3), 4) egyenletrendszereket. Melyik ekvivalens (1)-gyel, és mel
vetkezménye (1)-nek? .

fl(x:y) = as} ab # 0 (1) ’
yik ko-

fikx y) =a fl(x,}’) =a, fl(x:y) ’ f2(x,y) = ab,
AGY) - f(x’ ) = a’b} @i Ay _a g Q) . Ay _a ¢ @
1ny) Y flxy) b Hlxy) b
2

24




x2—2xy+y2=9,
4x2 + xy + 4yt = 18;

X2+ 4y*
c) Xy
252 — y? = 31;

5,

x+y+/x+y=20, }

x? 4+ y?* = 136;

6x + /x+y_§
c) x+y 6x 2

y—x = 44;

x+1Dy-2)=0,
x4+ 2xy=5;

x2 =y +x—y=10,
x3—x2y—xy2+y3= 16;

t?=y+2,
y7'=x+2;

5. ) xy +x+y =29,
. a
xy —2x—2y =12

xy+x+y=34,
24y —x—y=42

1 1 1
e ot

e) xy xty 2
xly + xy2 = -2

Egy kis példatér

b) x2 +3xy = —2,}

2xy — y* = —5;

‘x_2—-xy-2y2=0, }

d)
2x% 4+ Y2 + /2% + y2 = 12

b) x+y—+Vxty=2
' X4y = 40;
x+y—\/x+y—2=14,

d) 242

¥ty + xy = 30,

b) xz—y2=2(x+)’),
x4yt = 50—
x3—-x2y—4xy2+4y3=0,

d) 2, 2

2t +y° =12
xy =15,

b

) it y— x+ty _ 12.

xX—y x-Y
3
Megoldds-e? x = =[5 (V109 + 3)
3
y= - -2-( 109 - 3)
x=5y=3
x+y+xy=19,
D ey
Y=
24(x + y) = Txy,
2. 2 x>0,y>0;
x* + y* =100,
3

2§

x>0,y>0.




Kétismeretlenes (haromismeretlenes) egyenletek
L(x+®2+@x—y+$2=a

3. (x— 2P+ @x -y + (-4 =0

5. 24+y*+=x+tytz

2
1+y?

.
1

X |=

6.2) x+

1
7.a) x+ o = 2C0sY;

8.a) x*+2xsinxy+1=0

x% + 3y

9.a) 2cos’ =3* +37%
10. 4sin?x — 4cosx-siny—5=0.

1
12. —=(sinx + cos x) = 2y — 4y + 3.

V2

1 1
13. a) log, | si?GN + ———=| = 3 5932’
b) lo (cosz(x )+——~L——> = —-———1—————
Jom \ oSN T Coay) ) T Pyt 6
14. sinx +cosy = 2. 15. sinx-cosy = 1.
Két egyenlet, hdrom ismeretlen
1 x+y=258, 23 xt+ty+z=2 x+y+z=4 xy =1,
. .2 -
xy—z2= 2xy—-z2=4; 2xy-z7'=16. x+y=cos“z—
Harom ismeretlen, hdrom egyenlet
X —1-g
1x+1y+lz=9’ x+y ’ 2= y+z+l
1. —+-+==1 2. - =2-x 3. y=x tzt2
x Yy z ytz )
xy+xz+yz=27. x =2_y. Z =x+y +2
z+x
2x2 xyz
2 4 T+2 0 =2
2+2y+1=0, * x+y
4 Y 4+2+1=0 5, 2o 6. -2 =12
' y2 ¢ 7 ' 1+y2—z’ Coytz 7
Z+2x+1=0. 272 B xyz - 1,5.
i+ xtzo

LG

2. (4x? —yM? + (x+ 1)* =0.

4. x2+y 42 =2x+2y+ 22—

1 2
b) x+;—-—1+y2.
1 .
b) x+;= —~2siny.

b) x* —6xcosxy+9=0.

2
b) 2sin? > :Zy =25 +27%,

11. sin®(x +y) — cos?(x —y) = L.

3.

2

)




RATZ LASZLO VANDORGYULES, PECS 2012
RABALIMRE .. o A Janus Pannoniius Gimnézium
. ~ tiszteletére ..
- (1956-57; 2012)
. [556v1]

Trivialis (kétviltozds) azonos egyenlétienségek és alkalmazisuk " -
(Egyes speciilis kétvaltozos fiiggvények szélséértéke, feltételes széls6értéke)

L. 1) Szamitsuk ki, milyen értékpar esetén lesz az A= eyt —— 2 klfejezes ertckea
)’

legkisebbl (Erettsegx felveteh 1973.)
2) Mely (x; y) szémpér esetén veszi fel az f (x; y)

leg}qscb’b értéket, és mermyl ez a legkisebb érték?

(A legkisebb érték 4, amelyet az (x; p)= (1), (1), (- 1), (- 1-1) esetén vesz fel.)

+ -I—J 29 (Felvételi

IL 1) Legyenx >0, y>0 és x+ y =1. Igazolja, hogy (1+l)-(1
; - >

feladat 1987.) .
2) Legyenx >0, y>0 és x +y =1. Hol veszi fel az f(x;y)=(l+—1—)~(l+—l-) figgvény
. 4 ‘ o 50

a legkisebb értékét, és mennyi ez a legkisebb érték?

(A legkisebb érték 9, amitaz x = —;—, y= —;— esetén vesz fel.)

III 1) Legyenek a és b olyan valos szamok, hogy a>b és ab= I Bizonyitsa be hogy

a* + 5
= 242 (Felvételi foladat 1987.)
2) Legyenek x és y olyan valés szdmok, hogy x> y és xy=1. Mely (x; ). szampar

L2 .2
esetén leszaz f(x;y)= X TV wetvaltozos fiiggvény a legkisebb, és mennyi ez a legkisebb
x-y . :

érték? :
(A Iegkisebb érték 2412 , amit az x = Jg;ﬁ s = Jg;ﬁ ¢s az x; = —Jg;ﬁ’
¥y = :I%—Q szampérok esetén vesz fel.)

%




. 'IV 1) Bizonyitsa be, hogy ha valamely (x y) valos szamparra xt 4 y? 1. akkor .
'x + y[ < J_ | Mely szamparokra all fenn az egyenloseg? (Eretrsegl—felveteh feladat 1989 )

© 2) Mely (x; ») szampérok esetén legnagyobb az f (x;y)= =|x+y| figgvény értéke, 65
' .'mennyx eza legnagyobb érték, ha x>+ y2 =17 ' | o

([A feladat x=cos¢, y= smt O <t<2n helyettesxtessel 1s megoldhato ]

: [w/_— ) helyett |a| irhato, amit gyalcran alkalmazunk, |a] helyett 1/—— frhato, am1t nyllvan :
ntkabban] o ~ :

Most 2xy < x* + y? és |x+y[—\/(x+y)

"lx+y[=\/x + y? +2xp <J2(x +y )=x/5

. . A fuggvény legnagyobb értéke \/— amitaz x=y= 715- és x= y = ——\% eseten vesz fel

hiszen x = yesx +y —l)

" V. 1) Igazolja, hogy ha az a és b valos szamok Osszege 1, akkor at+ b4 > - (Erettsegl—
felvételi feladat 1988.)
" 2)Hatdrozza meg az f(a; b) =a* +5* fuggveny mmlmumat, ha a+b=1: Mely helyen o
“veszi fel a minimumat a fuggveny? o .

([A feladat a = 2l+ n,b= 311-— n helyettesitéssel megbldhaté.]

[A minimum érteke -:?, amit a = %, b =—;— esetén vesz fel.])

(trividlis - a feltételbs] adédo kovetkezmény
(a-b) 20, A®+b*22ab o @+e) =1 o .
C@-8f 20,0t + b* 22422 (%) aP4p=1-2a (%) a® + b 2ab-hez
a +b4=(a +b2)2_—2a2b2, ‘ (*)-ot hozzdadva:

. a2‘+b221‘

e ]

2 2 .

+5) 2=

22

' Tehét a* -i-b4 4 —2a%b?  ehihez hozziadva (**)-ot: Z(a +b“') i at+54 > é—)

[
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RATZ LASZLO VANDORGYULES PECS 2012

RABAIIMRE L A9éves
' . T o Czapéri Endre
tandr ur tiszteletére
. Néhdny tanpélda
I. 1), Preparaltak” ezek a feladatok?
sin® x+cos x=a,ahol a= L3 3 L 8.7
478716716’

{Miért preparéltak? (~1; 0; 1; —;—; ——21—; )

Egy r6kérd] sok-sok bét... |
S TRUNEITN
? b4 8 ? 8’ b

&lw

3

NI'—-

sin*x+costx= b ahol b=

) Eg’y feladat sok arcal |

a) Oldjameg a kévetkezo egyenletet! .
2(s1n x+cos x) 3lsin* x+cos x)+1 =0
(Erettségi-felvételi feladat 1985. ) _
b)Vizoljaaz x > f (x) fuggvény grafikonjit, ahol
f(x) _ sTn: x+cos: x—-l" e D(D="?)

- sin".x+cos” x—1

~ (Ismert feladat.)

3) Vézoljaaz x 1 g;(x), (xe D,) fiiggvények grafikonjat!
a) g,(i) =Z—+i—cos4x; a,) gz(x)=1,——;—siﬁ22x; a3) g£5(x) = sin fx+ cos % x;

b) é(x) =sin x + cos‘S X3 ..

4) Tekintstik az E(x) =sin® x +cos® x + p(sm Xx+cos x) kifejezést.
. a) Hatdrozza meg a p paraméter értékét igy, hogy a kifejezés értéke fuggetlen legyen x-t6l!
b) Mely p értékekre van az E(x) =0 egyenletnek valés megoldasa? (Matematlkal Lapok,

Kolozsvar 1983.)

5) Legyen I (x) =2x8 - 3x* + x?. Bizonyitsuk be, hogy f(sina)+ f(coso)=0.
(Szémad6 Lészl6 tanar ur feladata.) -
[Erdemes megismerni Rabai Imre Matematika mérélapok cimii konyvében (Miiszaki
konyvkiado, 1998, 2002) a Felvételi feladatok tanulsdgai. Kevq']uk egyszeriivel! cimii
tanulmanyt ( 144—-148 oldal) 1

6) Szénntsa ki a kovetkezé hatarértéket!

. sin* x+cos* x—1
lim =7

x—>°sm x + cos® x—l

]
{
]




7. a) Hény, a kozépiskolaban tanitott (lineéris) transzforméaciéval kaphaté az x> cosx
* fliggvény grafikonjabol az x> sin® x +cos* x fliggvény grafikonja?

b) Megkaphaté-e eg}.Ietlen, a kozépiskolaban tanitott (linedris) transzformacioval az -
F(x)=sin*x+cos* x -—% ﬁigg\)ény grafikonja a g(x)=cosx, xe R fliggvény
graﬁizonjé.bél?

(fi(x)=sin® x+cos®x, . Six)=)

[ 8 j(sin4x+cos4x}ix=? ' I(sin6x+cossx)ix=?]

II. Miért konstrultam ezeket a ,,rokon” feladatokat?
1. Mely valés szampérokra igaz a kévetkezé egyenletrendszer?
(Miért igy kérdezem?)

2 _S;x._..{_ x_y-_—s
a) | X~y V 5x

(y+6x)(x—y+20)=0

: x_y_8
b) y x 3
log,(x + y)—log,(x -y =1

| 6x + ’x+y___»52l
al) Vx+y 6x

. y—x=44 A
(éren;égi-felvéteu feladat 1988.)

x y 5

=

bly y x 2
logs(x - y)+log,(x+y=1
(Erettségi-felvételi feladat 1991.) -

Rébai Imre,

aki baratsaggal kdszonti
Czapéri Endre tandr urat,
és j6 egészséget kivan.
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VARGA TAMAS NAPOK, 1997. ~ | .~ VARGA TAMAS
| | ' | EMLEKERE

Amit a hdromszog trigonometridjardl tudni érdemes*

I. Amit tanitunk

1. Szinusztétel és kivetkezménye**
a b c a+b+c

— = = —— = = . — = 2r;
sine sinB  siny sina +sinf + siny
2. Koszinusztétel
a® = b* + ¢? — 2bccosa.
3. Teriilet :
= absiny; 7= azsi{lﬁsiny.
2 sina
II. Amit tanithatnank
1. Vetiileti tétel (Carot (1753-1823) (francia))
a = bcosy + ccosf,
b = ccosa + acosy,
= acosf + bcosa.
2. Tangenstétel (Thomas Fink (1561—165,6) (ddn))

a-8 a-f
a_b=tg"""'2—— a_bztg 2y
a+b a+p’ a+b cte &

-z g

tg 5 2
3. Molweide formuldk (Karl Molweide (1774-1825) (német))
) a- a-
a+b PS5 a+b B3
T Twml ¥ T T EtE
) cos —
a- , a-—
a—b sio ~p Sin—
¢  cosk et T at
) sSin 2
4, Tycho de Brahe formuldk
asiny ' asinf
t = — = .
a) g b —acosy’ : b) tgx c—acosf
(& = 90°).

(Kovetkezmény feladat: IT1.10.)

* Az Ssszedllitdst a teljesség igénye nélkiil végeztem,
*% A szokott jelolés szerint a hdromszog oldalai a b, ¢, az oldalakkal szemkézti szdgek rendre @, B, ¥, a héromszog

keriilete 25 = a + b + ¢, a hdromszdg teriilete T, a hdromsz6g koré, illetve beirt kérének sugara r, illetve p.




II1.

Minden hiromszogben igaz (az egyenletekben oldalak és szogek szerepelnek)

1. a) b* —a? = becosa — accosf.
1
b) bccosa + accosB + abeosy = 3 (az + b + cz).
2. a-sin(f ~y) + b -sinly — a) + ¢ sin(@ — ) = 0.
tga  c* +a* - b
La) = 90°, 90°.
3-2) tgf ¢+ b2 — g2 @ p#
b) tga '__ a(a — bcosy)
tgB  b(b—acosy)
sinf@ —B) a* - b2 a* - b sin(a - B)
4. = = = — .
sin(a + B) c? c? siny
(Az 1997, évi felvételi feladatok kozott szerepelt. Két Molweide formula szorzatdb6l adédik.)
5 asina +bsinf +csiny _ a* +b2 4+ c? ‘
4cos%cosgcos§ atb+c '
2608 N B2 cinfa — 20
6. ¢ su}(B ¥) + b sm'(y Q) L€ sm.(a B -
sina sinf siny
” ata+c—b) _ 1 —cosa
" bb+c—a) 1-cosB’
8. besin®a = a¥(cosa + cosfcosy).
cos2¢ cos28 - 1 1
> TE T TE Tz
cosf _c—bcosa
“cosy b-—ccosa’
Minden hdromszégben igaz (az egyenletekben csak szogek szerepelnek)
1. sing +sinB + siny = 4cos < -cosé * COS 2’-.
. o2 2 2
2.a) cosa +cosB +cosy =1+ 4sin%osin§ - sin 22’-
' “
+
b) cosa + cosfB + cosy = 4cosZ ;‘B -cosﬂ ;-y .cos ¥ 2 3

sina +sinf —siny  a " B
sina +sinf +siny  °2 3’

4. siny = (tgci +tgf) - cosa - cospB.
S.a) sin2a + sin2f + sin2y = 4sina - sinf - siny.
b) cos2a + cos2f + cos2y = —1 — 4cosa - cos B - cosy.
6. a) cos’a + cos?B + cos?y + 2cosa - cosf - cosy = 1.
b) sin’e + sin2B + sin®y — 2cosa - cos B - cosy = 2.
2




e) sin’a + sinp — sin®y = 2sinosinf-cosy.

7. a) tgo. + tg + tgy = tgo-tgP-tgy.

a B 4 a B 4
b) ctg—+ctg—+ctg— = ctg—-ctg—-ctg=-.
) g Hotgtotg s =clgoctg T ctg D
a BBy V. o«
) tg— tgl+tgltglt+tpgt—-tg— =1,
)g2 g tlg g tigs e
8. sin22+sin2£+sin21=1—2sing-sin—ﬁ‘sinZ.
2 2 2 2 2

3 3y

9. a) sin3a +sin3f +sindy = —4cos37a . COS? - COS
b) sinda +sindf +sindy = —4sin2q -sin2 3 -sin2y .

10. a) sin((27 + D) + sin((27 + DP) + sin((2n + 1)y) =
(-1)"-4-cos @2n+Va - cos (2n+1)p -cos (2n+1)y , neN.

2 2
(n=0esetén IV. 1.)
b) sin(2na )+ sin(2nf)+sin(2ny) = (-1)"*" -sin(2na)-sin(2n)-sin(2ny), n € N.
(n=1 esetén IV. 5. a))

V. Minden hiromszogben igaz (az egyenletekben s, r és R szerepel)

1. (a + b)cosy + (b + c)cosa + (a + c)cosP = 2s.

a  p .y r
2. tg = tg tg L=~
g2 g2 g2 s
3. sinz-sinﬁ-sinz=—r—.
2 2 4R

4. cosg-cosﬁ-cos}/ o
2 2

s
a s—bls—c . a s—blis—c a sls—a
5.a)tg—=_[————*%. b)sin—=,[————+. ¢)cos—=
2 s(s-a) 2 bc 2 bc
6. s~sin—oi=a’cos£~cosz.
2 2 2
2
7.l-cosz—g+—1—~cos2£+l-cos21=i—.
a 2 b 2 ¢ 2  abc
8.a)r=(s—a)tgg. b) r \/(S—a)(s—b)(s—c)
2 _ S
9. s = r(sina, + sinf + siny).
10 a)(_sla_)_fg_gé b) S“c_tﬁtﬁ
) (——b) a’ s g2 gZ'

.
=N




VI. Minden haromszogben igaz (teriiletképletek)

1. a) t=rs. b) t=ry(s —a).
2.2) t =2R? -sing -sinf -siny . b) ¢=aR-sinf siny .
3. 1= 9b¢
4R
B .7

4.2) t = 5* -tg%-tg;-tg;. b) tzs(s—a)tg—g—. ) t:(s—b)(s—c)ctg%.
5. t——-%-(azsinZﬂerzsinZa).

6. t= -(b2 +cz—a2)tga.

1
4

VII. Minden derékszogii haromszogben igaz (az atfogo c, v = 90°)

2
1. sin2a - tgfl = %
c

2ab

2. sin2qa = —
C

b2 -4

2
C

3. cos2a =

a c+b
+ctga = ——-. b) +ctga = .
cosa c—b cosa a

5. sina +cosa = sinf + cosf .

4. a)

sing + cosf3
—=tga.
sinf + cosx
b— -
7. _ tgﬂ 2.
b+a 2

VIIL Ha ezt tudjuk, akkor a haromszog derékszogii!

1. sina +sinf = cosa + cosf .

2. ab-cosy + bercosa, + ac-cosP = .
sin sin

5, sinf  siny

= 2sina .
cosy cosf
. sing + sin
4, siny = ——————é-
cosa + cosf

5.a) cos’o + cosZB + coszy =1. b) sin“o + sinZB + sinzy =2,

e
[l




IX Ha ez tel_]esul akkor a haromszog egyenlo szaru' :

1. sina = 2sm,3cosy

- +
2. atga+btgﬂ (a+b)tg ﬁ
4, o 2oinasing tg’z' s b)smasmﬂ 2co

siny
X. Ha ez teljesiil, 'akkdr'_a’hé'romsziig egyenld oldald! e
1. cosa + cosf — cos(a +f) = —;—
sin? _ Sinzﬂ _._',s‘inzy
sin2e¢ ~ sin28 ~ sin2y’

X1, Ha ez teljesiil, ékko_r a haromszog derékszﬁgﬁ’ vagy egyelﬂé’ szard!
1L Sina +cosa = sinﬁ + cbsﬁ |
2. sin(a — B) = sin? a- smzﬂ
3. tgasin®f = tgfBsin® _a, (a # 90°, ,B #* 90°)

cosa +cosy sinf -
cosa +cosf  siny’

5. (6% + cA)sinly — B) = (c* — bYsinfy + B).

cosy + 2cosa _' sinf
cosy + 2cosf ~ sina’

XII. Néhiny egyenlétlenség; minden hiromszogben igaz

1. sin’y = sin 2a - sin 2.

a B v _ 1 a B 7
2. = ad L< ) Z.cos& . cost =
a) sin 5 - sin 5 - sin 2 3 b) cos 5 cos 5 cos )
3. cosa + cosf + cosy < -g— »
a B S 3
4. sin? = + sin? Y52
sin .2 sin +sm 2 7

S. sina + sinff + siny = sin2a + sin28 + sin2y.

\;\;"
.
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Rabai Imre: Gombharomszogtan
(A4 kultira viliga — Matematika, fizika, kémia, Kézgazdasagi és jogi konyvkiado, 1964)

GOMBI TAVOLSAG
Legyen adott a gobmbfeliilet két pontja, P és Q. Ha ezek a gdmb kozéppontjaval, O-val

egy egyenesbe esnek, P-t és Q-t dtellenes pontoknak, nevezzik. Ha P és Q nem éatellenes
pontok, rajtuk keresztiil csak egy fokor megy, melyet az OPQ sik a gombfeliileten kimetsz.

. (A f6kor olyan gémbi kor, melynek sugara megegyezik a
- ; “‘\”a gébmb sugaraval.) Két nem atellenes pont tehat egyértelmlien
/- ﬁf meghataroz egy fokort. E fokornek a P és Q kozotti kisebbik ivét a
/ { 5 P és Q pontok gbmbi tavolsaganak nevezziik. Két atellenes pont
N —— —_—
L {98 ) tavolsagan félfokorivet értiink. A PQ {v hossza: PQ = rPOQZ,

ahol » a gbmb sugara.

Ha ugyanazon gdmb kiilénbdz6 pontjainak tdvolsagat
hasonlitjuk 6ssze, a gomb sugarat egységnyinek vehetjiik, igy a
gbémbi tavolsagokat szogekkel fejezhetjiik ki. A gdbmbon a
tavolsagmérés tehat sz6gmérés. A szogeket fokokban vagy radidnban is mérhetjiik.

A gombfeliileten a fokorivek jatsszak ugyanazt a szerepet, mint sikban az egyenesek.
Eltérés van abban, hogy két fokar egymast két (4tellenes) pontban metszi. fgy un.
gémbkétszdg jon 1étre. A gdmbkétszoget hatarolo fél-fokoroket, a gombkétszog oldalainak
nevezziik. Ezek 180°-kal egyenldk.

* g b i
T

& h

e Két egymast metsz6 f0koriv altal bezart sz6gon a
AR "’x\ metszéspontjukban huzott érinték hajlasszogét értjiik. Ez a
s “W}T“‘" 5% szOg megegyezik a fokoriveket kimetszé két sik 4ltal bezart

A R | lapszoggel. Ennek a sz0gnek a meghatarozasa akkor valik
;
Lo

i, %
ey b,
i

P
{

L

/] egyértelmiivé, ha pl. a fkoriveken adunk meg haladasi
Tl L f iranyt, és a sz0gon egy olyan elforgatds nagysagat értjiik,

Vi / ‘ mell'yel az egyik fokoriv, haladasi irdnyaval egyiitt atmegy a
W e masik fokorivbe.

A kdzéppontban a fokor sikjara merdleges egyenes a gémbfeliileten két atellenes pontot
metsz ki. Ezt a két pontot a fokor polusainak nevezziik, a fokort pedig barmely pélusa
polarisanak. Az a pélus, mely a f6koron adott bejarasi értelemben haladva bal kéz iranyaban
fekszik, a bal oldali pdlus. Két fokor altal bezart szog egyenld a megfelel6 pdlusaik altal
bezart sz0ggel, azaz a pdlusok gdmbi tadvolsagaval.

GOMBHAROMSZOG

Egy haroméli testszoglet (triéder), ha csicsa a gomb
koézéppontja, a gombfeliiletb6l gombhdromszioget vag ki. A
gémbharomszoget hatarolo ivek a gdmb- haromszdgoldalai, az
¥, % fvek k6zds pontjai a gdmbharomszdg csucsai, az oldalak dltal
il bezart bels6 szogek "a gombharomszog szdgei. Most csak az un.
+} A Euler-féle gobmbharomszogekkel foglalkozunk, amelyekben
- minden oldal és szog kisebb, mint 180°.

Az ABC gbmbharomszdg oldalainak meghosszabbitasai
egymast a haromsz6gon kiviil fekvo 4°, B’ és C' pontokban
metszik. A gémbfeliiletet a harom fékor nyolc gdmbharomszogre

Ly




osztja. A csucsok atellenes pontjai altal alkotott A’B’C’ haromszog az ABC hiromszog
dtellenes hdaromszioge. Az A’BC, AB'C, ABC’ haromszogek, melyeknek egy-egy oldala
koz6s az ABC haromszoggel, az ABC haromszég mellékhdromszogei.

Az atellenes haromszogek megfeleld oldalai és szogei egyenldk, a mellékhdromszog
koz6s oldalai és ezen oldalakkal szemkozt fekvo szogei egyenldk, a tobbi oldalak és. szogek
egymast 180°-ra egészitik ki.

A gdémbharomszdg minden oldalahoz két pélus tartozik. Jarjuk be az oldalakat ABCA
sorrendben és vegyiik a baloldali polusokat, melyek egy gémbhéaromszoget, az eredeti
goémbhdaromszdg poldrgombhdromszogét hatarozzik meg. Barmely gdmbhéaromszdog a sajat
polargémbharomszdgének polargémbharomszdge. Igazolhatd, hogy a
polargémbharomszogek egyikének az oldalai a mésiknak a megfeleld szogeit 180°-ra
egészitik ki.

A gombfeliileten a gdmbharomszdg oldalait kimetsz6 triéder lapszogei a
gdmbharomszog szdgeivel, élszégei a gdmbharomszog oldalaival egyenlék. Igy a triéderre
bizonyitott tételek érvényesek a gdmbharomszodgekre.

Egy gombharomszdg két oldalanak dsszege a harmadik oldalnal nagyobb.

A f6koriv tehat az a legrovidebb tavolsag, amellyel két pont a gombfeliileten
Osszekotheto.

A gébmbharomszdog oldalainak 6sszege kisebb 360°-nal.

Ha ezt a tételt a polargdmbharomszog oldalaira alkalmazzuk, ugy kapjuk: A
gémbharomszdg szdgeinek dsszege nagyobb 180°-nal (és kisebb 540°-nal). Ugyanis, ha a, b,
¢ egy gobmbharomszog oldalai és o, B, y a szdgei, akkor a polargdmbharomszdg oldalai
180° — a; 180° — B; 180° —y; tehat ha a + b + ¢ <360°, akkor 180° — o + 180° — B + 180° —y
<360°, vagy més alakban

o+ p+y>180°.

A gdbmbhéaromszigre, a sikhdromszogekhez hasonloan, sok tételt irhatnank fel, ezekkel
itt nem foglalkozunk, egyeseket viszont bizonyitas nélkiil felhaszndlunk. (Pl. itt is érvényes,
hogy nagyobb oldallal szemké6zt nagyobb szog fekszik és ennek megforditdsa.)

A GOMBKETSZOG ES GOMBHAROMSZOG FELSZINE

Egy gomb gémbkétszogeinek felszine a szdglikkel aranyos. fgy ha a gdmbkétszog szoge
o. (radianban), akkor

a:m=Fy:2m’ (ahol Fy, a gdmbkétszdg felszine, r pedig a kor sugara). Ebbsl

Fy= 2007,

Az atellenes gombharomszdgek felszine egyenld.

Legyen az ABC gombharomszdog felszine F, az A’BC, AB'C, ABC’
mellékgémbharomszogek felszine rendre F, £, F3. igy

F+F =rla
F+F,=r'p
F+F, =rly

3F+F +F, +F,=r*(a+p+7)

Az egész gbmb felszine nyolc, paronként atellenes gobmbharomszog felszinének
Osszege: 2:(F + F| + Fy + F3) = 47%n. Bzt felhaszndlva

2F=2r 0+ B +y—mn)

F=r2(oc+ B+y—mn)

Az o+ B+ vy — = értékét gombi feleslegnek (szférikus excesszus) nevezzilk, és e-nal
jelsljiik. F = /.




A GOMBHAROMSZOG MEGOLDASA

A gombharomszog hat alapadata (3 oldal, 3 szdg) koziil barmely harom a tobbit
egyértelmiien meghatdrozza, ha eleget tesznek az oldalakra és szogekre vonatkozé
Osszefiiggéseknek, amelyekre az el6z6 pontban utaltunk. Egy kivételes eset van, ha két szog
vagy két oldal derékszog (pl. @ =90°, b =90° esetén y = ¢ és o. = 90°, f = 90°). A
gombharomszogben harom szog fiiggetlen adat, mely a gdmbharomszdéget meghatirozza. A
gombfeliileten nincsenek hasonld haromszdgek.

Itt csak néhany megoldasi esettel foglalkozunk. El6szor a derékszogl
gombharomszogek megoldésat vizsgaljuk.

Egy gbmbharomszdg és a poldrgdmbhéiromszdg adatai kozotti kapesolat alapjan ha az
oldalakra taladlunk valamilyen 6sszefliggést, Gigy ezt a polargémbharomszdégekre alkalmazva, a
szogekre is kapunk Gsszefiiggést.

A DEREKSZOGU GOMBHAROMSZOG

Legyen az ABC gémbharomszogben y = 90°, az a és b oldalak hegyesszdgek. A
gombharomszog triéderét egészitsiik ki az OA4 'B’C’ tetraéderré, egy olyan sikkal vald
metszéssel, mely B -ben merdleges az OB'-re, igy az OB’C’ sikra is.

A A'B' és B'C' mer6leges OB'-re. A'C’ merdleges OC -re,

' tehat az OB’A’; OC’A’; OB'C' sikharomszogek derékszogliek (a
derékszdgek a k6zEépso betlik altal jelzett csucsoknal vannak).
Az OB'A'haromszogben az A'B' befogbval szemkozti szog a
gémbharomszog c oldala, igy

OB OB OoC’
cosc = = . = cosa - cosh .
Oo4' OC' 04
Az 0B ésa oc aranyokat az OB'C’ és OCA'
oc’ OA4'

derékszogli haromszogekbdl fejeztiik ki. A kapott

cosc=cosa-cosbh
képlet a derékszogli gbmbharomszdg oldalai kdzott allapit meg Osszefiiggést, ezért a
gombhdromszogtan Pitagorasz-tételénck nevezik.

Egy hegyesszog sinusa kifejezhetd két oldal sinusdnak aranyéval.
A'C" B'C" AB sinb

sinf} = = : =—.
AB OB OB sinc
. . sing
Hasonléan sinag = —.
sinc

A sz0g cosinusara a kovetkezot kapjuk:

B'C" B'C' AB tgu
cosf = = : =—.

A'B" OB OB tgc
Hasonléan cosa = @

tge
Ha az a és b oldal nem hegyesszdgek, akkor a mellékgdmbharomszdg oldalai mar igen.
Erre alkalmazva a kapott Osszefliggéseket belathatjuk, hogy tompaszog esetén is érvényben

maradnak.

A GOMBHAROMSZOGTAN SINUS-TETELE

Legyen ABC egy deréksziget nem tartalmazé gdmbhiromszog, igy OA nem merdleges
az OBC sikra. Az OA egyenesen at az OBC sikra csak egy merbleges sik fektethetd. Ez a sik




a gobmbfeliileten kimetsz egy fokort, mely atmegy A-n, és messe
a BC oldalt D-ben. Az AD gémbi tavolsadg az ABC
gémbharomszoget két deréksz6gli gbmbharomszogre bontja (az
ADCZL és ADBZ derékszog). Az ABD és ACD derékszogl

gémbharomszdégben
. sindD . sinAD
sinff = — , siny = —
sinc sinb

Az egyikbdl sin AD-t kifejezve és a masikba helyettesitve
sin 3 : siny =sin b : sin ¢ Osszefliggést kapjuk. Ugyanigy

sin o : sin 3 = sin ¢ : sin b, vagy egylitt a kettd:

sina:sinP:siny=sina:sinb:sinc

A gbmbharomszig szégeinek sinusai Ggy aranylanak egymashoz, mint a szemben fekvo
oldalak sinusai. Ez a gdmbharomszogtan sinus-tétele.

Ha adott két oldal és a nagyobbikkal szemkozti szog, ugy a sinus-tétellel kiszamithato6 a

kisebbel szemkozti szog.
A megoldas sordn a szog sinusa a szoget még nem hatarozza meg egyértelmien, hiszen

sin oo = sin (180° — o). Ezért azt a szoget kell valasztani, amelyik esetében teljesiilt a
,hagyobb oldallal szemben nagyobb szog fekszik™ tétel. Ha a kisebbikkel szemkozti szog
adott, akkor a sikharomszogtanhoz hasonlban 0, 1 vagy 2 megoldést kaphatunk. Ugyanez a
meggondolas érvényes, ha két szog és valamelyikkel szemben fekv oldal adott.

A GOMBHAROMSZOGTAN COSINUS-TETELE

Az elébb kapott ADB és ADC derékszogli gombharomszogekre alkalmazhatjuk a
megismert Pitagorasz-tételt.
cosc = cosBD -cosAD

cosh = cosCD - cos AD
Flosztva egymassal a két egyenletet
cosc _ cosBD cos(a - CD) _cosa - cosCD +sina -sinCD

cosh  cosCD  cosCD cosCD
coSC

= COSd + Sing - tg@.

cosb

tg(;D , amibol tg@ = tgh-cosy.

Az ADC haromszogbdl cosy =

fgy O _ cosa +sina - tgh - cosy , ebbol
cosh
cosc = cosa - cosh + sing - sinb - cosy . Hasonlbéan
cosa = cosb - cosc + sinb - sinc - cosa ,
cosb = cosa - cosc + sina - sinc - cosf3 .
Ez a gdmbharomszogtan oldalakra vonatkozd cosinus-tétele.

Ennek a tételnek a segitségével harom adott oldalbél meghatarozhatjuk a szogeket,
tovabba két oldalbol és a kdzbezart szogb6l meghatarozhatjuk a harmadik oldalt.
Ha a polargémbharomszdgre alkalmazzuk a tételt, Ggy a szdgekre vonatkozd cosinus-

tételt kapjuk.
cosa = cosf - cosy +sinfl -siny - cosa,
cosf = cosa - cosy +sing - siny - cosb ,
cosy = cosa - cosf} +sina -sinf - cosc.

! A
hl




Ennek a tételnek a segitségével harom adott sz6gbdl meghatarozhatjuk az oldalakat,
tovabb4 egy oldalbdl és a rajta fekvo két szogbél a harmadik szoget.

A gémbharomszdgekre az itt megismert sinus- és cosinus-tételeken kiviil —
sikharomszogekhez hasonléan — igen sok Osszefliggés ismeretes, amelyekkel itt nem
foglalkozhatunk.

TAVOLSAGMEGHATAROZAS A FOLDGOMBON

A 16ld feliiletén helymeghatarozas céljara koordinata-rendszert vezethetiink be. A
tengelyeket két egymasra merdleges fokor alkotja, melyeket
tetszés szerint valaszthatunk meg. A f61d forgasa altal
kitiintetett fokor a forgastengelyre meréleges — egyenlits. Ezt
valasztjuk egyik tengelynek. Az erre merbleges f6kordk
egymast a fold északi és déli pélusaiban metszik (Eszaki és
Déli sarok). Ezeket a fokoroket délkoroknek vagy hosszsagi
koroknek nevezzik, koziilik nemzetk6zi megallapodas szerint
a greenwichit (Greenwich, London kiilvarosa, ahol 1675—
1948-ig csillagvizsgald mitkodott) valasztjuk masik

: tengelynek.

A P pont helyzetét a kovetkez6 két koordinata hatarozza meg:

1. a P-n atmend délkornek a P és az egyenlitd k6zotti ive.
Ez a P pont foldrajzi szélessége (@). Az északi téltekén pozitiv, a
délin negativ 0° és 90° kozotti érték.

2. Az egyenlitonek a 0-ik (greenwichi) és a P ponton
« | atmend délkorrel vald metszéspontjai kozotti ive. Ez a P pont
A foldrajzi hosszusdga (1). Greenwichtdl keletre pozitiv, nyugatra
I negativ 0° és 180° kozotti érték.

K Ha P; és P, pontok ¢y és @, koordinatait ismerjiik, akkor a
j ﬂg’f PP, tavolsag meghatarozhaté a PiPP; haromsz6gbol.
s Ebben PPF =90°-¢,; PP, =90°- @, ; a ketts altal bezart

sz0g A2 — Aj. A cosinus-tétel szerint:

cosB P, = cos(90° - ) cos(90° — @, )+ sin(90° - @ ) sin(90° -, ) cos(/12 -4 )

Tehat

cosB P, =sing, -sing, +cosg, - cosp,cosB(1, — 4,).
A PP, szog (a tavolsag) kifejezhetd. Ha a fold sugarat 6378 km-nek vessziik (az

03787 4 (kb. 11,2 km)

Egyenlitd sugaranak hossza 6378,2 km), akkor 1°-nak megfelel

tavolsag.

Példaul:
Hatéarozzuk meg Berlin és Buenos Aires foldgombi tavolsagat.
Berlin: @ = 52°30' Buenos Aires: @2 =-34°36'

Ay =13°24" Ay ==-58°22
A tavolsagot d-vel jelolve:
cos d = —sin 34°36"sin 52° 30" + cos 34°36"cos 52°30"cos 71°46',
cos d =-0,4505 + 0,1568, cosd =-0,2937, d=107,08°.
Tehat a tavolsag: 107,08-111,2 km = 11 907 km.







