Magyar Ifjusag 6.
V. SOROZATOK

a) Harom szam 6sszege 76. E harom szamot tekinthetjiik egy mértani sorozat harom egymas
utan kovetkezo elemének vagy pedig egy szamtani sorozat elsd, negyedik és hatodik elemének.
Hatarozzuk meg ezeket a szamokat!

Ha az els6 szam a, valamint a mértani sorozat hanyadosa g, akkor a harom szam: a, aq és
aqz. A feltétel szerint egyrészt a +aq + aq2 =76, masrészt ha d a szdmtani sorozat kiilonbsége,
akkor aq—a=3d, ag® —aq = 2d, azaz 2a(q— 1) = 3aq(q — 1).

a(q-1)(3g-2) =0.

Mivel a0, ezért q=1 vagy q= %
76 , , : . .76
Haq =1, akkora = 3 a harom szam megegyezik, mindegyik 3

Haq= % , akkor a = 36, s igy a harom szam 36, 24 ¢és 16.

Mindket szamharmas valoban megoldasa a feladatnak. (Dolgozhatunk tgy is, hogy a
szamtani sorozat jeldlése szerint valasztunk ismeretleneket.) Ugyeljiink arra, hogy a megold4sokat
ellendrizziik.

M. 32. Egy mértani sorozat els6, harmadik-¢és 6todik tagjdnak 6sszege 84, a harmadik és. az
elso tag kiilonbsége 12. Hatarozza meg a sorozat elsd elemét és hanyadosat!

M. 33. Hatarozza meg az 0sszes olyan kétjegyli szam Osszegét, amelyek 4-gyel osztva
maradékul 3-at adnak!

M. 34. Harom szam egy mértani sorozat harom egymas utadn kovetkez6 eleme. A masodik
szamhoz 4-et adva, a szdmok egy szdmtani sorozat egymast kovetd elemei. Ezutan a harmadik
szamot 32-vel novelve, a harom szam ismét egy mértani sorozat egymast koveto eleme lesz.
Hatarozza meg az eredeti harom szamot!

A kamatos kamatozas mértani sorozatot eredményez. Ha t Ft-ot helyeziink ¢l a takarékban

n
p %-0s kamatlab mellett, akkor az n-edik év végére a felnovekedett 6sszeg S, = t(1+ %j .

b) Ot éven 4t minden év elején ugyanakkora dsszeget helyeziink el a takarékban 33%-0s
kamatlab mellett, majd az 6todik év letelte utin még tovabbi 2 éven at kamatoztatjuk. Mennyit
tettlink a takarékba évenként, ha pénziink a hetedik év végére T forintra novekedett?

P

Jeloljiik az évenkénti betétet t-vel, és legyen q =1+ 00" Ekkor az 6todik év végén

Ss=tq° + tq* + tg° + tg® + tq Ft van a takarékban. Mivel ez még tovabbi 2 évig kamatozik, ezért

5_
(ta +tg* + 1o’ + tg° + tg)g" = T, tq‘°’~qq_1l=T,
amibl t = (3q—51)T ,ahol q =1+
q°\g° -1 100

M. 35. Egy lizem harom egymas utdn kdvetkezd, éven at munkaba allit egy-egy t Ft értéki
gépét. Ezek értéke évenként p%-kal csokken. Mekkoraa 3 gép egyiittes értéke a 3-ik év végén, és
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mekkora az 5-ik év végén?

M. 36. Az A iizem termelése a B lizem termelésének 90%-a. Az A lizem termelését évente
6%-kal noveli, a B tizem pedig csak 3%-kal. Hany év alatt éri utol az A iizem termelése a B lizem
termelését?

Megoldasok az el6z6 hétrol

M. 32.a(1+q*+q%) =84 és a(q®—1)= 12, amibél q*—6g>+8=0. Haq=2vagy q=-2,
akkor a = 4; ha q =+/2 vagy q=—+/2, akkor a = 12. Ellenérzés!

M. 33. Az ilyen szamok szamtani sorozatot alkotnak. A k-adik pozitiv egész szam, amelyik
4-gyel osztva 3-at ad maradékul, 4k — 1. Az els6 kétjegyii ilyen szam k = 3 esetén 11, az utolsod

k=25 esetén 99, szamuk tehat 23. Sy3 = 11+99 -23 =1265.

M. 34. A harom szam 2, 6, 18 vagy é,—%,%.

M. 35. Legyen 1— % =( . A gépek egyiittes értéke a 3-ik év végén Sz = tq3 + tq2 +tq=
3 3

tq 174 , az 5-ik év végén Ss = tq3:|'__q
1—q 1_q

M. 36. Legyen a B iizem egy évi termelése t, ekkor az A-¢é 0,9t.
0,9t-1,06" =1-1,03". n = 3,66.
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Magyar Ifjusag 7.
VI. AZ EXPONENCIALIS ES A LOGARITMUS FUGGVENY

Tanulmanyaik sordn a hatvanyozast eldszor természetes szdm kitevore értelmezték, majd
kiterjesztették az értelmezést a pozitiv tort, nulla, negativ racionalis kitevokre, és belattak, hogy a
megismert azonossagok érvényben maradnak. (Tekintsék at ezeket az azonossagokat!)
Megjegyezték, hogy a hatvanyozas minden valds szam, igy irracionalis szam kitevo esetén is
értelmezett €s az azonossagok is érvényesek.

1
a) Melyik nagyobb, a=(-1,2)°— 0,25 2 vagy b=-2,4"+2,5"

1
Mivel (-1,2)°=1, 025 2 =J025 =2, ezért,a=—-1, b= —1+§, tehat a < b.

1 1
M. 37. Melyik nagyobb: a= 27 3 -036 2 vagy b=27"-0,75"?

Megismerkedtek az exponencialis fliggvényekkel. Ezek szigorian monoton fiiggvények, igy
ha a>0 és a=1,04gy a“=a akkor és csak akkor teljesiil, ha k = 1.

b) Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket:

132 = —; 2. 2% = —8; 3. 4 _q; 4. 4% 425 = g0,

N

=

1.3%%=32, —2x:—1, x:l.
2 4
2.2% >0 minden x-re, igy nincs megoldas.
3.X°+2x=0, x;=-2, X=0.
4. Mivel 4% = (2" ezértha 2" =y, akkor y?+2y—80=0.Ha y =8, akkor 2*=8, x=3;
ha y =-10, akkor 2" =-10, s igy nincs megoldas.

M. 38. a) (0,04)3x—2 - 527x; b) 2\/xT1 =44—X; C) 3X +3—X =i,
J3
d)a***=a’"* ahol a>0 4llando; 6) 7 = x2 —4x—4.

M. 39. Mely valos x-ekre értelmezhetd az

a) ! ; b) V2% —16 kifejezés?

2% _16

Megismerkedtek a logaritmussal, a logaritmus fiiggvénnyel. logsb (a>0,a=1,b>0) azta
kitevét jelenti, amelyre a-t emelve b-t kapunk: a'°%" =b: vagy: logab = ¢ akkor és csak akkor, ha
log b
log.a

a° = b. Tekintsék 4t a logaritmus azonossagait! Erdemes megjegyezni a log,b =

: - 1
azonossagot, aminek specialis esete, ha a helyébe a*t, ¢ helyébe a-t irunk, log D= K log,b.
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c) 1. Hasonlitsuk 0ssze a 2-1g11 -1 és 2-gl,1 + 1 szamokat!

2. A logaritmus értelmezése alapjan mely szamot jeloli a 9'°%° és melyiket az logys 9?

1.2:1g11-1=19121 -1g10 =1g12,1. 2-1g1,1 + 1 =1g1,21 + 1g10 = 1g12,1. A két szam
egyenld. (Lehet mas mddon is dolgozni! Hogyan?)

X
2.9 =32 ezért 9'%9° =3"%9:25 — 25 halogy; 9 = X, akkor (%j =9,x=-2.

M. 40. rja le log jel nélkiil a kévetkez6 szamokat: a=25° %92 : 1 = 1g25 + 2Ig2,

Megoldasok az el6z6 hétrol
1 1 -1
M. 37. (a=33)3—(0,62)2=3—1_(§) _1.5__4

-1
b=1—[§j 1AL ach
4 3

M.38.2)0,04=57% 5**4=52"% x=

(SN

b) 21 =282 [x11=8-2x, 4xX’—33x+63=0.
X1 =3 gyoke az adott egyenletnek, X, = % nem.

1 4 1
c) Legyen 3=y, ekkor y+=—=—, y, =+/3, y, =——,
y 3 SN

d) Ha a =1, akkor minden x valds szam megoldas, ha a= 1, akkor 4 + x=6-x, x=1.

1

e) Az egyenletnek nincs megoldasa, hiszen 7‘/? >0, —x?—4x—4= —(X + 2)2 <0
minden x-re.

M. 39. a) 2% — 16 =0, x¢g.

b) 2% > 24, ng.

M. 40. 2 — 10gs2,5 = l0gs25 — l0gs2,5 = logs % = logs10.

a=5%%1 - 100, b=1g25+ Ig4 = Ig(25-4) = 2.
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Magyar Ifjusag 8.
VII. AZ EXPONENCIALIS ES A LOGARITMUS FUGGVENY

A logaritmus értelmezése és a logaritmus tulajdonsagai, azonossagai alapjan egyenleteket,
egyenletrendszereket oldhatunk meg. Erdemes ismerni a logaritmus fiiggvény kovetkezo
tulajdonsagat: logak = logal (k>0,1>0,a>0, a# 1) akkor és csak akkor, ha k = 1.

a) Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket:

1. log,x = —g; 2.100:27 = 1,5; 3.2lg(x +4) = lg(x + 16); 4. 2Ig(2x — 4) = Ig(2x — 4)°.

2.x2=3%, x=3%3=9,

3. (x + 4)? = x +16. x = 0 gydke az egyenletnek, x = —7 nem, hiszen az egyenletnek ekkor
nincs is értelme.

4. Az egyenletnek akkor van értelme, ha 2x — 4 > 0, azaz X > 2. Minden ilyen szdm
megoldasa az egyenletnek, az X > 2 szdmok kdrében az egyenlet azonossag.

Osszetett fiiggvényt tartalmazo egyenletek megoldasa soran 1ij valtozot vezethetiink be.

M. 41. Mely valds x-ekre értelmezhetd az
1
a)lgB8+2x—x%); b ; c) Ig(8 + 2x — %) — Ig(x* — 1)
) 19( ) ) m
kifejezés?
M. 42. Oldja meg a kovetkezd egyenleteket:
a)lgb-x)+1= %IgZ?;

b) log,v2x* -3x+2 =1;
c) logsloga(2x — 4) = 0;
d) Ig(x+8)—Igv/2x+1=2—-1g25.

lga

M. 43. a) =1g16;  b) logxdx® = 1; c) lg(® — x — 6) — lg(x + 2) = lg(x — 3);

d) log,4-log,x? —2x =log,x+log,(x—2);  e)5*"%2* 2=375;
f) X 4 2x+2 - 8X; g) 4x+\/x2—2 _5.2X—1+\/X2—2 —6.

Egyenletrendszerek megoldasa soran kisérletezhetiink helyettesitd modszerrel, 0j valtozok
bevezetésével, valamint azonossagok, fliggvénytulajdonsagok alkalmazasaval.

lgx + Igy =1,
b) Oldjuk meg: > % }

X—y=3.

Az egyenletrendszer megolddsa az X =5,y =2 szampar. Ha helyettesitd modszerrel
dolgozunk, akkor a megoldashoz az Ig (y + 3) + Igy =1 egyenlet vezet. Ha az els6 egyenletet az
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x>0,y>0 feltétellel Igxy =1g 10 alakra hozzuk, amibdl xy = 10, akkor algebrai
egyenletrendszerre vezettiik vissza a feladat megoldésat.

Xy =312
M.44.3) "
2%9Y _log3x =1

b) Ig(4-3* + 12) — Ig4 = —1g18 + Ig(27(9** - 1).
Megoldasok az el6z6 hétrol

M. 41.

a)8+2x—x*>0,azaz—2<x<A4.

b)X*~1>0 és x¥*~1#1,azaz [x|>1 és |x|=+2.
C)—2<x<4 és |x|>1,azaz -2<x<-1,vagy 1<x<4.

M. 42.

a)lg(5-x) =1g3-1g10, x=4,7.

b) 2x* —3x + 2 = X%, X = 2 gydke az egyenletnek, X, = 1 nem, mert a logaritmus alapszama
1-t6l kiilonb6zo pozitiv szam.

c) log,(2x—4)=4°=1. x=3.

d) 2 —1g25 = 1g4. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 2-vel, majd rendezziik.

lg(x + 8)* = Igl6(2x + 1), (x + 8)? = 32x + 16. Az eredeti egyenlet gyokei: x; = 4, X = 12,
ugyanis mindkét esetben a bal oldal helyettesitési értéke 1g4.

M. 43.
a) x = 0 kivételével minden szam.
b) Minden megengedett x-re a bal oldal 2, igy nincs gyoke egyenletnek.
c) Az egyenletnek x> 3 esetén van értelme, és minden ilyen szam megoldas.
d) Az x> 2 szamok korében azonossag.
e) x = 1g60.
f)52=8 4*=5, x=logs5= Ig_5
g4
g) Legyen xtxi=2 _ y. y*—2,5y—6=0. Mivel y>0, ezért y=4.
Az egyenlet gyoke x = 1,5.

M. 44.

a) A masodik egyenletbél logax =y — 1, x =3 1, igy 3% Y = 3'2 s mivel y > 0, ezért y = 4,
igy x = 27.

b) Az egyenlet Ig(3* + 3) + 1g18 = Ig3 + Ig(3* + 3) + Ig(3" — 3) alakra hozhato.

A megoldas: x = 2.
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Magyar Ifjusag 9.
VI1I. TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK

Tekintse 4t a trigonometrikus fiiggvények értelmezését, az ezekre vonatkoz6 ismertebb
azonossagokat!

a) Szamitsuk ki ctg 75°-sin? 75° pontos szamértékét!

Mivel ctg 75° = %27 ért a kifejerés = (2c0s75°-sin75°) = —sin150° = =
sin75° 2 2 4
M. 45. Szamitsa ki L +4c0s135° pontos szdmértékét!

(1—sin67 5°)1+ c0s22,5°)

b) Milyen szamok korében érvényesek a kovetkezé azonossagok:

1. V1-sin’a =cosa; 2.

— =1+ tg°a;
Cos“a

3.1 - cos2a = 2sinaL; 4. sin(90° — a) = cosa..

1. Ha cosa > 0, azaz — 5 +2nr<a < 5 + 2n7x, ahol n tetsz6leges egész szam.

T
2. Ha cosa # 0, azaz a¢5+n7r.

3., 4. Minden a szogre.

Trigonometrikus azonossagokat uigy igazolhatunk, hogy az egyik oldalon allo kifejezést
addig alakitjuk a (megallapitott) értelmezési tartomanyon beliil, amig a masik oldalon 4ll6 kifejezést
nem kapjuk. Az azonossag helyett a vele ekvivalens azonossagot is elegendd igazolni. Megtehetjiik,
hogy az azonossag mindkét oldalan allo kifejezésrdl megmutatjuk, hogy mindkett6 egy harmadik
kifejezéssel azonos.

¢) Igazoljuk a cos?(135° + o) — sin2c. = sin®(135° + o) azonossagot!

Elegend§ igazolni, hogy cos?(135° + o) — sin®(135° + o) = sin2a. A bal oldal a 135° +
sz0g kétszeresének cosinusa. cos(270° + 2a) = cos(2a — 90°) = cos(90° — 2a) = sin2a.
(Az 1gazolast mas mddon is elvégezhetnénk!) Az azonossag minden o szogre érvényes.

M. 46. Igazolja a kovetkez0 azonossagokat:

a) 12 - _12 = 4<:2032a . b)1+sin20 =2 cos’(45° — a).
cos‘a sin‘a  cos“2a -1

Azonossagokat alkalmazunk szamitasok ¢€s feltételes azonossagok igazoldsa soran is.

. 1
d) Szamitsuk ki tg 2x értékét, ha cosx = —.

V10
1 . 3 . 3 . sin2x
Ha cosx = —, akkor sinx = — vagy sinx =———, s mivel tg2x = =
~10 ~10 V10 COS2X
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2SINXcosX

,ezért tg 2x = —% vagy tg 2x =

Nlow

2c0s%x —1

Alkalmazhatnank a tg2x = azonossagot is, hiszen most mar tudjuk, hogy tg X = £3.

1-tg®x

M. 47. Szamitsuk ki

a) cos2x és sin2x értékét, ha tgx= —; b)sin3x értékét, ha cos2x = % és 0 < x <90°

oo

e) Bizonyitsuk be, hogy ha cos(a + ) = 0, akkor sin(a + 2p) — sina = 0. Igaz-e az allitas
megforditasa?

sin(a + 2) — sina azonos atalakitasokkal 2sinf-cos(a + B) alakra hozhatd, amibdl lathato,
hogy igaz az allitas. Viszont a megforditas nem igaz, hiszen 2sinf3-cos(a + ) ugy is lehet nulla,
hogy sinf3 =0 és cos(a + ) # 0.

M. 48. Igazolja, hogy ha (2 + cos2x)(2 — cos2y) = 3, akkor tg°x = 3tg® y!
Megoldasok az el6z6 hétrol
M. 45. A keresett szam 4.

M. 46. b) Legyen 45° — a = 3, azaz 2a. = 90° — 2f3. Ekkor az igazoland6 azonossag:
1 + cos2f = 2cos’B. Ezt kénnyl belatni. Minden a szogre érvényes az azonossag.

746

M. 47. a) cos2x = E,sian: @ b) sin3x = ——.
61 61 18

M. 48. 1 + cos2x = 2c0s’x, 1 — cos2y = 2siny. Ezeket alkalmazva eljuthatunk a
cos?x + 2cos’x-sin’y = cos?y egyenletig.

Ezt cos®x-cos?y-sin’y-nal osztva =1+ tg?x azonossagok

5 =1+tg’y és az 5
Cos™y COS™ X

alkalmazasaval kapjuk az igazoland¢ allitést.
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Magyar Ifjusag 10.
IX. TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK

Asinx = a, cosx = b, tgx = ¢, ctgx = d alaka egyenleteket trigonometrikus

alapegyenleteknek tekintjik. A sinX = % egyenlet megoldéasai X = % +2kzr 2 vagy x= %T + 2k,

ahol k tetsz6leges egész szam. (A megoldasokat mindig radianban fogjuk megadni.) A cosx = — 1
- 2r . T L.

megoldasai x = i? + 2k, atgx =1 megoldasai X = " +kz, actgx =—1 megoldasai

x=-"tkr.
4

a) Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket:

1+cosx 1

: 0; 3.sin’X + cos’X + tg’x = ———.
sinx cos2x

1. sin2 X —3c0s2 2 2.
2 2

Az 1. egyenletben azok az x-ek, amelyekre cos® % =0, nem lehetnek megoldasok, igy

X X X T 2
t?2 =3, tg==4v3, Z=+Z4kr. x=+Z"42%r.
93 97 2 T3 " 3

A 2. egyenletnek nincs megoldasa, hiszen ha cosx = -1, akkor sinx = 0.

A 3. egyenletnek minden megengedett X megoldasa, tehat X = %+ k.

M. 49. Oldja meg a kovetkezd egyenleteket:

a) 4sin“2x = 3; b) 20052§=1; c) tg%ﬂ;
d) sinx-cosx =—1;  e) cos2x = 2c0s°X — 1; f) V1—cos?x = sinx

Trigonometrikus egyenletek megoldasa soran vezessiik vissza az egyenlet megoldéasat
alapegyenletek megoldasara. Ha lehet, gy az egyenlet nullara redukélésa utan alakitsuk szorzatta a
(nem nulla) kifejezést. Esetleg észrevehetjiik, hogy az egyenlet valamely kifejezésre nézve
masodfokl. Ha négyzetre emeljiik az egyenlet mindkét oldalat, tigy feltétleniil végezziink probat!

b) Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket:
1. 2c0s?X + +/3c0sx =0: 2. 2sin’x —sinx — 1 = 0. 3. sinx — +/3cosx =1.

V3

Az 1. egyenlet 2[cosx + ?]cosx =0 alakra hozhat6. cos x =0 vagy Cc0S X = — -

x=" t+kr vagy X:i5—ﬂ+2k7r.
2 6
ny . 1 T i
A 2. egyenletbdl sinx =1 vagy sinx = — > X = 5 +2kzr vagy x= ry +2kz vagy

x:%Jerz.
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A 3. egyenlet rendezése és négyzetre emelése utan az 1. vagy a 2. egyenlet adodik.

Ellendrizziik a gyokoket!

X = % +2kzr vagy Xx= % + 2k . (Mas médon is dolgozhatunk!)

M. 50. Oldja meg a kovetkezd egyenleteket:
a) sinx + tgx — sinx-tg x = 1;

b) tg*x + ctg’x = %:
c) sin2y + ctgy = 0;

. 3z V4
d 2X+— |=ctgl = —X|.
)sm( X+ 2) 09(4 xj

Megoldasok az el6z6 hétrol

s

M. 49. @) sin 2x = + 5 ,2x:i%+2k7r vagy 2X=i2?ﬂ-+2k72', x:i%+k7r vagy

x=+" 1kr.
3
b) 2cos? g =1+cosx, igy X =§+ k7.
C) X =4k +1.
d) sin2x = -2, tehat nincs megoldas.
e) Minden x megoldas.
f) Minden megengedett x megoldas, 2kz < x < 7+ 2K .
M. 50. a) (sinx — 1)(tgx — 1) = 0. Amikor sinx = 1, akkor a tgx nem értelmezett. x = % + k.
b) tg” x = 3 vagy tg® x = % X:i%+k7z, X:i%+k7z.
¢) siny = 0. siny-nal szorozva az egyenlet mindkét oldalat, (2sin%y + 1)cosy = 0 adédik.
T
=—+kr.
y 2
d) Legyen %— X =y . Ekkor —sin2y = ctgy, az ¢l6z6 egyenlet adodik, %— X = % +kr,
T
X=—=+nrx.
4
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