Magyar Ifjusag 11.
X. TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK

A trigonometrikus egyenletrendszerek megoldasa soran kisérletezhetiink 0 valtozok
bevezetésével, azonossagok alkalmazasaval, helyettesité modszerrel vagy mas, mar alkalmazott
modszerekkel.

sin®x —cosy =1,

a) Oldjuk meg a } egyenletrendszert.

sin®x +cosy =1

Az egyenlé egyiitthatok modszerét alkalmazhatjuk. sin’x =1 és cosy=0. x= Z 4 krz,

y = % +nx,ahol késn egymastol fiiggetleniil barmely egész szamot felvehet.

M. 51. Hatarozza meg a
siny + cosx =0,

. . 1
SINX SNy = —
egyenletrendszer [0, 2xt] intervallumba esé megoldasait.

b) Hatarozzuk meg azokat az (X, y) szamparokat, amelyek kielégitik a sinx + cosy = -2
egyenletet!

Az egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha sinx =1 és cosy =-1, azaz (X, y) =

(3?7[ + 2k, 7+ 2n7zj ,ahol k és n egymastol fliiggetleniil befutja az dsszes egész szamot.

M. 52. Hatarozza meg azokat az (X, y) szamparokat, amelyek kielégitik a 2sinx =y + 1

egyenletet!

C) Mely valos x-ekre értelmezhet6 a
1. tg(mcosx), 2. Jtex—+/3; 3. logcos x  kifejezés ?

. , T 1
Az 1-nek nincs értelme, ha cos(rcosx) =0, zCoSX =—+Kkz, COSX = 5 +K.

Ha k =0, akkor x:i%+2n7z, ha k =-1, akkor x=i2§+2n7z, k egyéb értékeire nem

kapunk megoldast.
A megallapitott X értékeken kiviil minden X-re értelmezett a fiiggvény.

2. Hatg 2x > V3, azaz z+k7z£2x<z+k7r, £+k—ﬁ£x<£+k—”, k=0,=I1, ...
3 2 6 2 4 2
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3.Ha x>0,x#1 és cosx>0,azaz 0<x<1 vagy1<x<% vagy

3z 57 . . . ,
> +2N7 < X< > +2n7, ahol n tetszdleges nem negativ egész szam.

M. 53. Mely valos x-ekre értelmezhet6 a

a) ctg;zx; b) Jt@2x+ctg2x; c) lgv/cosx ; d) 4/lgcosx

tg2x

Megoldasok az el6z6 hétrol

M. 51. siny = —cosx, sin2x =-1, 2x= 37” +2kzr, X= 3%+ k.

kifejezés?

Ha x :377[, akkor siny :E, Yy :%, Y, :3_7z, igy (3” ”J, (3—” 3—”) a megoldasok.

2 4 44

Y11= Yo =—,1

1 )
Ha x = —, akkor siny = — ,
4 y 4 4%

44
megoldasok.

4" 4
V2 57 i (17 57\ (Tz Tz,
2 474

M. 52. Az y* — 2(sinx)y + 1 = 0 egyenlet diszkriminansa, 4sin® — 4, csak nulla lehet. Ha

sinx = 1, akkor x=%+2k7r,y:1; ha sinx = -1, akkor x:%[+2k7r,y:—l.

M. 53. a) Hasinnx # 0, cos2x = 0 és tg2x = 0. x =K, x¢%+k§, X #
k7 T krx

b) Hatg2x >0,azaz — <x<—+—.
2 4 2

c)Ha0<cosx<1, azaz —%+2n;z<x<%+2n;r.

d) Hacosx =1, x=2nm.

22

kr

5



Magyar Ifjusag 12.
XI. KOORDINATA GEOMETRIA

Koordinata geometria feladatokat ugy is megoldhatunk, hogy ismerve a geometria feladat
szerkesztés utjan vald megoldasat, a szerkesztés minden egyes 1épését szamitassal kovetjiik.

a) Hatarozzuk meg a 3x —y = —1 egyenletii ,,e" egyenesnek azt a pontjat, amely az A(6; 3)
¢s a B(0; —1) pontoktol egyenld tavolsagra van!

A keresett pont az AB szakasz felezé mer6legesének és az ,,e” egyenesnek kdzos pontja. Az
AB egyenes egy iranyvektora v = (3; 2) (meredeksége m = %), AB felezéspontja F(3; 1), a felez6

merdleges egyenlete 3x + 2y = 11. E felez6 merdleges és az ,,e” egyenes kozos pontja K(1; 4),
melyet az egyenletiik altal meghatarozott egyenletrendszer megoldasaként kapunk.

Koordinata geometria feladatokat segédvaltozd, paraméter segitségével is megoldhatunk. A
keresett vonal egyenletében vagy mashol, egy vagy két valtozot betiivel jeloliink, azaz
paraméternek valasztunk. A feltételek alkalmazasaval ezekre annyi (fliggetlen) egyenletet irunk fel,
ahany paramétert valasztottunk. A paraméterek meghatarozasa 1ényegében a feladat megoldasat
jelenti.

Oldjuk meg ezzel a mddszerrel is a feladatunkat. Legyen az ,,e” egyenes egy tetszdleges
pontjanak abszcisszaja t, ekkor ordinataja 3t + 1, az egyenes egy futo pontja tehat P(t 3t + I)
Olyan t értéket keresiink, amelyre AP = PB, azaz AP? = PB2 (6 — )% + (3t — 2)? = t?+(3t + 2)?,

t =1, azaz K(I; 4).

M. 54. Az e egyenes athalad az origdn és egy iranyvektora v(4; 3) (meredeksége m = %).

Az f egyenes két pontja A(1; 7) és B(22; —21). Szamitsa ki az e ésaz f egyenes metszéspontjanak
koordinatait, és e metszéspont tavolsagat A-tol!

M. 55. A P pont egyenld tavolsagra van az 5Xx —3y =6 és az 5x — 3y = 12 egyenletii
egyenesektol. Szamitsa ki b értékét, ha P(3; b)!

M. 56. Az ABCD téglalap AB oldalanak egyenlete 3x +y = 0, atl6i az F (12; —6) pontban
metszik egymast, az AG atlo parhuzamos az x tengellyel. Hatdrozza meg a B, C, D csucsok
koordinatait!

M. 57. Szamitsa ki az X +2y =7 egyenletli egyenes azon pontjanak a koordinatait, amely az
A(3; 7) ponttol 5 egység tavolsagra van!

M. 58. Mely pontokban metszi az x* +y? = 25 egyenletii kort az x + 7y = 25 egyenletii

egyenes? Milyen hosszt hurt metsz ki a kor az egyenesbdl? Mekkora tavolsagra van a kor
kozéppontja az egyenestdl?
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Megoldasok az el6z6 hétrol

M. 54. Az e egyenes egyenlete 3x—4y =0, az f egyenes egyenlete 4x + 3y = 25,
metszéspontjuk M(4; 3), MA=5.

M. 55. A P pont rajta van a két parhuzamos egyenes kozepparhuzamosan, melynek
egyenlete 5x —3y =9.1gy 15-3b=9, b=2,

M. 56. Az AC atl6 egyenletey =—6. Az AB ¢s AC egyenesek metszéspontja A(2; —6). AC
pont az A pont tiikorképe az F pontra, C(22; —6). A B pont az AB egyenes (3x +y=0)ésa C
pontbdl az AB-re emelt merdleges (egyenlete x — 3y = 40) metszéspontja, B(4; —12). A B pont
tikorképe az F pontra D(20; 0).

M. 57. Két ilyen pont van: A(3; 2) és B(-1; 4).

M. 58. A metszéspontok: A(4; 3), B(—3; 4). A hur hossza: /50 egység. Az AOB haromszog

egyenldszart derékszogli, igy a keresett tavolsag %\/% egység
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Magyar Ifjusag 13.
XII. KOORDINATA GEOMETRIA

Koordinata geometriai feladatok megoldésa sordn az elemi geometridban megismert
tételeket is alkalmazhatjuk, ha arra lehetdség van.

a) Hatarozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely meréleges a 2x +y = 10
egyenletli egyenesre, és felezi az adott egyenes és a koordinatatengelyek altal hatarolt haromszog
tertiiletét!

A 2x+y =10 egyenesaz x tengelytaz A(5;0),az y tengelyt a B(0; 10) pontban metszi.
Messe a keresett egyenes az AB egyenest a P pontban, ha az ordinatatengelyt az M(0; 6) pontban

metszi, akkor egyenlete y = %X +b. A BMP haromszo6g hasonl6 az ABO haromszoghoz, a

hasonlosagi arény a teriiletek négyzetgyokének aranya, 1 : V2 . Mivel MB =10-b, AB = 5.5,

ezért —— 10-b b=10- 525 . A keresett egyenes egyenlete: y _—x+10 5v2,

5.5 J_

Dolgozhatunk paraméteresen is. A P pont abszcisszdja, X = %(10 — b), az MPB haromszog

MB oldaldhoz tartozd magassaga, s mivel a haromszog teriiletének kétszerese 25, ezért

%(10 —b)* =25, b=10+5,/25, amibél csak a b=10-5,25 a megoldas.

Feladatok megoldasa soran vektorok koordinétaival is dolgozhatunk. Ha a vektorok
koordinataikkal adottak, akkor alkalmazhatjuk két vektor 6sszegének, kiillonbségének, egy vektor
szdmszorosanak €s egy vektor 90°-0s elforgatasdval kapott vektornak a koordinataira vonatkoz6
ismereteinket.

b) Az ABCD rombusz két szemkozti csticsa A(8; —3), C(10; 11). A rombusz oldala 10
egység. Hatdrozzuk meg a B és a D csucspontok koordinatait!

Mivel AC =10+/2, ezért ABCD négyzet. Az atlok metszespontja F(9 4). Egy pont
koordinatai megegyeznek a pontba mutato helyvektor koordinataival. AF =OF —OA =
(9;4)-(8;-3)=(1;7). Haaz AF vektort pozitiv, illetve negativ iranyba 90°-kal elforgatjuk,
akkor az FB, illetve az FD vektort kapjuk, FB = (-7; 1), FD = (7: -1). igy OB=OF +FB =

(9;4) + (-7;1) = (2;5), B(2;5), OD=OF +FD = (9; 4) + (7; -1) = (16; 3), D(16; 3).
Természetesen a feladat mas mddon is megoldhato!

M. 59. frja fel paraméterek alkalmazasaval azon korck egyenletét,
a) amelyek kozéppontja az ordinatatengelyen van;
b) amelyek kozéppontja az ordinatatengelyen van, és érintik az abszcisszatengelyt.

M. 60. Mi az egyenlete annak a kornek, amely az abszcisszatengelyt az origoban érinti, és
érinti az y =X + 4 egyenletli egyenest is?

M. 61. Egy rombusz egyik atloja a masik atlojanak haromszorosa, a hosszabbik atld
végpontjai: B(6; 4) és D(—6; —2). Hatarozza meg a hianyz6 cstucsok koordinatait!
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Megoldasok az el6z6 hétrol

M. 59. a) A kozéppont abszcisszaja nulla, paraméternek a kozéppont ordinatajat, v, és a kor
sugarat, r, valaszthatjuk. x*+ (y — v)? = r%.
b) Most r = |v|, ezért X+ (y —v)> =V%, X2 +y?—2vy=0.

M. 60. Az x> +y*—2vy =0 egyenletli korok koziil keressiik azt a kort, amely érinti az
y =X +4 egyenest. Az x* + (x + 4)> — 2v(x + 4) = 0 egyenlet diszkriminansa nulla kell, hogy

legyen, (v+4)> =32, v=-4+4.2.Kétilyen kor van, egyenletiik x? +y? + (8+&/§)y =0,
x% +y? +(8—8\/§)y =0.
A feladat elemi geometria alkalmazasaval és mas modokon is megoldhato.

M. 61. Az atlok metszéspontja F(0; 1), FB = (6; 3). Az FC vektor az FB vektor pozitiv

irany 90°-os elforgatottjanak %-szorosa, FC =(-1;2). OC=0OF +FC =(0; 1) + (-1;2) =

(-1; 3), C(-1; 3). A C tiikorképe az F-re, A(1; -1).

Oldja meg a feladatot a szerkesztés menete szerint is. Az AC egyenes egyenlete 2x +y =1,
FB=3J5, FC=+5.AzA¢aC pontok rajta vannak az F kozéppontu, r = FC sugaru,
X* + (y—1)2=5 egyenletii koron. 5x° =5, x; =1, X =-1, y1 =1, y, = 3.

A két csticspont : (1; —1) és (-1; 3).
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Magyar Ifjusag 14.
XI11. KOORDINATA GEOMETRIA
a) rjuk fel az y = 4x* + 4 egyenletii parabola origon athalado érintéinek egyenletét !

Az origén athaladé X =0 egyenletii egyenes metszi a parabolat. Az origon athalado y = mx
egyenletli egyenes akkor és csak akkor érinti az y = A2+ 4 egyenletli parabolat, ha a két egyenlet
altal alkotott egyenletrendszer megoldasa soran kapott 4x*—mx +4 =0 egyenlet diszkriminénsa
nulla, m?>-64 =0, m=8 vagy m =-8. Az érint8k egyenlete y = 8x vagy y = —8x.

Dolgozhatunk a differencialhanyados alkalmazasaval is. Az y = 4x* + 4 fiiggvény X = a
abszcisszaju pontjahoz tartozoé érintd meredekségét az y’ = 8x differencialhdnyados fiiggvény X = a
helyen vett helyettesitési értéke adja, m = 8a. Az E érintési pont rajta van az y = mx egyenletii
egyenesen, igy E(a; 8a%). Az E pont rajta van a parabolan is, igy 8a?=4a’ + 4, azaz a =1 vagy

=-1, m=8 vagy m=-8.

b) Milyen helyzetiick az y = mx + 2 egyenletii egyenesek az y? = 4x egyenletii
parabolahoz képest?

Ha m=0, akkor y=2, 4x=4, x=1. Azegyenesaz (1;2) pontban metszi a parabolat,

az egyenes parhuzamos a parabola tengelyével. Ha m = 0, akkor x = y=2 , my?’—4y+8=0.Ez
m

utobbi egyenlet diszkriminansa D = 16(1 —2m). Ha D >0, m < %, (m = 0), akkor az egyenesek két
pontban metszik a parabolat; haD =0, m= %, akkor az egyenes érinti a parabolat; ha D <0,

1 . :
m > > akkor az egyenesnek nincs kdzos pontja a parabolaval.

c) Melyik az a P(2; 1) ponton athaladé egyenes, amelynek az y = 4x parabolan beliil esd
szakaszat a P pont felezi?

Az x =2 egyenes nem felel meg. A tobbi ilyen egyenesnek van meredeksége, egyenletiik:
y — 1 =m(X — 2). Ha a parabolaval val6é metszéspontok ordinataja yi, Y», akkor ezek gyokei az

y? _4 y+i—8 =0 egyenletnek, y, +y, = 4 . A feltétel szerint Ntye =1, ezért s =2,
m m m 2 m
m=2.

Az egyenes egyenlete: y—1=2(x - 2).

M. 62. Hatarozza mega 2y = x> —4x +6 egyenletli parabolanak azt a pontjat, amely az
A(0; 5) ésa B(6;—1) pontoktdl egyenld tavolsagra van.

M.63. Egy egyenld oldalti haromszdg egyik cstcsa az origéban van, masik két csticsa a
4y = X parabolara illeszkedik. Szdmitsa ki a masik két cstics koordinatait!

M.64. Hatarozza meg az ax + by + 4a —5b = 0 egyenes egyenletében az a és b paraméter

értékét uigy, hogy az egyenesnek csak egy k6zos pontja legyen az y = X° +4x +5 parabolaval!
Probalja a feladatot mas modon is megfogalmazni!
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Megoldasok az el6z6 hétrol

M. 62. Két ilyen pont van, P1(2; 1) és P,(4; 3).
M. 63. A mésik két csticspont (443;12) ¢s (- 443;12).

M. 64. Az egyenes egyenletében a és b nem lehet egyszerre nulla, mert akkor az egyenlet
nem egyenes egyenlete. Az a és b paraméterek olyan értékeit keressiik, amikor a két vonal,
egyenletébdl all6 egyenletrendszernek csak egy megoldasa van. Helyettesité modszerrel a
bx? + (a + 4b)x + 4a = 0 legfeljebb masodfoki egyenlethez jutunk. Ha b =0 ésa=0 tetszbleges,
akkor x = -4,y =5, az egyetlen kdzos pont: (—4; 5). Ha b # 0, akkor az egyenlet diszkriminansa
(a— 4b)?. Egy kozos pont, érintési pont akkor és csak akkor van, ha a = 4b. (Az érint8 egyenlete
igy 4x +y=-11))

Az adott egyenes ax + by = —4a + 5b egyenletébdl lathatd, hogy az egyenes atmegy a
(—4; 5) ponton. A feladat a kovetkez6 modon is fogalmazhato. Irja fel annak a (—4; 5) ponton
atmend egyenesnek az egyenletét, amelynek az y = x* + 4x + 5 parabolaval egy kozos pontja van!
(Ha az egyenes egy iranyvektora v(-b; a), akkor egyenlete ax + by =—4a + 5b.)
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Magyar Ifjusag 15.
XI1V. GEOMETRIAI SZAMITASI FELADATOK

a) Egy egyenl6szara haromszog szara 10 cm, az alap és a hozza tartoz6 magassag sszege
n =22 cm. Szamitsuk ki a hdromszog alapjanak hosszat! Végezziik el a szamitast akkor is, ha

n:20cm,n:10\/§ cm, n=23cm.

Tegyiik fel, hogy van ilyen egyenldszaru haromszog, €s jeldlje az alap hosszat 2x. Az
alaphoz tartozé magassag m = 22 — 2x. E magassag két derékszt')égﬁ haromszogre bontja a
haromszdget, melyek befogdja X és 22 — 2, igy X* + (22 —2x)° = 100; X1 =8, X, =9,6. Havan
ilyen egyenldszaru haromszdg, akkor kettd van, és ezek alapja 16 cm vagy 19,2 cm. Mindkettd
valoban megoldas! Ellendrizze!

Ha n = 20, akkor csak az egyik gyok ad megoldast, az alap 12 cm; ha n = 10/5 , akkor
szintén egy megoldas van, az alap 8v/5 cm; ha n = 23, akkor nincs megoldas.

b) Egy 60°-o0s szog csucsa koré egységkort rajzolunk. Szamitsuk ki annak az egységkort
érintd kornek a sugarat, amely a szog szarait érinti!

A feladatot szerkesztési feladatnak tekintve; ennek vizsgalatabol kideriil, hogy a feladatnak
két megoldasa van. (Ha a feladat szerkesztése és annak vizsgalata egyszeriien, konnyen
elvégezhetd, megéri ezt megtenni! Gondolja meg, hogyan végezné el a szerkesztést.)

Tegyiik fel, hogy van megoldas.

- Készitsiink elemz6 abrat, amelyen egy

e R megoldast felvesziink. Eldjeles szakaszokkal
szamolunk. Gondolatban elhelyeziink célszer(i
modon egy szamegyenest (esetleg egy
derékszogii koordinata-rendszert) az dbran.

Az 4bran a szamegyenes kezddpontja

O, legyen OC = x (& el6jeles szakaszt
jelent), a keresett kor sugara |x|. Mivel CP =1

—x, CE=|x|, PE =3, ezért (1 —a)’ =x* +

PETIIT

TR TR L qas g pe TS TR T

3x%, amibdl x = % vagy x =-1. Ami azt

jelenti, hogy két olyan kor van, ami a feltételeknek megfelel, az egyik sugara 1, = % , amasiké rp; =

1. Az eldbbi kor a felvett abranak megfelelden a korcikk korivét a korcikken beliil érinti, mig a
masik kiviilrél. (A feladat természetesen mas modokon is megoldhato!)

M. 65. Egy trapéz egyik parhuzamos oldaldnak hossza 20 cm, a két szar hossza 13 cm,
illetve 15 cm, a trapéz magassaga 12 cm. Szamitsa ki a trapéz teriiletét!

M. 66. Egy derékszdgli trapéz parhuzamos oldalai 8 és 10 cm hossztiak. Az alapokra nem
merdleges szar hossza 4 cm. Mekkora a trapéz teriilete? Milyen tavol van az 4tlok metszéspontja a
merdleges szar végpontjaitol?

M. 67. Adott korbe irt téglalap oldalainak aranya 1:2. Hany szazaléka a téglalap teriilete a
kor teriiletének?
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M. 68. Egy kor 120°-o0s kozépponti szogéhez tartozd hir hossza 8 cm. Mekkora a hurhoz
tartozo korszelet teriilete?

M. 69. Egy rombusz oldaldnak hossza az atlok mértani kozepe. Hanyszorosa a hosszabb atl6
a rovidebb atlonak?

Megoldasok az el6z6 hétrol
M. 65. Ha az adott adatoknak megfelelden elemzi a szerkesztést, akkor kideriil, hogy a

feltételeknek négy trapéz felel meg. (Eldjeles szakasszal is dolgozhatunk!) A trapéz masik
parhuzamos oldalanak 6, 16, 24 vagy 34 cm, a megfelel teriiletek igy 156, 216, 264 vagy 324 cm?.

M. 66. Az adatoknak pontosan egy trapéz felel meg. A trapéz magassaga 2+/3 cm, a teriilete
1843 cm?. Az 4tlok hossza /78 cm, illetve 4+/7 cm.

A kérdezett tavolsagok: %ﬁ , illetve g\/7_8 cm.

M. 67. Minden megfeleld alakzat hasonld egymashoz. A kor sugarat egységnyinek

valaszthatjuk. @%.
T

8 . 16
M.68. 1= t:§(47z—3\/§).

M. 69. Ha a két atlo 2e, 2f, az oldal a, akkor egyrészt a’ = e + {2, masrészt a° = 4ef. A
keresett arany 2 + 3.
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