b, .

1. Legyen.a rombusz révidebb 4tldja 2e, ekkor a
hosszabb #4tl6 4e, a rombusz teriilete 4¢2 = 16,
e — 9. A révidebb 4416 4, a hosszabb 4tl6 8 egység.

. Ha 2 rombusz oldala a, akkor

a? = e+ (2e)%, a® = 20,

a= ?,1’5__ egyabg. Legyen 8 rombusz hegyesszige
20:, ekkor tgo '#-é-, o« = 26° 34’. A rombusz szdgei:
| 53° 08’ és 126°52". |
2. Legyen a négy egymas utani elem: a-—3¢,
a—it, a-+t, a-t+3t. Az elsd feltétel szerint 4a = 0,
a = 0. A masodik feltétel szerint 20t = 20,
t = 1 vagy ¢t = — 1. A keresett szamok —3, —1, 1,

3 vagy 3, 1, —1, — 3. Mindkettd valoban megoldésa
a feladatnak.

2. Bgy lehetséges paraméteres megoldés. Mivel a
kér 4tmegy az origén, egyenletét x?+y24axrt+by =
— O slakban keressiikk. A B pont rajta van a kdrdn,
koordindtai lkielégitik a kor egyenletét, tehat
84-+8a = 0,a = —8. ACpontisa k&éréon van, tehat

)

36416 —48+4b = 0, b = —1.
A kdr égyeﬁleté: 22 +y?—8x—y = Q, ami (z—4)*+
| 132 65 - '
+ {y-—""‘] — — alakban is irhatd.
2) 4

4. Az egyenletnek az x = =+1, vagy = = =+ 7 sza-
mok nem lehetnek gydkei. Az z+1, z—1 illetve
x4+ 7, z—'T nevezdjii torteket adjuk Ossze:

2z 2z '0
. w1 -4
Tmeljik ki a 2z-et, majd hozzunk k6z6s nevezdre:

90— +- = =0
x?—1 :J.:“—d:Q_’

(@2 —1) (*— 49)

Ez utébbi egyenlet gydkei z, = 0,3, = b, %3 = — B,
s ezek az adott egyenletnek is megoldasai.

- = = -

= 0.
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5. Legyen a haromszog hdrom oldala a-—1, a,
a+1. Mivela—1=3, ezért a=4.

a) Ha a héromszdg legnagyobb szoge hegyesszog,
alilcor a hidromszdg hegyesszoglh. A legnagyobb szég
a legnagyobb oldallal fekszik szemkdzt. A legna-
gyobh szég (jelolje «) cosinusa

a?+(a—1)2—(a+1)* a—4

| 2a{a—1) .. 2(a—1)
Mivel a= 4, ezért cos a=>0, azaz « valéban hegy=s-
BZOg.

- b) Mivel a hiromszdg hegyesszogl, ezért az a
hosszasagu oldalra hazott m magassag az a oldalt
belsd poritban metszi. Legyen az a oldalnak az a—1
oldal melletti szelete x=, a masik v, gy =4y = a.
A keletkezett két derékszogi hiaromszdgbol

COoB & =

@t m? = (a—1)2, illetve y24-m? = (a+ 1)*
y2—2? = (a+1)2—(a—1)* = 4a,
(y — =)y +=) = 4a.

Mivel ;s—}-y = a, ezért a két szelet kiillonbsége valé-
ban 4, hiszen y—x = 4.

. 6. Az ABC egyenld sz4ra, hegyesszogi haromszd-
 get-az- AC szar korial forgatva olyan forgastestet
- kapunk, amely két egybeesd alapkori forgaskipbol

B

Innek térfogata
BHE?m(AE+ EC)
i = 3 o
A héromszdget a BC alap kériil forgatva két egybe-

végd forghskupbdl ssszetett forgéstestet kapunk,
ennek térfogata

AD*n(BD 4+ DC -
V, = — ( ) _ %Apﬂ.ac.

L3

7T L
= 3—EE=+AC'.

3
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Az ABC haromszdg teriiletének kétszerese egyrészt
BC-AD, mésrészt AC-BE, igy BC-AD = AC-BE,
AzZaxz ' )

BE _ BC : i
AD AC

Ezt falka.lmazva, | _
v, BE*-AC BE BC:
.V, T 4ap*BC = AD A4AC’

A feltételt 68 az elézot felhasznalva,

v, BC 2
vV, AC b5
| "BD 1 BC
Legven az ABC sz . COS — —— == — —
gyen & g B B B 2

AC
1 . '
= B = 718°28'. A BAC szdg igy 23° 04"

7. Legyen a nagyahbik szém z, a kisebbik szém .
Ekkor z—y = k>0 és z=y=0. A feltétel szerint
4x 43y = 91. Mivel =z = y-+ k&, ezért
' | Ty 4k = 91,

13 2
y = 7

Mivel y pozitiv egész szdm, ezért egyrészb 13—
4k - 4k .
— -'-7- =0, azaz k =22, masrészt ? egész szdm,

tehét & oszthatsd 7-tel, azaz k = 7, 14, 21 lehet. Ha
k=17, akkor =z = 16, y = 9, ha k& = 14, akkor
z = 19, y = 5, ha k = 21, g..kl-:or::m_ﬂz, y = 1.

- -
8. Legyen E*lga:m;y. Ekkor
| sin 2y == aoé Y
2 sin y cos y—cos y = 0,
(28iny—1)cosy = 0.
. JT '
Ha cosy = 0, akkory = -:‘?._ +En(k=0,+1,%2,.. 2)

Most —lg @ #—E‘é--um, lg © = 142k, z = 101+2,
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1 7

Ha.siny=;,akkory= 6+2kn:‘7383’y=

5 . |
=~;3+ ok (b — O, 1, £2, .. .). Az el5z6hdz ha-

1 o4k
sonléan kapjuk, hogy 1g @ == ?+4k, z = 10
vagy lg =?+ 4%, = = 10 - A kapott harom

gySksorozat valéban kielégiti az egyenletet.

Megjegyzés. A sin 2y = cos y egyenletet mas moé-
dokon is megoldhatjulk. Egy lebetSséget mutatunk..

Mivelgin 2y = cog(g- - Zy] gy cos y#mé (g— — 23;) .

Ez akkor és csak akkor teljestil, ha vagy ¥y =
7T f = ' L

= —2- — 2y 2nn vagy Yy = — [?— 2y] + 2n7. Most

is az eldz8ekben meghatarozott gyskdket kapjuk mas
alakban. Oldja 'meg az egyenletet a sin 2y =

. . ) IT . L
= .ain(*-ﬂ-—y) alak felhasznalaséval is!
M. £

1. Az egyenletrendszer helyettesitd modszerrel .

. 3 2
‘megoldhaté. A megoldésok: oy = >’ Y= 5 vagy
2 3 v |
x — = ——
z = Yz 2

2. Az OAP derékszdgdi haromszdg Aatfogldja
OP = 8 egység, az OA befogé 4 egység, igy az oFrA4
‘szég 30°. Szimmetria okokbdl az OPB szog is 30°.
Az APB szbg tehéat 60°. Az OAP héromszdg AP

befogdja 4V 3 egység. Az ABP haromszdg egyenls
oldald, ezért AB = 4V3 egység. '
Az OAP és OBP hiromszigek teriiletének Osszege

16V 3 tertiletegység. ‘A kisebb. OBA kércikk kozép-
ponti szége 120°, igy a korciklk terillete az » = 4
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'. egység. A keresett terilet

| 167
t = 16Y3 '""f teriletegység.

3. Legyen az ABC hegyesszogi hé,romazagben

AC = b = 20 egység, BC = a = 24 egység, a

haromszég koré irhaté kér sugara R. Tudjuk, hogy
4

a = 2_R sin o és b= 2R siﬁ‘ﬁ, azaz most sina= ?,

. 2 - 3 - ¥
a = 53°08',5in f = ’Y f=41° 49’, igy a hdromszog

. harmadik szégey = 85° 03, A hﬁromsziig harmadik
oldala ¢ = 2R sinp = 29,9 egység.

4. A kifejezésnek ott nincs értelme, ahol a nevezdje
nulla. A kifejezés az x=3 és8 = —5 feltételeket
kielégits valés szémokra értelmezhetd.

b) A kifejezésnek akkor nincs értelme, ha =z = 0

TERI 3 T R L I Y P20 EL

: 16z |
egység sugara kor teriiletének harmada, Yy teriilet- -

Ly
miin

rri e g e

ai

FORRONIPEA (R e TR B

R . |

7T 7
vagy ha sin— = 0. Ez utébbi teljesiil, ha—= k=,
- €x ! m . i

1.

azZizZ x' = ‘?, ahol k null4tsl kiilonbsézd tetszdleges f

egbsz szdm. Ezeken kiviil a kifejezés minden valds
z-re értelmezhetd. |

c) A gyokjel alatti kifejezés nem léhet negativ.

Az Allitds egyenértékll a kovetkezdvel:

(z+3)(z—2)=0 és z»=2. A kifejezés o= —3 vagy

=2 valds szédmolkra értelmezhetd.

5. Jelslje ¢ a mértani sorozat hinyadosit! A fel-
tétel szerint minden n =0 egész SzAmra
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9gn = gn+li gn+2. Mivel g0, ezért

@?+q—2 = 0, gy = 1, ¢, = —2. N

'lca-s-l-\é- d

| .
A feladat feltételeit kieglégit$ mértani sorozatok nz
a, =1, g=16ésa, =1, ¢g= —2 adatokkal meg-
hatérozottak.

6. BEgy P(x; y) pont akkor ée csakis akkor van rajta
a mértani helyen, ha

s ]

!

T+ 22+ YR+ (3 —2) HyP 2t (y— 6)F = &%

azaz

-6 s i i i ks

e

- 1
@2+ (y—2)* = o (k*—32).

Ha k2= 32, azaz |k|>=4V 2, aklkor a mértani hely

k2--32 |
(0;2) kézépponta,’ ' sugarta koérvonal. Ha

PR aenshi

- g

|%| = 4V2, akkor egyetlen pont, a (0;2) elégiti ki a
feltételt. ’

-Ha \Ia]-::é]/E akkor egyetlen (z;y) szAmpér sem 3
elégiti ki a feltételt, aznz u keresett mértani hely -
ires alakzat. ~

7\. Az egyenletet hozzuk

-alakra, majd e@:aljﬁk négyzetre az egyenlet mindkét

gin 2x—cos 2x = sin *—COS T 4 2
:
oldalat. Hkkor az i

1 —2 sin 22 cos 2x = 1 —2 sin » cos &

egyenlethez jutunk, amely kdvetkezrménye az adotb
egyenletnek, azaz olyan gydkoket is tartalmazhat,
amelyek az adott egyenletnek nem gydkei. Hz utébbi -
egyenletet redukaljuk nullira és alakitsunk Szorzat-
ta: ' ' '

(1 —2 cos 2x) sin 2z = 0.

Ebbdl vagy 1—2 cos 2o = 0, z = =& %+nn(n=0;

+1, +2, ...) vagy sin 2z = 0, = = k- g- (% = 0,

+1, +2,...). » e
Vegyiik figyelembe, hogy az adott egyenletben
szeréplﬁ minden fluggvény 27 szerint periodikus, és

(
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ennél kissbb koézés (pozitiv) perédusuk nincsen.
Igy a préba soran elegendd a [0;27) intervallumba

7 b7
esé gydkoket ellenérizni. Az elsd esetben a o 8’
T 1ll=z 7

*E, ry értézeket, mfg o maéasodik esetben a 0, P

3 -
7 és -5— értéleket kell kiprébalni. HBzek koziil

e 1lm = =
megolddsnak a kévetkezék adddnalk: e -, 0, —.

6 2
‘Az egyenlet megoldasal a kivetkezlk: '

T : Tr _
= 2w, @ = - + 2pm, & = ~= +293,

11=

X = e + 2r7, ahol ¢, p, g, r egyméstdl figgetle-

 nid barmely egész szamot felvehet.

Megiegyzés. Az egyenlet ekvivalens dtulakitdsokkal
is megoldhaté. A fuggvénytablazatban talalhatéd
kévetkezd (kSzdpiskolaban nem tanitott) azonossé-
gokat érdemes alkalmazni, maqd nullira redul:é.lé.a
utén azorzatté. alakitani: '

a+ﬁ '&wﬁ
m —————
2 . 2.

sinxe—sin § = .2 cos’

cosec—cos = —2sin

Gondolatban legyen most o« = 2, B = =. Ekkor
. 3z . = . 3= x |
Z2ecog-—sin— = — Z2s8in-—sgin —,
2 2 2

. 3z 3zy . =
2 isin — 4 cos—) sin— = 0.
2 2

2
- . z 3z
Mo azn; =0, akkor; = kmwx, * = 2k, ha gin — -~
+ 3z o ke . 3x 1 3z 3z
cos — = 0, akkor —_—— ], — = nIL,
2 - 7% 2 g T
7E Znr .
L= — —
2 + 3

Az el6z6 megolddssal megegyez6 gySksket kap-
tuk, de méis alakban jelentkeztek a gyskdk. Ez kii-.
16nbsz8 mdbdszerekkel megoldntt trlgnnumetrlkus
egyenleteknél el6fordulhat. : |
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8. A logaritmusfiiggvény meghatirozédsa alapjin
a=0, a==1, p=>=0, g= 0. Mivel )

logg (P +q) = log, pq, | =

azert

P+g = pg- ’ | (1)

Az (1) egyenlet pozitiv egész meguldé.sﬁ.it keressiik.
Az (1) egyenletet a-

(p—1)(g—1) = .

alakra hozhatjuk, amibélvagy p—1 = 1ésg—1 = 1

azaz p = 2 és g = 2, é8 ez a Iszé.mR;ir Lkielégiti az
~ adott egyenletet; vagy p—1 = —1 es'g—1=.—1,

azaz p = 0 és ¢ = 0, ami nem felel meg. Az aredet.l

egyenldséget tehat csak a p = 2, ¢ = 2 szampar
elégiti lki. _
Megjegyzés. Az (1) egyenletbdsl
q
D = 7— 1 .
Mivel p pnatxv egész, g és g—1 szomszédos egés.a-
szamok, igy relativ .primek, ezért ¢g—1 = 1, azaz
q = 2 és igy p = 2.

bk

m o

1. Az egyenlet z = 2 és x = —2-nél nem értel-
mezett. Az x*—Bx+ 6 = 0 egyenlet kdvetkezménye

az adott egyenletnek, igy az egyetlen megoldds
12 = 3.

2. Legyen ¢ a sorozat hényadosa. Ekkor 8¢2° = 1,
g = 4 0,9012. A sorozat mésodik e].sme ay = 8q =

= 7,20¢8 vagy a, = —7,2096.
sin 2z 2sinz cosz . 1
: 3. tg 2z = — —. Ha 8in & = —,
. cos2x 1—2sinz . Y10
' 3 - 3
aklor cos © = vagy cofsz = ——— . I
or “¥10 gy ) gy

vy 2w = b 2 3
= — €T = -——
E T IdIVﬂEYK d'_‘

4. 8) Mivel Y2+4-2=0, ezért mncs g-ydke az egyen-
letnelr.

b) Az egyenlet ekvivalens azz?— 3z = 0 egyenlet.-
tel. Az egyenlet gydkei: ; = 0 vagy », = 3.
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c) Az értahuaz.és alﬂpjé.n xz=0 és sl.n Vz = 1, azaz ‘
Vo —E+2kn(k —=0,1,2...).

Az egyenlet megoldés&i X == ("-g-—j— 21::::]_ .

5. A rombuszt az 4tldjn két egybevags, igy egyen-
16 teriiletli részre osztja. Hogy a rombusz kivant
felosztAsdt megkapjuk, az egyes részhiromszdgeket
kell a k&zds hegyesszsgi estiesbél induld egyenessel
2 : 1 ardnyban felosztuani. Ha egy héromszdg egyik
oldalat 2 : 1 ardnyban felosztjuk és az osztaspontot a
a szemkdztes csitcesal Ssszekdtjik, akkor a két
részhiaromszdg teriiletének ardnya 2 : 1, hiszen ax
alupok ardnya 2 : 1, & kd=zds u,la.pegyenesheg tartozd
IMNAZRSSAE pedlg mcgt.gye;.xk.

L&gye-n E 111. F az AHGI) lﬂt‘llbllsd E(" 111.. C’I) ol-
“dalinak C-hez kdézelebb es8 harmadolé pontja.
A BAD<) = 40° Az AFK = AF szakaszok harom

egyenld teriiletii részre vagjak a rombuszt.
A rnmbusz terﬁlet.ének harmadrésze .

1
E. 122.3111 40° = 30,85 terhletegyaég.

Az ABE. hé,romszogbﬁl cosinustétel aJka.lm&Aé,sé.va,l
LARE = 122482 —2.12-8-co8 140° =208+ - ‘
4 192-c08 40° = 355,1. A szel6knek a rombuazba
esd darﬂ,'bjé.nak hossza AE = AF = 18,84 egység.

6. a) 1=22=0 é5 1 —220, azaz 1 —2%=0. A ki-
fe]e.aés tehat a ——-1-:::::-::1 szdmokra értelmezhetd.
- b) #2F—zx—6=0 6z 4—-x2= 0, azaz z-=—2 vagy
=3, 8 —2=2x<=2, a kifejexés tehidt egyetlen
szhmra sem értelmezheto. 1
c) A ta.ngena fuggvény =a '—2"+?¢::r:{k =0, +1,
+2,...) helyeken nem értelmezett, igy z sin o=
' 1 .

_;ﬁ%+.k::, aAzras sin:z:;ﬁg + k. Mivel —1=sin x=1,.
e&ér‘b csak a =0 és a = —1 értéket ke]l ﬁgye-,

1
1ernbe vem:m Tehat sin ;x:;-i; vd.gy sin x 7 —-—2-
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A kifejezés uz @ — :I:£+ﬁ:r =0, +1,+2,...)
-Luvételével minden sz:é,mrﬂ értelmezhetd. )

7. Az agyenes egyenletében « és b nem lehet egy—
szerre nulla, mert az egyenlet akkor nem egyenes
egyenlete. Az a és a b paraméterek értékét vigy kell
meghatarozni, hogy az egyenes és = pa.r&bola. egyen-
letébdl 4116 egyenletrendszernek csak egy megoldé.aa,
legyen. Helyetteaitfi médszerrel Az

3}
£

-__(4a+b)m+4b 0 -‘ } (1)

| fegfeljebb mésodfoku egyenlethez Jutunk (Ha a# 0,
agy az egyenlet pontosan méasodfoku.)

. Ha a:= 0, akkor b0 tetsz8leges valds szé,m.
Ekkor «# = 4,sigy ¥ = 5. Ebben az esetben az egyet-
len kozos pont az M (4;5). (Az egyenes egyenlete
ekkor = = 4 alakban irhatd, igy az egyenes parhuza-
mos a parabola tengelyével, auz egy kézbs _pont tehdat
metszéspont.) |

Ha a0, igy a parabolédnak- és az egyenesnek
pontosan akkor van egy kozos pontja (ez az érintési
pont), ha az (1) egyenlet diszkriminansa nulla,

‘Most D = (4a+b6)2—16 ab = (4a—b)3- D = 0.
pontosan akkor, ha 4a—b = 0, azaz b = 4a, ahol
a0 tetszdleges valds szam. Az a é8 a b értéke egy-
értelmiien nem volt meghatarozhaté, az a és a b
értéke Osszefiigg, 68 igy egyetlen, az y— 4a:+ 11 =0
egyenleﬁi egyenest hatdroznak roeg.

8. Készit&ﬁnk a feltételeknak megfeleld Abrét.. Az’b
 kell belétni, hogy az EFGH négyszdg hirnégyszog.
. Elegendd beldtni, hogy a- :-;zemkbzt.l szdgek Osszege

180°. Ezt a H és az F csiicsnil fekvd szégekrsl latjuk
ba. , ) :
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Az AEKH négysuig hurneégyszog, . _hiszen " két
szermkdzti szdge derékszdg. fgy a karé irt kér révi-
debb EK ivéhez tartozé kerdléti szégek egyenldk,
FAK & = EHK{I == o

Hasonlé médon a BEFK, CFKG, DGKH hur-
-négyazbgekbﬁl FBK < = BFK < = B; KFG < =

= KOG < = p; KDG <] = KOG < = J.

Az ABK derékszbdgii hdromszdg hegyésszigei
o, 8, gy a+ B = 90°, a CDK derckszigii haromszdg
hegvesszdgei v, &, igy »+ 06 = 90°.

Az BFGH négy&;og'ben
EHG 4 +EFG < = (e +é)+(ﬁ+:v) = 180“
azaz 8 négyszdg valéban hirnégyszog.

'M: IVI _ ) ' ‘ . o
1. I.egyen a négyzet oldala x. A téglalap oldalai

ekkor x— 2 és z— 1. A teriletek kdz0tHi oss.aefuggéa
ﬂ-].ﬂ-PJ an

e (m—mZ){m-}-l)-—t—B 2,
R - '

alr:nl.bc)l r =86, és eu valéban xneguldé.s. A négy&et _
oldala 6 em._ = .

2. A keresett Punbak rajba vannak az 4B s.dﬂ.kaﬁz,'
mint Atmérd fole ruj.aul.t koérén. E kor ].-tﬁz:éppont;a.-
0(3 3), sugura ¥ = 4, lgy egyenlete :

(@ — 3)2+ (yﬂ 3)2 = 16.

Az T tengely egyenlet.a y = 0, a keresett pontak
abszeisszajara az (x—3)2 = 7 egyenletet kapJuk
A Lkeresett pontok: Py(3+V7 ;0) és Py(3—V7;0).

Megjegyzés. Dolgozhatunk  paraméteresen is.
Legyen az x tengely futé pontja P(t; 0). Olyan P
pontot keregtink, amelyre az AF és a BPF egyenesek
agymé,sra merﬁlegesek tehat Lré.nyténye:zﬁ]uk szor-

» MMy == . e:zért
41

t—17
s .u.-1'”z. = 3+¥7. A merélegesaég

zata —1 Mivel -ml =t
o
¢+ 1)(t—17)

= feltételénelk klh&ﬂdnélﬁ.ﬂé.v‘a.l vektorokkalisdolgozha-

tunk. Az AP = (t41; —3) és a BP = = (¢—75 —3)
vektorok merdlegasek egymaésra, igy AP parhuza-
mos BP + 90°-os elfnrgatott;éval melynek koordina-
tai (3; ¢t—=1T), igy

L4 1 —3

— ,'szaiﬁ

3 . t—"7
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3. 100%5 = 10285 = .]1025== 25;

Cor

-

. 34 . 4z " ’ _ 4 R S
sin —— = sin | —— '+ 10 }=:s8in = - gin— =
: 3. 3 3 ‘ 3.

- 2 °

¥Y33-—-V32

— Y66+ VBi= V66+8=<1T;

Y

o810t =3 = —
o 27
A  szémok - névekvd -nagysigrendi gorrendben:
: s
NSNS LR L4 10075,

51N

3 * y33—_vy33 -

4. Legyen a szédmtani sorozat elsé hirom eleme
«, a+d, a+ 2d. A mértani sorozat harmadik eleme
ekkor egyrészt a-+2d-+1, masrészt a4 3, amibdl
d = 1. A mértani sorozat €lsd hirom eleme tehat
a,a-+1,a+38,igy - - o .

(a+1) = a(a+ 3), amibdl a = 1.
A szAmtani so'roéﬁql;t elsd &6t el@me: 1, 2, 3, 4, 5. A
mértani sorozat elsé 6t eleme: 1, 2, 4, 8, 16. (Termé-
szetesen dolgozhatunlk Ggy is, hogy az a mellett »
mértani sorozat hanyadosat vélasztjuk ismeretlen- -
nek.) » _

5. Az ABCD Bzimﬁ;etrikus trapéz sZimmetria-
tengelye az Abra jelilése szerin'b FQ, AF = FRB = a.
A trapéz magassaga.:2r.
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Az érintészakaszok egyenlbsége miatt AH = AF -
= a, DE = DG. Az AOD haromszdg O-ban derék-
szdgll, mivel a trapéz AD sziran fekvd szbgek Gssze-
ge 180°, DO és AO e szégek szogfelezbje. Az AD
Atfogbdjahoz tartozé magassiga OF = r. Alkalmaz-
zuk e derdkszdgih haromszdgre a magassagtételt.
7-2
72 = DH.HBA, amib8l DF = —. A trapéz kizépvona-
) L@ . .

e |
ldnak hogsza at+—
a

Megjegyzéa. 1. Tegyen még CG = GD = b. Ekkor

OB = a+ b, BH = a—b,CH = 2r, igy a BOH derék- .

sz6g( hiromszigben

b6 (@-+b)* = (a—b)*+4r%,
amzi L 1 b o
. a -

2. Gyakran alkalmazhatunk geometriai szédmitd-
solk folyamén trigonometriat is. Legyen az OA4AF

's‘iz_ﬁ_g o. Blklzor

-

oy

o 2. —
N T &5 b 2 2r ; 2r .
oy — = = 2 ==

1— e

amibél 7% = ab.

C 8. A mésodik egyenlet négyszeresébdl vonjuk ki az

elsd egyenletet. Ekkor a 19-2% = 19-4 egyenletet
kapjuk, ahonnan =z = 2, s igy ¥ = 3. Az egyenlet-

rendszernek ez valéban megoldésa és csak ez a
megoldas, ' .

7. Helyezziik el az alakzatot koordinata-rendszer-

‘ben Ggy; hogy a g egyenes az y tengellyel essen egy-

be, a U pont essen az origdba, az 4 ¢és a B pont az

. = tengelyre essen ugy, hogy A(a; 0), B(b; 0) és
0=a=b. ‘ ‘

POt

1

C(0;0] A (a:0) B(b;0) x
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e

1

Legyen P(0; t) a g egyenes egy tetszbleges, C-tdl
- kilénbozé pontja, igy ¢50.

A PA, illétve u PB égyenesre 4-ban illetve B-ben
411itott merdSlegesek metszéspontja legyen Q. A
AQ egyenes egyenlete :

ar—ty = a*,

a BQ egyenes eg},renlete

bxr —ty = bZ.
A Q pont koordindtai

x

i

]
+
S

;y=__’ | v

i uut jellnts, hogy Q rajta van es 7 = b egyen-

- letlh egyenesen, de nem lehet az z tengely pontja,
" hiszen y = 0.
i Legyen most Q és x = a+b egyenletd egyenes
* tetszéleges olyan pontja, amely nincs az ¢ tengelyen.
. Az AQ egyenesre A-ban allitott meréleges a g egye-
- nest egy P pontban metszi. Az el6zéek alapjin u

- B-ben PB-re emelt merdleges az x = a-+b egyenletQ
egyenesen, tehat a Q pontban metszi AQ-t, ezért Q
valéban hozzétartozik a keresett mértani helyhexz.
A keresett mértani hely tehit az » = a-+ b egyenletii

 egyenes, kivéve az x tengelyen levd pontjat.

oM égjegyzés. Nemdésak analitikusan dolgozhatunk.

Az 4 és 8 B pont rajta van'a P szakasz mint Atmérs
616 szerkesztett koron. E kér K kézéppontja rajta
van az AB szakasz f felezd mer6legesén, igy a @
pont rajts van g-nek az f-re vonatkozé g’ tukorké-
pén. Szimmetria okokbél vilagos, hogy a g’ tetszd-
leges (nem az AB egyenesen lev6) @ pontjdhoz tarto-
zik a g egyenesen egy megfeleld P pont (mely ninecs
az AB egyenesen). A keresett mértani hely a g’

" egyenes, kivéve ennek az 4B egyenesen levl pont-
| jab. . ,

. 8. Hsii:':'z-unk k6238 nevezére &s végezziink azonos
- Atalakitiist. | .
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(2% sin p — 2z 4 8in P)% — (x? — 2z sin p+ 1) .

¥

(2 — 2z sin p+ 1)*

(ainz_y'— 1) (? —_.1’)2
(z2 — 2z sin p -+ 1)® )

) - - W ' L]
Mivel y= (21 1) E’ ezért — 1 —=gin p=1. Aneveziben.

All6 x%—2x sin p+1 polinom diszkriminédnsa,
4(sin? p— 1), negativ, tehat a tértnek minden z-re
értelme van, 8 a nevezdje pozitiv. A 'tért szdmlaldja-
rél kell kimutatni, hogy mnem-pozitiv. Mivel

(sin? p--1) minden megengedett jyp-ra negatly,

(z2— 1) pedig nem-negativ, ezért szorzatuk nem
pozitiv. A feltétel azt biztositotta, hogy a fliggvény
minden valés z-re értelmezhetd,

. Megjegyzés. Mas mébédon i8 d:l:rlgnzhmtunk. Az iga”
‘zolandd Allitas ' : ' '

: \
% gin ¢ —2x-+8in —

— 1= =1

-2z siny+1

alakban is frhaté. A feltételbsl adédik, hogy a kézé-

pen 4llé tért nievezéje minden z-re pozitiv. Igy a
kovetkezd egyenlétlenségrendszert kell belatni:

—z¥4 22 sin p—1=2% gin p— 2z sin p
és " : .

- z? sin y—2m+sin p=z?— 2z sin p+ 1.

Mindkét egyenlétlenség minden z-re fennall. Az elst
- egyenértékd a 0= (x—1)*(1+sin v)-val, a mdésodik
pedig a O0=(z+1)}(1—sin yp)-val. Az alitas a

—1=sin y=1 egyenltlenség alapjdn nyilvidnvald.

pobers | @emE-n
1. = z+ = 1; (2— N=—2) = 1,..
ﬂ:—-—T_ ‘ . $—7 '

L]

- =-‘3.

2. Eg'yenléi i’lﬂﬂﬂ"ﬁﬁ_ hirok a kor kﬁzﬁppnnt-jé:bé]
egyenls tavol vannak. Legyen d a hiarok tavolsiga a

1T+ 7 .
kor kozéppontjstél. Bkkor 7+d = “é , d = b

1
o '

egysbég. (Készitsen Abrat!) A P pont tavolsiga a kor

kézéppontjatél dV2 = 5Y2 egység. A kdr sugara
13 egység.
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3. a) 4—V15+2V16_16+4+V16 = 10.

1
iog 5T

=

, h) 5-10354 -5

o |-

gin 75° cos 75°
cos 75° + sin 150
2 L2

= 2 sin 75° cos 76°  sin 150°
4. Tﬁdj"uk, hogy V92? = 3|z|. fgy ha =z = 0,

akkor z?+ 3z = 1643z, x, = 4, ha <=0, akkor
2243z = 16—3x, x, = —8.

PP
=

o) tg T5°+ ctg 75° =

5. Az OFB derékszdogii hiromszdghdl cos a = !En

@ = 30°, igy B = 45°. A BOC egyenld szAra hérom-
szog derbkszogli. A COD egyenlS szart héromszog-
ben y = 106°—45° = 60°, igy a hdromszdg egyenld
oldalt. Ezekbsl BC = 10V2 cm, €D = 10 cm.

’

A trapéz teriilete egy 10 em oldala négyzet és két
10 em oldalia szabilyos héromszog teriiletének Sssze-
ge. .

T = (1004 50Y3) em?.

6. Irjuk fel az adott egyenessel pdrhuzamos azon
. egyenes egyenletét, amely érinti a parabolat. Vila-
gos, hogy az érintési pont van legkézelebb az adott
egyeneshez. Az érintési pont és az adott egyenes
tdvolsidga a keresett tédvolsag. Az-érintd egyenletét
y = 2x+b alakban keressiik.. Ez pontosan akkor
érinti a paraboldt, ha a 2(2x+b) = z* egyenlet\
diszkriminédnsa (D = 164 8b) nulla, aza% 'b-.= —2.

i
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Az érintési pont: H(2; 2). A keresett tavolsag:
2

—— egység.
V&

7. Azn oldalt szabélyos sokszdg koré irt kér suga-

ra 7, oldala a,, az oldalhoz tartozé kézépponti szég .
Pl . ;

—, 8 keriilet k,, a teriilet 2,,.

7
: . 7r . 7T,
a, = 2r sin —, kb, = 7n.2r 8in —,
7 ‘ 7n
) 1 27
tp = — - n - 7% sin —.
2 72

A 2w oldalt szabdlyos sokszog koré irt kér sugara

R, oldala ayy, az oldalhoz tartozé kozépponti szég
27

—, a keriilet Tczn, a teriilet £,,,.

4
7 -

_ . T R 1
Qg = 20 sin—, Koy = 2n - 2R sin -,
2 2n

. . n’
byp = — =« 21+ B2 .8in—.
. 2 . - n
A feltétel szerint &k, = Ky, igy

. 7T . . T _ . . JE
72+ 27 gin — = 271 - 2R - sin — T Mivel gin — =
7 : 27 7
. T L - <
= 2 s5in — - coe —, ezért 7 - cos — = R.
. 7 - 2n 2n
A teriiletek ardnya - '
' 1 . 2=z
— . FL = rg - 81l —
. ¢ 1 .
- m — - 2n - K% gin —
- 1 7T ' I
2 8in— - COS cos 2.
r# 7 Con : 7%
7% cos? Y 2sin—  § cos® —
ris TL 7t v
7T
cos?—. — sin? —
! 2n T
— = 1 — tgﬂ —
2n
cog? —
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8. Adjuk &ssze a féladatban szerepld paros pozitiv
Bzé.m‘pkﬂ:b z :

) - 2k 2m . N
2k+ (2k+2)+. . .+ 2m = — - (m—Ek+41),

2
Itahé‘b

(m 4 B)(m—TK+1) = 2552.

Mivel m+k— (m—%k+1) = 2k—1, azaz a killonbség
paratlan szim, ezért az egyik tényezd paros, a masik
paratlan, tovabba m 4+ k=m—ILk-+1=2. Ezt felhasz-
nalva bontsuk fel az O&sszes lehetséges médon
2552-t két tényezd szorzatéra. Bz a feltételeknek
megfelelden hiromféle médon lehetséges: )

2552 = 8-11.29 = 8.3190 = 11.232 = 20.88.

Ha m+k = 319, 6z m—kEk+ 1 = 8, akkor m = 163,
k = 1563 ha mi4-k = 232 és m —k+1 = 11, aklkor
m o= 121, % = 11ll;hamt %k = 88ésm—Kk-+41 = 29,
akkor m = 58, &k = 30. Igy megallapitottuk & és m

lehetséges értékeit. : oot :

“H VII

V1. Az egyenletrendszer kévetkezménye a
2 — by = 1,

; x—2y = 1
egyenletrendszer. Ennek megoldasa: x = 3, ¥ = L.
Ez az eredetinek iz megoldasa. . o ,

2| a‘l = "'_51 ﬂ:ﬂ = a'l"'qs = 1215, i q‘s - _"'24:3,
— —3. A beiktatott szamok: 15, —45, 135,
-"405- .
8. Jelslje » a C csticsndl levd szdget. A sinustétel
sin -
- szerint = —, amibél sin p =-0,625.

sin 80° 8 .,
py = 38° 417, yp, = 141°19". A feltételeknek két
haromszég is megfelel. (A hiromszdgben két oldal
6s ol bisebbikkel szemkozti szog volt adott!) Az ABC,
haromszdg B-nél levé szdge 111° 19/, az AC, oldala.

14,9 egység. Az ABC,; haromszbg B-nél levl szoge
8° 41/, az AC, oldala 2,4 egység. , '

4. a) Sz4+112 = 100, o = —4.

- b) Mivel x—1=0, és az egyenletnek csak nIya‘ﬁ
gyoke lehet, amelyre 1-—x=0, ezért az egyenlet
egyetlen gyéke = = 1. o I

©) Az egyenlet 4 sin? & cos® @ = 4, azaz sin® 2z = 4
alalkra hozhaté, amibél latszik, hogy nincs megoldés.
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5. Készitsen dbrat! A keresett kor egy atmérsjé-
- nek két végpontja az origén dtmend, az adott egye-

nesre meréleges egyenesnek (egyenlete 4x— 3y = 0)
‘az eredeti egyenessel valé B(9; 12) metszéspontja,
valamint az adott korrel valé A(3; 4) metszéspontja.
Az AB atmérdjii kor kézéppontja K(6; 8), sugara 5,
igy egyenlete:

(z—6)2+ (y—8)% = 25.

6. sinZo < cos? &, 8in o == cos & vagy sin « ¢ — cos o,

7 7 7T -
- azaz ar.;éz-{-rk;rc vagy &7 nz+kn‘, a:;ﬁ;(d:ki 1), ami

o;:;éz(Bn-_kl) alakben is frheté. Ezzel a tg o = 1
: ﬁ?‘ﬂ?&t ,.is kizartuk. Ahhoz, hogy a tg « is értelmezve

i:;Q;..Iég"yénz,'ﬁcﬁz-l-mn is kell, hog-y teliesﬁljﬁn. Minden

3 ;f:‘gjﬁé,s & szdgre a két kifejezés azonos, hiszen

1+4s8in2a (sin o -+ cos er)? .

| sin? ¢ —cos® & (sin & -+ cos a)(sin & — cos a) -
sin o+ cos « t-gg:+1'”
- sin ¢ —cos o« t.éz—l )

7.a)x—2=046s 3—a2=0, azaz v=2 és 3=x. A ki-
fejezés tehét a 2=w=3 szémokra értelmezhets. Va-
zoljuk a Yo — 2 és a —¥ 38 —= fuggvény grafikonjit a
[2; 3] intervallumban. Mindkét fiiggvény folytonos
és szigortian monoton ndvekedd, igy a legkisebb
-értékét az x = 2 helyen veszi fel, ez az érték —1,
a legnagyobb értékét az © = 3 helyen veszi fel, ez az
értdiz 1. A kifejezés tehdt minden olyan v értéket

felvesz, amelyre —1=y=1, és csak ezeket az
értékeket veszi fel. :
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b) Ig sin =0 kell, hogy teljestiljén. Mivel sin = =
=1, ezért minden megengedett x értékre lg sin =0,
igy csak lg sin = = O lehetséges. Ebbdl sin @ = 1,

7
:I:="2—+2k.ﬂ:,

shol & tetszéleges egbsz szam. A kifejezés egyetlen
szdmértélcet vesz fel, ez a O. ) :
. 8. Az egyenletrendszernek csak olyan szdmpar
lehet gydke, amelyre =0, y=>0.
Mivel 3logy = y, ezért logs # = 2—y, azaz 5%~ v =
¢ ='z. Helvettesitsiik ezt az elsd egyenletbe:

52V . 5—3,

amibél vy, = 3, y, = —1=<0, ezért csak ¥y, johet

1
szamitiasba. Ha y = 3, akkor T=" 8 ez az egyetlen

megoldas.

BA. VIL
1. Az egyenlet ekvivalens a 8z — 4z
tel. Az egyenlet gydkei: z;, = .0, m; ==

2. Az 4 pontbél az adott egyenesre boesdtott merd-
leges egyenes egyenlete: 4z - 3y = 37. A két egyenes
metszéspontja: M(4; 7), AM = 10 egyseég.

8. Tegyuk fel, hogy léteznek ilyen sorozatok.
A szamtbani szorozat harom eleme legyen a—d;
a; a+d. Az elsd mértani sorozat harom eleme:
a—d+1: a; a+d. A misodik mértani sorozat harom
cleme: a—d; a; a+d+ 3. A mértani.sorozat tulaj-
donsaga alapjan

@* = (a+da—d+1)
a? = (a+d+ 3)(a—d)

Az egyenletrendszer megolddsai: a, = 6, d, = 3
vagy a, = 0,d, = 0. Az els§ esetben az elsd mértani

3
sorozat elemei ' 4, 6, 9, a hanyados ¢ =—2' , & masodik.

mértani sorozat elemei 3, 8, 12, a hdnyados g = 2.
A miésodik esetben nines megoldds, hiszen ha lenne,
akkor a méasodik mértani sorozat harom -egymeas .
uténi eleme 0,0, 3, s ilyen mértani sorozat ninecsa.

4d.a)axt+a2?—1 = 1, amib8la® = 1 vagy x* = —2.
Mivel 2?2=0, ezért =; = 1, m, = — 1.

b) Mivel 5VFz=1 és —x?=0, ezért az egyenletnek
nines valda gydlre. - ' L

+
1
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e)lg (1L—=) = 1 vagy lg(l —=) = —1. Az elsbbdl

1
l—z =10, 2, = —9, a masodikbdl 1—-:::=E,
o = 2

27107

5. Az adott egyenletnek nincs értelme, ha

]

' . 7 .
cose = O, AzZazZ o == 54— krn,
sine = 0, azaz o = NI,
T .
cos 2 = —1, azaz o = > + oy 72,
i
\ ) w ) ]
cos 2 = 1, AZAZ O == NITT, ¢

ahol &k, n, ky, 7y tetszﬁlegea egbsz szamok. Az egyen-
let tehdt o = k- Py kivételével minden a szégre ér-

telmezett. Azt, hogy valéban azonossjg, ugy lat-
hatjuk be, hogy az egyenlet egyik oldalén allé ki-
fejezést addig alakitjuk At azonosan, amig a méasik
oldalon 4llé kifejezést nem kapjuk:

1 1 + sin® c—cos’a © 4 cos 2«
‘cos? oc'—e,iinz « cos?x sinfk 4 cos? g 8in? a:“_'v
4 dos 2 4 cos 2
" sin? 2¢ -~ cos? 2o — l‘j

. 6. 8) Mivel 1—~x=0 és =0, ezért a O=-_"a;-;§1
szamokra értelmezhetd a kifejezés.

- b) N;'ans értelmnezve, ha a gydk alatti kifejezés
« nincs értelmezve vagy negativ értékli. tg = nincs

= T - ) :
értelmezve, hax = ; + 7z, a ctg = nines értelmezve,
ha © = kn. tg £+ ctg @ pontosan aklkor negativ, ha
. . . - 7L :
tg = negativ. A kifejezés tehit az nar {x rY + n7

szidmokra értalmezhet-ﬁ,‘ ahol n tetszbleges egész
szam. -

z+1 : -
=0 pontosan akkor teljesiil, ha

G) -mz:-" .

=0 68s 0, azaz z(x+ 1)=0,ami z= —1 vagy =0’
esetén teljesiil.
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o .
7.Ha 2 cosee—1 =0, azazoa= "é— » akkor az egyen-

let —d4z+4+-4 = 0, z = 1, tehét.a gydk pozitiv.

Ha 2 cog a¢— 1220, akkor az egyenlet pontosan
mésodfoki. A gydkdk akkor és csak akkor valdsalk,
ha az egyenlet diszkrimindnsa nem negativ.

D = 16—4 (2 cosg—1) (4 cos «+2) = 0, amibél

‘ 3
cos? ¢ = : . A feltétel alkkalmazasaval O-=cos o=

V3 T e X Hag— = Klor K6t 14
-, AZAZ T == T L= "5 A, C & Syl
P 6 2 6 ' gy

gyoke van az egyenletnek (v, = z; = Y3 +1). A
gyokok eldjelét a gyokdk és az egyutthaték kozotti
Saszefiiggbsek alapjan 4llapithatjuk meg. A két gydk

4 cos 42

. szorzata: -
2 cosae—1

. A szadmlilé az ¢ minden széba

: £ 7z I :

jové értékére (-é" =a-= E] pozitiv. A nevezd pozitiv,
1 ' .

ha E- - COS o= ?, negativ, ha O-=cos m-::;, A két

' 7T - T .
‘gyok egyezd elSjelil tehat, ha E’Em:: 3—, s ekkor

= 0.

mindkét gydk pbzit-iv, mert &sszegiilk
: 2cosx—1

Jr
A két gyok killonbszs elbjeldi, ha - <o ’-21

8. Legyen a beirt kdr sugara r. Az érintdszaka-
szok egyenléségeé miatt a derékszdgl haromszog

. ‘ . k 1
keriilete: X = 2+ 2r. A keresett ardny:—=2 [1 +—] .
. ‘ r . r

"Az AOB szdg 135°-o0s, hiszen AQ0 és OB a he-

gyesszdgek szdgfelezéi, ami szerint az OAd, és
az OBA, szdgek &sszege 45°. Vizsgaljuk tehat az.

olyan AOB héromszogeket, amelyekben 4B = 1,

. k ke
és az O csticspontnal 135%-08 8z8g van. A — = —-
) ' 7 04,

pontosan akkor lesz a legkisebb-; ha az ABO hérom-

sz6g AB oldaldhoz tartozé O4, magassag a legna-

gyobb. Mivel az AB0O haromszdgek .0 cslicsai egy,
az A és B pontpkon dtmend koriven fekszenek, 04,

- akkor. lesz a lehétd legnagyobb, amikor az ABO

‘haromszdg egyenléL szari (A0 = OB). Ekkor az

OAA, szog és az OBA, szog 22,5°%0s, s igy 8 CAB -
- sz8g, valamint a'CBA szdg is 45”’:93;' AC = CB.
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A o Ay
AB =1 AA=AB; BA,=BC;4
. . .
k- et L . ‘
A — ardny tehdt akkor lesz a lehetd legkisebb, ha
r . . : 1
az ABC hiromszdg egyenld szira.: '

xp

. . - -'J
M- VQE!- 1 ‘ : . . ;
1. AE =2 = 2. A trapéz magassiga m =
= 2V3 cm, hiszen m? = 4222, A trapéz teriilete

2 - 0
D _ E—

- B :.'

£

12

t — 20)3 em? A trapéz atléja BD = YI12 cm.
Az ABP és a CDP haromszogek hasonldk, igy ha
DP = y, akkor ¥:8 = (V112—y):12, amibdl az at-
16k metszéspontjénak a 8 cm-es oldal végpontjaitsl
vald témql_sé',ga.y = 1,6]/7 em. o _
. 2.a)Hacosz = 0, akkorsinz = 1 vagysinz =
= —1, igy ezek az z-ek nem megolddsai az egyén-
letnek. Legyen cos @ = 0, ekkor tg2 = = 1, tg = = .
= 1 vagy tg = = —1,Az egyenlet gyokei: .

a:l:'_: :I:'% +krx (k= 0, +1, +2,...)
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b) 22% = 25 akkor és csak akkor, ha 2z = b,
an == 2,5& . .

c) Az egyenletben szereplé fuggvényeknek csak
akkor van értelme, ha = —3 és 2> —9, azaz ha
z= — 3. Bkkor lg (x+ 3)2 = lg (#+ 9), ami akkor és
csal asklkor teljesiil, ha (z+3)2 = (x+9). %, =0,
&, = —B. A feltétel miatt az egyenlet egyetlen
gydke x = 0. ; , o

3. A Lkeresett egyenes stmegy 4A-n és érinti az
origd kozépponti, 10 egység sugara kort. Kovesstik
a lehetséges szerkesztés 16péseit szdmoldssall Az H, -
illetve K., érintési pontok rajta vannak az z?+y*=
= 100 egyenlet{i kérén, valamint az OA4 Atmérsji
k&rén, amelynek egyenlete (x—T)2- (y+1)% = 50.
Az igy kapott egyenletrendszer megoldésa »;, = 8,
yIFE 63 T, == 6, Yy == — 8, igY E;(Bi 6): Ea(,e; _B)'
A feltételnek két egyenes felel meg, az 4K, egyenes
egyenlete 4x-} 3y = 50, az ‘AF,; egyenes egyenlete
3x —4y = B5O. ST o

Dolgozhatunk paraméteresen is. Az 4 ponton &t-
mend m meredekségli egypnes egyenlete y+2 —
= m (x—14), ez érinti az x*+4y* = 100. egyenleti
kort, tehat az egyenletek éltal alkotott egyenlet-
rendszer megoldésa sorédn kapott masodfoku egyén-
let diszkriminansa nulla (12m?+ 7m — 12 = 0,

4 3 -
mlﬁ““;:m3=:*]- .

Dolgozhatunk vektoroklal is! Mivel 04 = 10 V2,
ezért OE,AE, négyzet; az 4tlok metszégpontja

- K (73—1). OE,;= OK—i—KEp ahol O-K———(7§ - 1), .

.8 ennek paﬁi‘biv irﬁnyﬁ'ﬁﬂ""-us elfurg_fai;;:}ﬁfja. 1&1#
= (1; 7), igy OB, = (T;—-1)+(1; 7) = (8; 8),
E,(8; 6). Hasonléan OFE, = (7;—1)+(—1, —7) =
= (65— 8), B, (6;—8). - B

4. Az elsd egyenlet gyskei 3—¥Y9 — ¢; 3+ Vo —a,

‘a mésodiké 8; 16. Mivel 3+ V9 — ¢= 0, ezért a mér-
tani sorozat négy tagja koziil hArom' biztosan pozi-
tiv, igy a negyedik is az; tehat, 3—,}’9 —e= 'Qf, azaz

V9 —c=3, 3+V9 — c=6. KEzek szerint aw elsd

egyenlet gyokei kige};bek a2 m&quﬂg _egj;rg:}lat gy.'_s-"

keinél, a négy elem névelkvs sorrendben: 3—V8 — e,

3+V9 — o, 8, 16.. Igy a slprqza,t._j_;m;iﬁrégqgsa.:',_z_,? 68l

(34 VD — ©)-16 = 82, amibsl ¢ = 8./ Ekkor a2 elsd.

egyenlet gyskei 2; 4; azaz ¢ = 8 valgban megoldés,
.5, Ha R=7r 68 0=2ca =180°, akkor az alakzat '
: S, (Hogyan ?) 'OF =~

v N -

egyértelmiien megszerkeszthetd, ( ‘ =
Mivel egyrészt KO = RK-—or;:

=R, HK = KC = .
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6. Az egyenld egyiitthaték moédszerével kapjuk,
" hogy (¢+3a)w = 2-+ab és (4+38a)y = 8—2b. Ha
4

i

r

méaserészt KO =

- , ezért R—r = — y T o=
Bin & . Bina
gin &
o 14 ene )
E.v-"‘"
A B
K

»

a = —3° akkor van megoldds, egy megoldés vaﬁ;

2+ ab 3—2b ' .4
4—|—3r:.p' v =

akkor az egyenletrendszer a kdvetkezdvel egyen-
értélelis : '

g megoldés x =

3 2 3
b = =
. Y P
Bz—2y = b.
4. 3 . .
fgy ha o = - és b;ﬁ;, aklkor nines megoldés.
_ 4 3 ‘
Ha a = — Y és b = ; , akkor minden olyan =, y

) ' 3
szhrmpAr megoldés, amely kieléziti a 3x—2y mz;

1 - 1 i
egyenletet. A megoldédsok z = 25+-2—. v = 3t alak-
ban frhatdlk, ahol ¢ tetszﬁieges valés szam.

7. Az alakzat egyérfelmiien megszerkeszthetd,

{gy van egyértelmi megoldés. (Hogyan végezhetjiik

el a szerkeaztést?) Jelslje 2a az egyenld oldala
hAromszdég oldalénak hosszat.
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A héromszdg teriilete ekkor T’ = a? V3. Az APD
derékszdgii haromszigben FPD = a V3 — 1, gy

. : 3 +V1b6 ,
(@¥3 —1)24a? = 4. Ebbdl a = V3 + (a mé-

) 4
' : 94-3V0
‘ Bi!#,gyﬁk negativ), a? = .,..__.,.é,.ii:_’ 8 1gy
.' Va
T = —(9 +3Y5 ).

¥

Dolgozhatunk trigonometria alkalmazasival is.
Az A PC hidromszdgben ismert két oldal és a nagyob-
bikkal szemldzti ACP szdg, ami 30°. Igy a sinus-

-1
tétel két egymas utédni alkalmazdsdval sinz = -I

> 1
a=2 gin (x4 30°) = I (V15 +ﬁ), mivel cosxz =

Vib
4

.Vagy:a = 2 cos (BO°;m).

8. 24y*=— 22+4sin’z, gy 4y? = 24sin?x. Mivel
]/5:_:0, ezért csak cosx=0. ¥ =cos®zx, 1l—y =

= pin?zr. Ezt a mdésik egyenletbe behelyettesitve és -
rendezve: 4y2+y_— 83=0. ¥y nem lehet negativ,

V3

3 .
ezért y = i igy cos’ :.r-a:() miatt cos x-= =g T =

= :|:—+2Ln, ahol & tetszdlleges egész SzAm.

Az egyan*aurendszert kielégitd szé.mpé,rok

'(m =+ ﬂkﬂ--g-]
Iy)_ 6+ 94: -
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M. X,

1. a) Alakitsuk 4t az egyenletet:
(#—1p (£+3)*—(x—1)* (=+2) = O,
(z—1)*[(z+3)2~(z+2)*] = 0O,
(z—1)% (2z+B) = O.
Az egyenlet megoldésai: @, = @, = 1,33 = —2,56.
b) Alakitsunk szorzatté: d

WE-n 041
(V7 -2) (3—Vz)

-

Mivel Yz + 1= 0, ezért az egyenletnek nines gydke. - |

¢) Az egyenletnek nines gyodke, hiszen ha 14

: 2co8:x
4- cos 2 = 0, pkkor cosz = 0. Ez a ———=0

' CO8 T~
alalkb6l j61 1athats. :

2. A szerkesztés vizsgélata sorédn kideriil, hogy
négy megfeleld trapéz van. Legyen EC = z és
FD =1y. ] IR .
Ekkor % ==.132—-12% = 52, «© = +£5; #* =’\1.53—
~122 = 92, y= +9. ElSjeles szakaszokat figyelembe
véve Eoz = 5, EC’l = '_'5, FDI = 9, FD: = '—.9"
A négy trapéz AB-vel parhuzamos oldala: D,C;, =
= 20—(9+5) = 6 ecm, D\C, = 20+5—-9 = 16 cm,
= 34 cm. A megfelels trapézek terilete: 156, 216,
264, ill. 324 cm?. . . . B

B9 F g D=0, C, . C=C,
Y O\ Es 7/

15 12 15 o\ 2 A3

A ! 20 ' B

3. Az adott egyenlet @< 2 esetén pontosa,ﬁ méasod-
foka. - ) - ' :
a) A két gysk akkor és csak akkor egyenld, hg, az
egyenlet diszkrimindnsa nulla. Mivel D = 16 (a—1),
ezért a = 1,sekkorz, = z, = —1. :
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b) Mivel minden megengedett a esetén

a—2 .
a=-2 . ]
akkor a két gysk egymadas reciproka.

' T Y i 4 | :
_4.-Mi‘vel_ [m+?]+(?— ).'m ?, ezért

cos (E-—m = sin (m‘+~£ Tgy sin |2+-—— _ L
3” 6 = gy 6 2-

2mx
T = 2ng vagy T = -—3—+2nn,

@y, = = 1, ezérti ha a=1 és a=2,

(Ha alkalmazzulk a sin («+ f)-ra és a cos (a— ﬁ);ra,
megismert azonossagokat, akkora '
¥3 . 1 1

. _2'_51]1 rf—cCcoBT=—="""

" ‘| -
) . I 3 1
egyenlethez jutunk, amely sin (a:«-b-) =~E~ alakban

! 6
is irhaté. . _

5. Az A pont nines rajta az adott egyenletid befo-
gén, igy a B pont van rajta, tehat B(6; 4). A mésik
befogh egyenese atmegy az 4 ponton, az eléz
befogé egyenesére merdleges, igy egyenlete z—y =
= —4. A derékszdgii csticspont C(3; 7). A két be-

fogd hossza: 4C ='5Y2, BC = 8 V2 egység. A hé-
romszég teriilete ¢t = 15 teriiletegység. - :

6. Legyen o7~y =z, z=0. Az elsé egyenlet ekkor:
22+2z—2 = 0. Ennek pozitiv gydke 1; 2#v = 1,
z—y = 0, azaz r = y. Bzt felhasznalva a masodik
egyenlet a kivetkezs: 22T +Y .4 12T = 5,

' 2.(4%)2 —5-(4%) 2 = O, .
1 1 1~

Ha 4% = 2, akkor x; = —» ¥ = »had?f =-—, .
£ P | a ‘ 1 2 ‘yl = ! > . S .
kkor @, L . L |

a (s ) D e, Y S

of T2 T Tz 2

- 7. A szabdlyos héromoldali 'Qﬁla alaplapja sza-

bélyos hiromszsg, a gila esdcspontjinak mersleges -

vetilete az alaplap sulypontjaba esik. A gala ma-

- gassaga my = a-g- Az alaplﬁp éﬁlyw*on&lé.npk két-
’ ‘ 3

harmada %, a stalyvonal hossza ezért -;-a.. J elﬁljga b
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i ‘ : b2 3 2
az alapél hosszdt. Ekkor &* =(""‘) -1 ("‘””‘ } s

2 4
b mﬂE Az a.la.plﬂ.p teriilete £ = 52 ]/__ 3a%¥F .
. 2 ' 4 16
tm, 3a3
A gula térfogata V-—— 3 EE ‘bérfnga.tegyaég-
Jelslje m, a gala oldallapjanak a magaﬂsé.gé.t.
b\}* 13a* a
Ekkorm,Z=a*—§-—| = s Ty =——F 13.
2 16 -
bemn

A gla felszine: ¥ = 3.

Lal ﬁl (1 + +¥1 ) terﬂletegyaég.
. B.-A mmnuatételt a.]kalma.zha.t]uk o = a*—i—b*
—ab. Mivel ¢ = Ba—b5, ezért (ba—5)% = a®4+b%—
3a(8a— 3b) == 0. Ez utébbi egyenletnek eleget tavﬁ
legkmabb természetes szamok: @ = 3, b = B egynog.

Ig’y ¢ = T egysbébg. A hAromszdg t.en_ruletue- t = B‘V—ﬁ
tarﬁletagyx_aég-

M. X.-

1. Az alapon fekvé szog lagyen e, a két szar altal
bezart szég 2y, igy py = 909 —a. Az a hegyesszig,

3 igy 12 tge =—, tebdt t
——— cos T - =_=— e P =
sip @=or * =1y EE T TR TEY
+ _ 12
) 2#"’""" .
2 e 2 153 . 120

&)
1—§—
‘ 5
2. AKB szdg 120°, az AKB hiromszig egyenld
szhrd, AK — KB = 5 egység, AR = BY3 = BC.

A r&videbb 4M ivhez tartozé kdzépponti szég 60°,
igy a hozzﬁ. tar t-ozd MB.A keriileti szég 30°,
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az ABC szog igy 150°, sz ABC haromszog AC a.iﬁp— '
jan fekvd szogek nagysaga 15°. Az ABC haromszig
teriilete:

1 1 .1 76
I =-— «BC-8in 150°)=—+(8Y 3 )}o—=""=
5 (4B-BC-sin 150°) ICHED s i
= 18,75 teriiletegység. :

3. a) Az egyenletnek minden 0-tél kiilonbsz6 va-\
16s szam megoldasa. (Ugy is mondhatjuk, hogy az
egyenlet a megengedett szdmok kdrében AZONOESAE.)

b) Az egyenlet a pozitiv valts szdmok korében
azonossag. | ‘

_ ¢) Az egyenletben szerepld fliggvények csak po- .
zitiy x-ekre értelmezettek. Ekvivalens dtalakitdsok-
kal az (1g2x—3)lgx = 0 egyenletet kapjulk. Ha

g z = 0, akkor z; = 1;‘. ha 1gZzz = 3, akkor z, =

n;:l(}ﬁ vagy -zz = 10 ﬁ Mind a hérom gzam
gyoke az egyenletnek.

4. Az érintési pontok E, (—3; 4) és E, (—3; —4),
azérinték az abszcissza tengely P pontjdban metszik
egymést. Az OF,P derékszogl haromszég OF atfo-
géjdhoz tartozé nia%assé.g E\T = 4 egység, igy a
‘ ) 16 - 26

‘magasségtétel szerint PT'=—r, PO= 3

' 100
Az OF,PE, deltoid teriilete ¢ = ry teriiletegység.

by
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s .
Jeldlje o« az H,0P szdget. tga = 3 Az E,0OE, kor-

cikk kézépponti szdge 2« radidn, igy a korcikk
teriilete #, = r%«, ahol r = 6 és o == 0,93 radian,
gy t, = 23,3. A keresett terillet: ¢ = {; =l = 10
teriiletegység.

5. Az egyenletnek csak olyan zszém lehet a gydke,
1
amelyre 1 —8.97=0, azaz 3255*3" Az ilyen z-ekre az

egyenlet bal oldalan &l fliggvény helyettesitési
3 .
értéle 33’%3&-8' a jobb oldalon 4116 fliggvény értéke

pedig nem kisebb egynél, tehat az egyenletnek nincs
megoldasa. Ezt a kévetkezd médon is beladthatjulk:

Az egyenlet rendezése, négyzetre emelése, majd
Gjbéli rendezése utan a

9.(32%)242.32% = 0

egyenlethez jutunk, amelynek nincs gyotke, hiszen
‘a bal oldal mindig pozitiv.

6. Legyen BC = 3t, ekkor AB = 4i. Az FAD de-
rékszégi haromszdg egyenld szAra, ezért DF = 3¢,
8 igy FC = t. Legyen CE = z, ekkor FE = EB =
— 3t—x. Az FCI derbkszog@ hiromszdg teriilete
6 teriiletegység, igy to = 12 és 4 x? = (3t—x)%
ghonnan 6= 3 é8 = = 4 adédik. Igy 4B =12,
BC = 9. Mivel BE = 5, ezért AE = 13. Az EAF
‘sz6g cosinusét az F.AE hiromszogbdl cosinustétellel

szhmithatjuk ki. 4F = 9y 2, FE = 5;
162+169—256 172

cos o = —
18.18 Y2 26
D 31 F+ c

G:H\
+ |X
3t €
3t-x
45% 2o

A 4t B
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b7 A feltétel szerint be=0; = = d nem lehet az
\egyenletnel: gyske. A két oldal egyforma valtozta-
tdséval a feltételek mellett az adottal ekvivalens
x2— (a+d) z+ (ad—bc) = O egyenlethez jutunk. En-
nek q_diszlﬂ'iminénsai
D = (a+d)*—4ad+4bc = (a—d)*+ be, mindig po-
zitiv, hiszen be= 0 és (a — d)?*=0. .
Az adott masodfokt egyenletnek két kiildnbszd
gydke van, ha a gySkdk nem egyenldk d-vel:

1

Az atdt VB = 2d egyenletbél (a—d)*+ 4be =
== (d—a)?, ami a be=0 feltétel miatt nem teljesial-
het, igy az adott egyenletnek két kalonbodzd valés

gybke van, x; €8 Z,.

8. Azels8 szdm: 14104 ... 41071 =
= — (10%7% —1). A méasik: 2 (1+10+ ... +1071) =

(107 — 1). A két szim kiildnbsége:d =

1027 — 2.107 4 1 (rom—1y"_ (5. 20 =1y
=g QO =2 0T D =1 ) T U 01 T

= [(8(1 410+ ... +107"1)]% A kiildnbség négy-
zetgydlke tehét csupa 3-asbél 4ll.

- | ©|-

a (1 —a+a®a
1. K(a) = -
(@—1)* (1—a) (1+a) (1—a+a?)
2a?—-2a+ 2 =a(a+1)+a(a—1}—2aﬂ+2a—2_'
(1—a?) (a—1) (@—1)2 (@a+1)
2

at—1

A kifejezésnek nines értelme, ha a = 1 vagy a =
= —1. (Az 1—a+a? kifejezés mindig pozitiv érté-
ket wvesz fel. Miért?) K(a)=0, ha a?=1, azaz
a-=—1 vagy a=1, K(a) = 0 egyetlen a-ra sem
teljesiil, mig K(a)=0, haa?<1,azazha —1<a=<l.

2. Az ABD derékszdglti hiromszégben 4B =

= 2 V3 egység, igy BC = 8V 3 egység. A cosinus-
. tételt elkalmazhatjulk: . :

B2 = 108 4+12-36,b = 2 V21 egység.

84




C

3. A feltétel szerint &1+a2+“ .. 4+asn—1 = 8S.
Tudjuk, hogy @, = @y¢, @y == G395 - + - » 3In = agn—19-
ngysaz-i-a-ﬁl e F gy = (@t a3 F oo F O} =
= q- ' . ‘

4. Az egyenlet csak pozitiv z-ekre értelmezett.
Vegyiik mindkét oldal tizes alapi logaritmusét,
majd rendezziik az egyenletet: : .

2lgtz—lgz-1=03lge = 1,2, = 10 vagy lgz =

1 1 .
= X, = Mindkét gydk megoldasa az adott
2 Y10 | ‘
egyenletnek.

5. AB = r V2, AC = r V3. Két megfeleld harom-
szdg van. Az ABC, haromszog 4 casticsdnal fekvd
szbg 45°—30° = 15°-08, az ABC, bhéiromszdg 4
csticsdndl fekvd szdg 46° -+ 30° = 75°. ' :

Az ABC, héromszog terilete:
. 1 e
e l = —2' 7 V2.7 Y2 . sin 15°.

Az ABC, hiromszog teriilete:
1 |
ty = 5 V27 Y3 . sin 75°.
Mivel sin 15° = sin (48°-—80°) = —E(V‘a’ —1) és
| - 2
sin 75° = sin (45°+4-30°) = -V—:—(ﬁ +1), ezért
r

2 2 o
b, = % (3-VF) 65 t; = —(3+V3) terillotegysée.
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6. Mivel az F(4; 1) pont a kirén van, ezért r? =
— 16+9, r = b. Az AC egyenesnek (egyenlete
3z+4+vy = 13) az adott korrel két metszéspontja van,
az F ponton kiviil a C pont. A négyzet masik két
csticspontja B(7; 2), D(1; 0). Ezeket AC felezd me-
rélegesének (egyenlete: z—3y = 1) és az I kdzép-

ponti AF = Y10 sugart kérnek (egyenlete: (x—4)*
+ (y —1)% = 10) metszéspontjaként kaphatjuk.
(Dolgozhatunk vektorok alkalmazésaval is. Ho-
gyvan?) '

. 1)\2
7. Az egyenlet diszkriminénsa D = (Ea—-g] +

8 : .
+-§=-‘ 0, igy mindig van val6s gydk. Mivel =, + x5 =
= b —3a és zyx, = 6 — Ta,ezfrt e P (m'i+':c2)’ -

8y2/ 53 .
3a—— +*~9—.Eza.kkor

— 2,7, = 0g2—18a+13 = 3

: ' 8 8
a legkisebb, ha 3a~——5# 0, a= E. .Aog‘yﬁkﬁk négy-

i
: 53 :
zetdsszegének minimalis értéke -*9—.4(.5. 9a? — 16a +

13 mésodfoka filggvény abszolat 6261886rt8k6t
differencidlszamitas alkalmazaséval is megkaphat-
juk. Hogyan ?)

8. Hosszabbitsuk meg az 4 BC haromszdg C4 ol-
dalit az 4 ponton til AD = AB = c-vel. A DBC

: : 1
haromszdg D csticsénél levd szdge 90° — —E(ﬁ +v),aB

Lo . 1 ’ :
caucsanil levd szige 90°+§ (B—v)- A DBC harom- )
" szbgre alkalmazzuk a ainuatétélf'ﬁ ' o
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i
sin (90°+4—(8—%))

a . 1
sin (90°——(6+7)).
cos (ﬁ*-—ui] cos— uosl+ gsin — 8in A
2 2 2 2 2 2
| CoB (ﬁq-i Ccof — COoB8— —B81ln — Z1n *-:li“
2 .2 _ 2
» ‘ -
1 ' , 1+tg*§" tg?
Mivel cos — cos——320, ezért 2 = - : ,
: . 2 ‘2
azaz va.léban 3 tg--ﬁ— t.g-jé* = 1. )

M eg_gegyzés A kuzéplsk{ﬂ&l torzsanj'a,gon talmend -
eszkozoket felhasznalva més meguldé,aokat is ké-
sz.thetﬁnk

1. Jelsljiik a szokdsos mﬁdnn s-sel @ hé,romszug

félkerﬁletét, o-val a beirhaté kor sugarét. Ismeret@a* -

sek a kévetkezd osszefliggésel:

B . e y 0. o
tgp——= tog——= = ps = ’
By =y By T ¢

= Ys(s—a) (s—Db) (s—c¢) -
B . ¥ o?

Ezekbél ¢ = =
€y 85~ (s—b) (s—0)

o? s* (s —a) ) _a—a_ f.:r-{-ja‘—q, '_
Lﬂ (s—a) (6—b) (s—e) & - a+bdo
~a+2 3 - SRR

2. A hAromszdgekre érvényes osszefﬁggés a tan-"
genstétel:

1

S

t-, ——
a—b g 2 |
- at+b  a+f
tg 2 2
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. CAB < S
A BC—'D hé.rnmszugban C‘DB -c:.‘,{ —?"+_ 2

CBD <= ;3+-é—. A.OD és BC oldalakra &lkalma.z;va. o
2a felhaszné.lésﬁva.l- .

f)
iz

) . af =

a tételt, CD = b+c

1,1{[

T

o w
| \t. .

Wit
il \gn
I|IMl|||p‘
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