A szobeli feladatsorok megoldasai

BINRTERARTIR
M. 1.

a8} Az an® — Bbx 4 e = 0 egyenlet két gySke aklkor
&5 caak aklor egyenls, ha az egyenlet diazkriminédnsa
nulla, azaz 9% —4a-9e = 0, tehédt &% —4dac = 0,
ami azt jelenti, hogy az azx*+ bxr-+te = 0 sgyenlet
diszkriminédnsa is nulla, tehit az egyenlet gydkei
megegyeznelk.

Az Allitds megforditdaa igaz, hiszen ha az
arf 4+ br 4o == 0 exyvenlet gydkei epyvenlils, akkor
bBE —dae == 0, igy 05 —36ac = 0; az ax® — 3bx 4 Do =
= 0 egyvenlet diszkriminaAnsa nulla, tehdt gyokei
wvaldban egyenlilk.

b) Az y = 2% — a’x egyenletii gﬁrhu' egy o, pontji-
ban az 6&érintd iranytangensét az f(x) = 7 —a®x
fagevény derivalt tuggvenyénak x, helyen vett
helyettenitéai é&rtdéke adja. Moat [f(x) = 3z% -
— e R, == f‘(O) w2, TRy = f"(a) = DgZ. § I két-
érintd pontosan akkor merdleges egymasra, ha
FyT7ty = — 1, Most —2at = —1, at = - Ykat
ER 1 .
== 3 vagy a =

vz vz
RE. 2.

8) Legven n lc_,gktﬂehh oldal o, a leghosszabb oldal
e, akkor e=3a. A £ = 60°. A kdzépsd oldal b, a
coginustételt allealmazhatjulc.

&% = Ba® } a¥ - 2.3a-a-cos 60°,6 = af 7.
A b oldalhoz tartozd azdglelezd

= #a. (Hogyan hatarozhatja meg?)

A keresett ardany: = VZ_
3Y3
b)) Az adobt fliggvény as & = 1 helyen nem értel-
mezett. Minden mas & értékre értelmezett és ezekre
azxz-ekrey = 24 2F. Azry = 2T figpgvény grafikonjat
25 wvektorral eltolva kapjuk az v — 242 fliggvény
grafikonjat, figyelembe véve, hogy ©®=1. 2¥F4+2 = 3,
hae &= 0; 2342 — 4, ha = = 1, fgy a fliggvény a
4 értdket mem wesazi fel; 2F4-2 = 5, ha 2¥= 3,
x = log,.3.

RLL 3.

&)Y Készitaon Abrat! Az ABC ér az ECD haAromazi-
gekben BC = CD éa a megfeleld szdgek egyenldk,
hiszen ey Alldsvialk. Tgy 48 pirhuzamos & egyenld
EBEO-vel, nzaz A BOKE négyazég paralelogramma. Ezért.
az AOH hiromszdg egybevagsd az 4B hiaromszdg:
gel. Ax ACDH ndgyszdg ia Pnra.lnlugrnrnula (misrt 7)...

" A paralelogrammadalk Atlsi felezik egymdat, igy A D é_:s
BE az ACK hAromsazig egyv-egy snlyvonalegyenese,
tehit S valdban az ACKH hiromaziég atlypontja. |
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b) Nézziink meg clészér egy masik megoldéat.

. sin D cos & ’ -
Az apyvenlet = == - = 0 alakban irhatd,
) : cos 2z sln® . : T
ahol cos Zx =0, a8in m;-é({)- Innen a

gin Zx sin x4+ co3 Zx coa x = 0, nzﬁm
con (Z2x —x) = 0 ' -
egyenlethez jutunk, ennelk megoldasai asz

T o
€ == o -+ mrr sazamok, amelyek az adott egyenletnek

is megoldisai. A feladatban k&zslt megoldia dordn
elvesztettiik a gyikdket. Midért ? ) - . .

‘Mindkét azonossidg alkalmazdsa sordn szlbitettiik
a fliggvénvyek, értelmezdai tartomanyiat. A tg Z2x-nek

van értelme az x = ; 4= 77z ‘helyeken, a tg x-nek
b7 4
ninca! A etg > drtelmezett az o = —— 4 nrx helyeken,
1 . [
ax nem!

tg x

M. 4. L

a) Az x4 (2 —a)yr—2a = 0O egya{'llat diszkrimi-
nansa mnem lehet mnegativ, hiszen ID = (@ 2)%
4+-8a = {2+ 2)2=0. Tfgy minden a-ra van gydike az
egyenletnelk. - (Az  sredeti sgyenletrdl ,.lathatd™,
hogy = = a gydke, igy minden  a-ra van gyoki) .
Az egyenlet gydkei: =, = —2, 2y = a. A pgyikik
eléjele tehit o -= 0 eaetén egyezilk meg, a ekkor mind-
két gyvsk negativ. A gySkdk négyzetdének Gsszepge,
a4 4, nkkor a leghkisebb, ha a = .

b) A keletkezett forgastest két forgaskap kiilsnb-
Bége.
B,

~_
-\“\ C;‘:: -,

-

b

S

A nagyobb forgaskap BE sugari, 4F magassiei,
a kisebb COF sugarv, DF magassagii. A feltételek
miatt DE = KC ws ;,"2_— » BE — AFE = a- .T:,\fgg

Ve

132 0 a }* T,
a® (1 +ﬁ] I T (ngz) 7 FRE
BT . . T:\ Jew - SARC R ® o i

i T
V = — (5-438V2) térfogategység. ' '
1 N & '

M. 5.

a) Az z44=0 b8 22+ 3x—d = (z+ ) (xz—1)=0
epyvenlitlenségeknek egyiitt kell teljesiilniak. Az elad
megoldisa == — 4, a masodiké H-= — 4 vagy &= 1.
A fuggvény tehiét o= 1 eaetén értelmezett! Ezen gza-
mok kirében lg(v 4 4) —lg(xs - 4) (e — 1) = 1lg (&= 4)—

—lg (x4 4)—1g (z—1) = —1g (x—1). A adatt

C

{i '
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fliggvény tehat ¥ = —lg{x—1), ami =1 esctén
Gritelmezett. Vazocljulk elisz=dr az 7 =~ lg o grafikon-
jAat! Ha ezt tiikrézzilk az »-tengelyre, akkor a=
2 == — lgr o flhaggvény grafikonjat kapjuk. Rzt azx
z vektorral esltolva adddik a keresett grafikon:; Maa
sorrendben is ellkkészithetjuak-e a grafikont? Hogyan ¥

b) Ahhoz, hogy az adott egyenlet kir egyvenlete
legven, azxiikadgea, hogy az =2 .68 az ¥ egyiitthatdis
megegyvezzen, tehit a = — 1. Akkor az egyvenlet
valéban kiér egyenlete, hiszen az (£ —w)* 4 (y — )%

== 2u* alakbdl lithatdé, hogy a koér koézéppontja
{2 2e), B\]éﬂfﬂ r = |z¢| V2. Bzek a kirslk Atmennels
azx origémn &s kiézdppontjaile a=. i = < agyeﬂia‘bﬁ
egyenesen helyezkednek el. Ha a 7(2; 2) pont rn.j'ha.\
wvan a kérdn, akkor koordindtai kielégitilke a kdr
Jegrenletét, tehdat : : ’ o

(2 w)E A (B we)® = T
aznsr 2(w-— 2)7 = 2u*, (- :‘i)“—u.2 = 0, 2& = 1. A

‘korok kdm=ill tehéadt azs (v — 1)2 - (v~ 1)? = 2 megy At
a FP(Z2;: 2) ponton. . )

M. 6.

a) A sorosat (nn-—1). eleme a, ., == 2(7&—.1}-1 3 J—
= Zn-+ 1. Mivel a,—a,_; = 2, ezért az a sorozat

szambtani. a; == 2-14+3 = B, d = 2. A sorozat .elad
7 elemenek Geazegs: .

ﬂ -
S, = -E- (B4+2n-3) = n(nt+4) = it dn,

Sy Sat e o+ Sy e (1P 4 4) 4 (22 4-4-2) 4 - . - +

+(ﬂ=+4¢?l.):...—_(]“ 5'22 4 - . -+ﬂ=)+4(1_!_ 2" L '-|-ﬂ}
X - on(n+1)

= P TL(T&-}‘])(E?L—'—I)+4,‘_H_~E;—.— -
5 -

-*IE: 7e(re -+ 1)(2n - 13).

"b) Legven az a é5 a & oldalak altal kdzrezict E_cz':‘ﬁg
1. EBElkkor N '

1
% {(aZ+4 b2y o= ry ab ain 3,

a? — Zab sin 32 4 5% = 0. ) .
Osaszul el ' bitel az egyenlet mindkét! oldalat

[#~ - .
(b= 0). Ekkor - -re miasodfok( egyenletet kla.]_runh:._

ay= : e
_ — e 1 == 0.
[b) (2 r;gn ) 5 -+

fl-?.‘.:il'hék diszkriminansa I2? == 4(sin? 3 —1)." Mivel

sinZ 5 = 1, ezért D=0, azaz caak 12 = 0 lehetadges, .
vagyis siny = 1, 3 = 80° (sinyp = —1 mem ad
meégoldast), 8 ekkor a = &, tehét a mésik lkét a=dg

450,

M = 7 -
a) Alakitaunk szorzatth! Az egyenlet
(et = 4+¥3) (V2 coa 22— 1) = 0 alakban irhaté.

. 7T FE o T
Az egyvenlet gyﬁkai; o= --T_E —+7e7E, = + Ifq,_ﬂn?;‘.‘ ?

b) A két fnn&l_kﬁmﬁﬂ pnntja.-inﬁl{ abazciaszdit ax
egyvenletek altal alkotott egyenletrendazer megolda-
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su sordn kapjuk, #, = —2, z, = 1. A keresett terii-
let:

Y Ja '

-2
terﬁletegyéég.
T =.?[—£+2:vn—x—n]l = — i 4 Z— ~—1— -
2 33 2 3

-8 9 '
- {__2_4_'_ ?) = -; teriiletegység.

R"l.f“?i o &a ‘

a) Ahhoz, hogy az A, B, C ponﬁok egy egyenesfe
-essenek, szitlséges és elégacges, hogy az AB és a BC
vektorok pArhuzamosak legyenek. 4B = (4;4a+4),

BC = (l—a; 1—a). A parhuzamossig sziikséges és
elégeéges feltétele, hogy a

4 4a+-4

ha azl.
l—a l—a’

*

Ha o = 1, akkor BC = 0, a B és a-C pontok egybe-
esnek, a harom pont egy egyenesen van (2x—y = 2).

" Ha a1, skkor a = (0. A kézds egyenes egyen-
letex—y = 2.

(Az ADB egyenes egyenlete: (a41)z—y = 2.
A C pont akkor van ezen rajta, ha koordindtai
kielégitik az egyenletet, azazha (a+1) (4 —a)—2a—
—2 = 0,tehdta = 1 vagy.a = 0.) ‘

: @

b) A B pontban az AB-re allitott merdlegesen
vegyiik fel a D pontot gy, hogy 4B = BD legyen.
Az AA’B derbkszégli héromszdg egybevigd a
BOD hAromszdggel, hiszen megegyeznek két oldal-
ban (44’ = BC, AB = BD) és a kdGzbezart szég-
ben. (4’AB. és u CBD szogek merdleges szara
hegyesszdgek). [gy a C pontbdl a BD szakasz derék-
szégben lAtszik, tehat a C pont rajta van a BD at-
méréji kérskon, melyek az AB egyenes kiildnbdzo
oldalédn helyezkednek el. ' '

Beléthats, hogy C pontok mértani helye a B
Atinéréjt két kor, kivéve a B pont. (Lissa be!)
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M. 8.

a) Az 5xi+42ax—2a = 0 egyenletnek pontosan
aklkor van valés megolddsa, ha az egyenlet diszkri-
minénsa pozitiv vagy nulla. Ez most teljesiil, hiszen
D = 4a?+40a*=0. Az egyenlet két gyskének szor-
zata

2
. By = -
' . 2a?
A két gyok akkor egymas reciproka, ha — i 1,

s ez egyetlen a-ra sem teljesiil, tehit ilyen a nincs.

2a
- Mivel @, + s = — 5’ ezért akkor egymés ellen-

2a , \
tettje a két gysk, ha — "g' =0, a = 0 és ekkor

%, = 0ésa, = U,svaléban 0 = —0.

b) 1. Az 4BC haromszoget a CD szigfelezd két
haromszogre bontja. B két haromszig teriiletének
‘Ssszege megegyezik a bhdromszog teriletével. Le-
gyen

BC = a = 4z, AC = b = Tz. Ekkor
1 ' 1 ‘
?-4m-7mm-g-4w-/-ain45°+ -.2,*-7:nvj-ain45°

S 1§ S 0 VS 2
amlnxﬂzgy.g_.gya—Tﬁ, m4',2_.
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Dolgozhatunk az dbrdnak megfelelden is. EB. par- -
huzamos a CD szogfelezével, igy EC = BC = 4z,
EB.= 4x V2. Az ACD és AEB hiromszégek hason-
16s4gét felhasznélva 4z V2 :f = 1lz : Tz, amibdl
megkapjuk a megoldast. ' o
2. Szerkessziink egy olyan derékszogli hérom-
szbget, amelyben a befogék ardnya 4 : 7. Huzzuk .
meg' a derékszdg szogfelezdjét, majd a derékszdg
csticsabbl nagyitsuk vagy kicsinyitsiik a kivéant
nagysaguira. o

M. 10. o

a) Mivel z?+y® = (x+¥y):—2zy, ezért az elsd
egyenlet: | o L : .
132 — 22y + oy = 14:13 49,

2

E mellé tarsitva a mésodik egyenletet, a kapott
egycnletrendezer helyettesité médszerrél megold-
hat6. (Més médon is megoldhato! Hogyan?) Az
egyenletrendszer megoldasa: = = 9, ¥y = 4 vagy
=4, y= 9.

- :
b) Mivel sin (—2' —a::)= cos z é8 co8 (m—x) =

= - cos z, ezért a cos z= > egyenlétlenséget kell

megoldani. o . ‘
Vegyiik fel a derékszigli koordinita-rendszerben
az origd kozépponti, egységnyi sugari kort és ezen'

1 , _
Az E abszeissz4djil pontokat. Azabrardl leolvashato,

hogy az egyenlétlenség megoldasai:

<
R

-y
N
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7 ' B ) - '
—3'-' 4 Zlegr s ? + 2k, k=0,%1,...

Ha a koqrdméxta rendaaerben vézoljuk az y =
1 .
=cosz és az ¥y .,,; fiiggvények gra.ﬁkon;é,t, ugy '

szintén leolvashatd a megoldas!

M. 1.

.a.‘) Legyen az egyik szam 989 -z, akkor a masik
1 .
089+, aholx=0. (989: 2" 1978)

CA két szhmn szorzata: 9892 — 2. Ez klsebb vagy-‘ g
egyenlo mint 9892, Akkor a 1egn&gyobb, ha x* = () o
x = 0, s a két szdm ekkor egvenld 989-cel. . -

Dolguzhat.unk a ezédmtani és & mértani kézép
kozott fennalls egye«nlot]anaeggel is. lameretea. E

hogy

. .
}/a b= — (c: + b)), u,hul == () b= 0, eﬂ az egyanléseg

-

pontosan akkor iﬂl fenn, haa = b.

| 1978 ) 2
Legyen mosta+b = 1978. Ekkora: b= Py .

a-b pontosan akkor a legnagyobb, ha a = b, azaz .
mindkét Ssszeadandd 989. .
Mis médon is dolgozhatunk. Hogyan?

. 3 ' ) ' .
b) Ha az adott feltétel (tg 2 = -E-] és a meg-

hatérozandé kifejezés (cos 2z, sin 2x) kozott kbzvet- .
len azonossdg ismeretes, akkor ez alkalmazhatd.
Most igazolhatéd, hogy
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3«
2. — *
fgy sin 2 2 12
EY 8In «x = == g
- . T 13
’ ‘ 1+ —
4
9.
. ] — —
' 4 b5
COB8 2x = = - —, —
9 13 A
14+ — .
4

" Ha kézvetlen azonopssigot nem ismeriink, akkor
azonossAgok sorozatos alkalmazésaval és a fliggvé-
nyek értelmezésébsl adédé vizsgélattal dolgozha-
tunk. R .

Ismeretes a

' . kS

sin ¢ = =+ s TFE “é‘ + kr,

azonossag, ahol a + illetve a — elSjel attsl fiiggben

szerepel, hogy sin « és tg z eléjele megegyezik, il-

letve ellentétes-e. (Vagy mégsem eléggé ismeretes

az azonossag? Nézze meg a flggvénytéblizatot!)
i .

: 7T
Hasonléan cos z = c o — kn.
LS50 \ + ﬁ;—tg_ﬂﬂ; y TFE 9 +

Most cos 2x = cos? x— sinfzx= —"7-" —
: o : 1+tg® =
tg*x : 5 - -
- = tehdt cos 2x = -— -
L 14tgtm - 13

Mivel sin 2z = 2 sin z cos z, ezért a sin z cosz
" szorzat. eldjelét vizsgaljuk a feltétel alapjan.

N ) 3 7T T ,
Ha tgo = rY &kkor: +hkr=x= ry + k.

!

IS A
X
wuls
- K ) -
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. T n
gy vagy ” +2kn<xz< Y + 2k, 5 ekkor sin x>0,

B ‘ 3x
cos z=>0, vagyT + 2kn<z=< ry + 2kn, s ekkor

‘ éf.in x<0, cos x=0, azaz - mindkét esetben
sinz cos z=0. Most tehdt sin 2z=2sin x cos z=
‘ tg x 1 12

Virie=s . Vlitgs 18
M. 12.

- a) Legyen az egyik pont (4) titkdrképe e-re
A’. Az A’B az e egyenest E,-ben metszi. Legyen
E, az e egyenes tetszoleges, ,-t8] kiilonbdz6 pontja.
Az AE.,B héromszég keriilete kisebb, mint az
AE,B héromszdgb, hiszen AE,+E.B = A’B=
<AE,+ E,B. (A hiromszoégegyenlStlenséget alkal-
maztuk.) Igy a lehetséges haromszogek kozil az
- . AE.B keriilete a legkisebb. - x

{Mi van, ha a B pontot tikrozziik ?)

b)‘A rombusz teriilete a két 4t16 mértékszaméanak
-szorzatéval egyenld. Mivel AC = 10, ezért a méasik
‘atlé BD = b egység. A B és D pontok az atldk

S . : 5

F(2; 4) metszéspontjatél ; egység tAvolsagra van-
nak és a.z;AG szakasz felezb merdlegesére illeszked-
'nek. E felezd merdleges egyenlete: 4z 3y = 20,
" Az elézbek alapjan B és D rajta van az (x—2)*+

' C 25 :
A (y—4): = —é- egyenletii kérén. Az egyenletrend-
- szer  megoldasa révén kapjulk, hogy B(—zﬂ;ﬁ],‘

D(—-E ;’2).._ Dolgozhatnak vektorokkal is. Hogyan ?

P
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i, 13.

a) Ha o, B, y egy héromszdg szigei, akkor
a+f+y = 180°, p = 180°—(x+ fB). Igy sin p =
= gin (180°—g—pf)= sin (a+pf)= sina cos B+
+ cosa sin f. :

Ha sin ¢ = sin « cos f-+cos & sin B, akkor
§in p = sin (x+p), azaz p = a+ S+%-360° vagy
Y = 180° — (e + B) + %~ 250°,

Nem kévetkezik tehdt, hogy létezik olyan harom-
szdg, amelynek szogel «, B, ¥, hiszen «, f, y nem
biztos, hogy 0° és 180° kozé esnek, és az is lehetséges,
hogy &sszegiik nem is 180°, hiszen leket pl., hogy
y = -+ f,és e+ B4 ps£180°.

b) Legyen az alapkér sugara z em, a henger ma-
gassdga m cm. A feltétel szerint 2x%n+ 2zmm =
= 487, azaz z:4xzm = 24. A hengerek térfogata .
V(z; m) = a¥zm (cm?). Mivel zm = 24—2% ezért -
a vizsgdlandé fiuggvény, V(z) = zn(24 —2%), V(z) =
= 24xn—zr, ahol =0, A V(z) figgvénynek helyi
szélsé értéke lehet azon a helyen, ahol V'(z) = 0.
V(@) = 24— 3227, 5 ez z=0 esetén az » = V8
helyen nulla. A ¥’(z) derivalt fliggvény ezen a
helyen tGgy valt eléjelet, hogy 0<=z<)8 esetén
V'(2)=0, Y8 <z esetén V’(z)<0, tehit a V()
fiiggvénynek az z = ¥8 helyen helyi maximuma
wvan, ami egyben abszolit maximum is, hiszen ezt

a legnagyobb értéket szigorii monoton névekedéssel
éri el, s azutédn szigoriian monoton fogy. _

A 487 cm? felszini forgéshengerek kozil az |
— 16 .
x =}8 cm sugart és m = = = 2Y8 em magassé-

163

gt henger térfogata a legnagyobb.

M. 14,

a) Mivel a sorozatolk elemei pﬁzitiv azléﬂmok, ezért

“barmely elem a szEazédoa elemek mértani kdzepe.
ay= Ya,ag, b, =Vbiby 68 (ay+b,)2 = (a,+b,)(as+by).
‘a¥y + 2aby+ b2 = ayaz+ayby+biag+bby, -_
2a5b, = aybg+byag, |
2 V“L"'a_blba = “1b3+bxaa"‘ .

Hz utébbi egyenletet nullira redukalhatjuk, majd
teljes négyzetté elakithatunk. Az igy kapott

(}/at.lbs--—‘lf«13?.'1'1)2 = 0 egyenlet éppen azt jelenti,
_ -,]:mgy ‘bes == Cbsbl, C
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b) A sin o = ‘/1—0032 x azonossag ecsak olyan
z-ekre érvényes, amelyekre sin =0. Ennek alkal-
mazdsidval kapott ﬁ V1 — cos?x=cosz — 1 egyenlet-
nek mar nem lehet olyan gydke, amelyre sin x<0,
: . 47
tehét ennelk méar az z = T + 2k mem gydke.

Az egyénlat mindkét oldalénak négyzetre ginelésével
természetesen ismét visszakaptuk az elvesztett
© gy&két, hiszen helyesena | '

Y3 (£Y1 Zcos’z) = cosz—1 _
pgyenletet kellett volna irni, s ennek mindkét oldalat

négyzetre emelve szintén a 2 cos? x—cos z—1 = 0
_egyenlethez jutunk. A négyzetre emelés révén

 ‘olyan gydkoket is kaphatunk, amelyek az eredeti

. egyenletnek nem megoldésai, igy a kézslt préba

elvégzésére veldban feltétleniil szitkség van. (Az
- adott egyenlet més mdédokon is megoldhatd!
‘Hogyan?) :

k. 19,

a) Mivel 22—2x—8 = (z—1)*—4, ezért ha az
.z = y? figgvény grafikonjit a v = i—4j vektorral
- eltoljuk, akkor az y = 2?—2r-—3 fliggvény grafi--
"konjét kapjuk. ‘

L y: x%— 2:‘“‘3

Az y = 2% fiiggvény szigorian monoton nove-
‘keds. . Kzért 2%°<2?%+3 pontosan azokra az x-ekre
teljesiil, amelyekre z?=224-3, nzaz 2?—2zx—3<0.
Ennek megoldasa az abrardl leolvashaté: az egyen- .
16tlenség a — 1 <xz<3 feltételnek eleget tevd valds
z-ekre teljesiil. :

b) Az ADC és a CDB haromszdgek hasonldk.

Forgassuk el — az 4brédnak megfelelden - 90°-kal
anz ADC hiromszdget a D kérill, akkor sz 4°DC’

119



A "D M ON B

hiromszdget kapjuk. A hasonlésdg miatt a megfe-
lelé stlyvonalak, 4’M’ és CN, parhuzamosak, igy
a forgatis el6tt AM és CN merdlegesek voltak.

M. 16.
a) Az egyenletek nullara redukélt alakban adot-
tuk, igy felhasznaljuk azt, hogy egy szorzat akkor
és csakis skkor nulla, ha. valamelyik tényezlje
nulla. Egy kétismeretlenes egyenletrendszert megol-
dani azt jelenti, hogy meg kell hatdrozni az Osszes
olyan szampart, amelyek minden egyenletet kielé-
gitenek. Az elsd egyenlet egyik tényezdje, az
y*—y-+1 minden y-ra pozitiv (miért?), igy csak
olyan z, y szémpar lehet megoldds, amelyben z-re
az lg 2? = 0-teljesiil, azaz = = 1, vagy =z = —1.
Ha z = 1, akkor #*—6x+45 = 0, tehat minden
y=0 esetben az (1; y) szdmpéirok mindkét egyen-
letet kielégitik. Ha # = —1, akkor 22— Bx 50,
tehat lg ¥ = O kell, hogy legyen, azaz y = 1, s igy
az x = —1, y = 1 szAmpar is megoldés, é3 mas .

megoldés nines. : '

b) A feladat tSbbféle mébdon is megoldhato.
A P pont a kérén kiviil van, ezért két olyan egyenes ‘
van, amely 4tmegy a P ponton és érinti a kort.
Készitsink abrat! A P ponton étmend, az y ten-:

4 Ptzif.) |
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gellyel parhuzamos, z'= 2 egyenletli egyenes érinti -
a kért. (Miért?) A madsik érinté egyenes egyenletét
trigonometria alkalmazdedval keressitk meg. Jeldlje
o a2z OPB szoget. OP az APB szdg szogfelezbje.
A PAB szog 90°—2a. A keresett AP érintd egyenes
meredeksége m = tg (90°—2u) = ctg 2a, 8 tudjuk,

bogy g & = — = — . Fzbrt
D m_————'_‘zr
g7 W a= =7 _

1 -
. e —
m. = - = T = —, Az AF egyenes
2tg o 1 4 .
egvenlete: _—d = (v—2), = —p
8y Che 7 @y = ek

Természetesen m’;is mdédokon  is dolgozhatﬁnk;
Hogyan? - :

M"' 17.

. a) xz*—62x—16 =.(z+2)(x—8), tehat :n*-_'— 6z —
—16=<0 akkor és csak akkor, ha —2=z<8. _
Az y = log, gz fliggvény szigorian monoton cstk-
kend. - o ‘ '

. log,s (6z+7)<log, s(x*—9) pontosan akkor, ha

6x+T7=>0 éds a22—9=0 és Ox4T=>2"~0, azaz

B> — és |o|=3 és at—br—16=0. E- harom .
_ egyenlStlenség ag'yiiﬁt_ akkor teljesiil, ha 3=z -8. |

b) Készitsiink clomzd abrat! A feltétel szerint .
az ACB derékszdgli hAromszog ADB Atfogdjat a D

N

pont 1 :3 ardnyban! osztja, CD a derékszog szég-
felezdje. A C pontbdl tehat az 4D és a DB szakasz
is 45°-ban ldtszik, azaz C rajta van az AD és a DB -

szakagz 616 szerkesztett 45°-0s ldtszdszsgli kériven.
E kériveknek az 4B egyik oldalén (és a méasikon is)
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'egyetlen metszéspuntquk van. fgy lényegében egyet-- -

len. ilyen hiromszég létezik (illetve a lehetséges két

haromszég egybevags). Végezze ol a s.;erkasztésbl
‘A szerkesztést egyszer{ibben is elvégezhetjitk.

A D pont az 4B 4tmérdét 1 : 3 ardnyban osztja.’
A CD szégfelezb felezi az AB szakaszra allitott fél-
kérivet, hiszen az AE és EB ifvekhez egyenld (45%-0s)

keriileti szég tartozik. Ennek alapjan az F' D egyenes :

az AB 4tmérsji korbél kimetszi a ¢ _pontot.
a Dnlgdzha,t.unk még hasonlésaggal is. Hugya.n?

A szogfelezﬁ nszté.sa.la.ny tétele miatt CB : C-'.:'il ="

CEB . 3
BD AD_?- igy tgnc-—fﬁ--—_:i A hﬁ.rc:m-

| -a.fug hegyesszégen 71° 34’ llletve 18° 26’ a

M. 18.
“a) Lagy&n 5% = y. BEkkor ‘Eig,ra 24y — 5 )
1 1
5(y — b) [y+ -g]._ 5(5%5)(5’% ?]ﬂO- L
Mivel 6% minden z-re_pozitiv, ezért 5% =5 kell "hdg"y
tE].JEEiJ.l_]Dn Az y = 5% fiiggvény szigorian monoton .
ndvekeds, igy 5%=5 pontosan sakkor, ha: d=1 .

Az egyenlutlenaég megoldé,am az 1-nél ].-usebb valnﬂ K
szémmk. .

b) Az 4bra jelslése szermt a O pontﬂn é.t A BD

.

PR eLEde

Atléval hiazott pé.rhuzamoﬂ az AB egyenest E—‘nen . }

metszi. Ha AB = a és DO = b &kknr B.E = b

AR = a+b. . 1

. Az ACE hé,rc:-msm:g derékazggﬁ é.t-fngé;a két- K
szerese a hnzzéu ta,rbo.aé Bulyvnna,ln&k, ig'y Cf.l?'

A CGF derékﬂzog{i hﬁrnma.e;bg étfngé;a. CF, na-

gyobb vagy egyenls, mmt‘. a’ C'G befogéja, mely a

1
trapéz magassé,ga.. igy hoﬂs.m m: Tehat m ——r(c; +. b)

Az egyenléség csak aklor éllhat fenn, ha OF =
—= (@, azaz a = b, tehat a trapéz merlleges é,Llék-_
lm,l rendelkez6 téglalap, AZAZ négyzet. .
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M. 19.

a) Kxamelhet]izk - e:t

m+4rm 32)=0. . . - l

Az egyenlet egylk gyoke z, = 0, Az P 4}[——- 32 =0

Vxz:re mésodfokii egyenlet, gy ]/:c =4, 5= 15 o

vagy Yz = —8, aminek nincs megoldésa.

b)Mwel.AB 0B - 04 = (~2; —=8)~(- 4,1)'-
2'-4),DC (25 —4), ezerbanégyszbg AB és -

DO szemkozti oldalai pérhuzamosak -és eg’yenlﬂk ,-
& négyazog p&ralelogra,mma | ‘ |

= (8; 4). Az AB pomtiv irdnyad. 90°-of e].fépr-
| ga,totbja (43 2), pé,rhuza.mos AD—veI tehéut az'AB wéa:._'.-;':'f'
az AD egymésra. merﬁlegesek igy ABCD valéba,n A

téglalap

ke

B oeeEes 5 1 i wy = P B R By ]
T Sl BT S RS S J: P, S S I o e dRk
T i T T I T A T ~ o

"AB = V20, AD=2/%, a téglalap. mrm__eg-,é--’;-_,

= 40 temletegység .
. Az AC’ +BD = -iEF dsszefuggés mmden ABOD

pa.mlelogra.mmé.ra. éwényes U gyamg Ac =
=2 EG BD::::Z ED éa EO+ED 2 EF azaz va.lé
' 'ban AC’ +B D=4 E’F (Természetesen koordj‘né.;- o

" tékkal 18 belétha.té 8- két val-:t.or egyenlﬁséga

Hogy&n 7y
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b i ek 3 o ey e o e e

A ol winden I* pontjéra érvényes, a .Z-'-':i —FPB =
i — .
= PD—~PC egyenlSség, hiszén éppen azt lattuk,
—t =

hogy 4B = 0D, 6s PA—PB = AB,PD—PC — OD.
(42 ABCD négyezég pontosen akkor paralelog-

ramma, ha teljesiil a PA—PB = ﬁJ-P-E egyenlG-
8ég a sfk minden P pontjira. Lissa be! Ezt a felté-

e —h — —_— 1 — —
telt PA+PC = PR+ PD, illetve 5 (PA+PC) =

1 — — :
m-é'(PB-}-P.D) alakban {rva a paralelogramma &t-

16inekk metszéspontjira vonatkozd - sziikséges 6s
elégedges feltételt kapjul:!) :

M. Z0
® &'l T

2) Legyen a, = a, a sorozat hinyadosa ¢. Ekkor
a; = ag, a; = agtésa; = agd.
!

- a{l4¢®) = 52, }
—eg(ltg)=. —~ 12,

Az egyenlsteket eloszthatjuk egyméssal, hiszen

E#D: QF‘&O: q'?‘-‘—l- = '
colta)(l-g+g®) 13
ag(1+4gq) 3’

8¢%+10g+8 = 0.
Ha g = —3, ekiior @ = —2, é3.S; = —122, ha

1 122
g = "“-'g, aklkorg = b4 és SE g"é"’“-

_b) Az 4B és a BO fvek egyenl6k. Az ABC szog
derékszog. Forgassuk el 90°kal az O pont kéral
(az dbrdnak megfeleléen) o sfkot. A B pont az 4-ba,

PR

AN
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a C pont & B-bs mwegy u, ~ .. forgatdssal a Q pont

a P-be, hiszen a POQ szdg 90°. A forgatés 4&ltal a
BCQ hiromszig az ABF hiromszéget fedi le, tehat
a8 két hiromsz3g valéban egybevagé.

M. 21,

a) Az azonossigok alkalmazdsa &s az egyenlet
rendezdse utdn az
(a—B)r? — (a2 —b%)z = 0
egyenletet kaniuk. ‘ '

Ha g = b, aizkor minden  valés szém megoldas.
Haasb, akkeor '

oiz—(a+b)] = 0,

azaz ekkor a gyskék x, = 0, z, = a+b. A két gysk
egyenld, ha ¢+ b = 0, 68 ekkor Ty = 2z, = 0.

b) Ismeretes, hogy sia (7=~ x) = Bin x; otg (i;_ )
® .
'- =t.gm,ﬂ:;-‘-"§+%n;noa (Zn—2) = cosx; tg (m+a) =

_‘= tg z; tg (~E+m} = —otg %, rxnx; sin (—=z) =
= -— sinz.

Az f(z) nem értelmezett, ha tg @, ctg x nem értel-
mezett, és akkor, ha a nevezdben 4116 kifejezés nulla,

azaz T = ki;(k =0, +1, +2, ... ) kivételével min-
den z-ro értelmezett fiiggvény.

sinz gz Cco8 X 7
f{ﬁ) = - g . . = Ein T, mpﬁk . =
. tgx —otgz —sinz
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'Mr 22- .
a) Legyen a derékszogli haromszég atfogdja e.
: b b
Ekkor sin o = -E, sin f =—, tg « =E, tg B = —ba
c c b a
a?+b* = c% Mivel (a sing 4 b sin f)? ="
a? BN\ (o 4B2\2  [c2\® .
- (- (22 - o
¢c ¢ c c
a

. b .
ab(tg a+tg f) =ab(;+"'] = a®4 b%®=c? ezért ignz
- a

B bizonyitandé feltételes azonosség.

b) Egy kéttényezds szorzat akkor és csak akkor-
pozitiv, ha mindkét tényezSje pozitiv vagy mind-
kettd negativ. Mivel Y4?—16 nem lehet negativ
(miért?) és csak z*=16, |z| = 4 szdmokra értelme-
zett, ezért csak ilyen szdmokra teljesiilhet az, hogy
f(#) pozitiv. 2?—2x—156>0 akkor, ha z>5 vagy - -
@< —3. Az f(z) tehat akkor és csak akkor pozitiv, ha
T — 4 vagy z>5. L o

‘M. 23.

a) Legyen az A csticsndl az « szog. Mivel AP =
= AM, ezért az APM szdg 90°— % nagysiga.

Az APM szdg a beirhaté kér révidebb MP ivéhez
tartozé érintészara keriileti szdg, igy egyenld a -
révidebb MP jvhez tartozé MNP széggel, ami igy
hegyesszog, s ez egyben azt is jelenti, hogy az MNP
haromsz6g minden szdge hegyesszig. - ,

b) Viltozét tartalmazé kifejezéssel csak akkor
oszthatunk, ha az nem nulla. Lithaté, hogy azok
az xz-ek, amelyekre cos 2z = 0, megoldésai az
egyenletnek, hiszen ez esetben mindkét oldal helyet-
tesitési értéke 0. A cos 2z-szel vald osztédssal gyslks-
ket vesztettiink el! Az elvesztett gysksk:

20 7T T ir :
> T NDIT, & 4 +n 2 "

Célszerlibb az egyenletet nulldra redukélni, szor-
zattd alakitani és alkalmazni azt a tényt, hogy egy
kéttényezds szorzat pontosan akkor nulla, ha vala-
melyik tényezje nulla. :

5
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Mt 24.
: . |
a) Az ABC hiromszsg teriilete ¢ =?-4- 6-8in30° =

= 6 cm?* A BD szégfelez6 az AC oldalt a szom-
szédos oldalak ardnyédban osztja ketté, AD : DO =
= 2 :3. Az ABD és a BDC hiromszdgek B cstics-
hoz tartozé magassiga megegyezik, igy e hdrom-
szbgek teriiletének ardnya szintén AD : DC. Az
ABD haromszég teriilete tehdt az ABC hiromszig
terilletének kétstode, azaz 2,4 em?,

b) Ismeretes, hogy I/a_= = |a|, azaz megegyezik

a-val, ha a=0 és egyenl6 —a-val, ha a negativ.
Ezek szerint

3r—~5, haz=
V(82 —B) = |32—5] =4 ' |

5
_3'!
5—3z, h i
[ ¥ -,
X ax 3

\

o ’ : 10
A3x—b6=105,2= ?egyenleb gydke valéban z = '?,

5 ‘ . . '
az b —-3x = 5, z= 3 egyenlet 'gyoke z ="0. Ezt a
gyﬁkﬁt vesztette el a vizsgdzs!

M. 25.

a) A rombusz 4t16i mer6legesek egyméasra, s egy-
ben szégfelezdk. (A rombusz 4tléi természetesen
felezikk egymast, hiszen a rombusz olyan paralelog-
ramma, amelynek két szomszédos oldala egyenls.)
A rombuszoldala legyen a, a két &tlé6 2e, 2f, e= .
o2 = acos8 15% f = asin 15°. .
2e-2f = 4a? sin 15°-cos 15° = 2a? sin 30° = a?, ami
épp az igazolands Allitdst jelenti.

Dolgozhatunk egyszer(ibben is. A rombusz terii-
' 1 1
lete egyrészt a? sin 150°= ? a®, masréazt ; « 22.2f,

amibél a? = 2e-2f.

b) Az f(z) = x4 2x+a—10 pontossn -akkor
vesz fel minden z-re pozitiv értéket, ha a mésod-
foki polinom diszkrimininsa negativ. Ekkor ugyan-
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- i8 f(z)-nek nines zérushelye, s mivel f(z) grafikonja
az 2* grafikonjdbdl j vektor irdnyu, parhuzamos
eltoldssal kaphaté, igy negativ értéket nem vehet
fel. Most D = 4—4(a—10) = 44— 4a.. D=0, ha
a=11. '

M. 26.

a) Az a oldalhoz tartozé silyvonal legyen 3z, a b
oldalhoz tartozé silyvonal pedig 3y. Mivel .a hirom-
8zdg két silyvonaldnak metszéspontja a silyvona-
laknak a cestcstél tdvolabb esd harmadolépontja,
8 most a silyvonalak merdlegesek egymésra, ezért
ha ¢ a héromszdg harmadik oldala, skker cf —

: g . ©opr .
=427 4y2, "4— =% 4 442, -;- = 4x® 4 y2 Ez utébbi

két .egyanietbﬁl a*+4-b% = 20(z®+y?), azaz a?-+- b2 =

. 1 -
= 5c?, amib61c=V? (a?-+b2).

b) Az a, b, ¢ szédmok pontosan akkor egymaés utén
kivetkezd elemei egy szdmtani sorozatnak, ha
2b = a--e¢, Most : :

21g (2°—1) = lg 2+ 1g (254 3),
Ig (27~ 1)% = 1g 2(2%+.3)

ahol 2% —1=-0, azaz z= 0. Mivel (2% —1)? = 2(2% 3),

0zért 2?7 —4.2%—5 = 0, azaz 2% = 5 vagy 2% = — 1.

Ez utébbi egyenletnek nincs gydke (miért 1), az

elébbinek = = log, 5, ami az eredeti feltételnek is

' mfgfelel, hiszen ekkor a hérom szdm lg2, 21g 2,
3lg 2. : __ ' :

M. 27.

a) Ismeretes az a®+b3 = (a-+b)(a?— ab+b?) azo-
nossag. Az adott fiiggvény sz z = —2 helyen nem
értelmezett. Minden més & értékre értelmezett éa
ezekre az m-ekre y = xz?—2z+4. Teljes négyzettsd
kipgészitéasel y = (x—1)2+3. E tiiggvény grafikon- .
j&t az y = z? grafikonjinak i+ 3j vektorral valé
eltoldsdval kapjuk, figyelembe véve, hogy =3 — 2.
Mivel (z—1)*=0 és a 3 &llandé, ezért a fiiggvény
az z = 1 helyen veszi fel a legkisebb értéket és ez &
minim4élis érték 3. '
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b) Legyen E, illetve F' a giila alapja két szem-
‘kdzti oldaldnak felezépontja, O a giala esticsa, P az
alapnégyzet szimmetria kézéppontja. Az EOF sik
a gala szimmetriasikja. E sk az EOF égyenlbszart
haromszdget metszi ki 8 galabél. Mivel EF — 10, az -
EF oldalhoz tartozé silyvonal 5, ezért HOF egyen-
16széri derékszégit hdromszdg. Ha a négyzetes
oszlop alapéle a, akkor magassaga (oldaléle) 2a, igy
az Abrdbdl leolvashatsé, hogy EF = Ba. Sa = 10,
a = 2 cm. A négyzetes oszlop térfogata V = 4.4 =

=1 15 ﬁma. -
0
~a
2 5 [2a
?) 2a S 2a
E"_""_ 5 ¥ 5 ol

M. 28.

a) Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha vala- -
melyik tényezbje nulla. Egy kétismeretlenes egyen-
letrendszert megoldani azt jelenti, hogy meghaté-
rozni az Gsszes olyan [(z, y)] szdmpért, amely min-
‘den egyenletet kielégit. . '

Ha y = 0, akkor = = ¢, a.h 1 ¢ tetazdleges v;aléxa
szam, hiszen y tényezéként z%ndkét nulldra redu-
kalt egyenletben szerepel.

Hea z = 0, akkor ¥ = 0 (ez mar az el6z8 megol-

LY

dasban is szerepel), vagy 124-8y = 0,azazy = 4.
Ha z+06ésy>0,akkora
2z — 3y = 12, }
dxr+ 3y = 18
2.
egyenletrendszer megoldésa v = 5, y = — —, az

3
adott egyenletrendszernek is megold4sa. :

b) sin f = sin[(a+pB)—a] = sin (x+ ) cos et —

— cos («+f) sin a. .

Hasznaljuk fel a feltételt és rendezziik az egyen-.
letet: 2 sin o cos (a+p) = sin (x+ §) cose. Ebbé}-
‘mAar cos & cos (a+ f) (5%0)-val valé osztéssal vals:
“ban & tg (e+f) = 2 tga egyenlet adédik.
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‘Mn 2@.

a) A feltételeknek két egyenes felel meg. Az egyik
pérhuzamos az AB egyenessel, ennek egy irdny-

1 — .
vektora v = r AB, igy egyenlete x— 3y = 2—15,

z—3y = —13; a masik Atmegy az 4B szakasz’
F(2; 3) felezSpontjin, ennek egy irdnyvektora

vy = ; IT'FP = (0; 1), igy égyenlete T = 2.

Felhasznaltuk, hogy minden olyan egyenes, amely
4tmegy az AB szakasz F felezpontjan, az 4 és a B
pontokbél egyenlé tavolsagra van. Minden olyan
egyenes, amely AB-vel nem pdrhuzamos, és nem
megy 4t az F ponton, A-tdl és B-t6l kiilénbozs té-
volsdgra van.

b) Tudjuk, hogy cos (x—f) = cos « cos B+
1+sin « sin B. Az adott egyenletet cos 3z cos 2z+
+8in 3z sin 2x=0 alakban irva, kapjuk, hogy

cos (3z—2x)=0, cos z=0, tehat = = —Z—-j:'nn, ahol

n =0, 1, 2,... Az adott figgvény tehat az y =
=cos = figgvény, amely a. legkisebb értékét, a
—~1-et az * = = 714 2nx helyeken veszi fel.

R, 3%,

a) Ha az o?+px+q = 0 egyenlet két gyske z, 68
x,, akkor p = — (z; +,). Tegyik fel, hogy az adott
egyenletnek vannak gydkei és ezek &sszege (— 16)..
Ekkor a? —24a+ 160 = 16,azaza = 12. ‘

Valéban, ha a = 12, akkor az egyenlet z2-F 16+
415 = 0, gydkei @, = —1, z, = —15, & gyokok
Ssszege (—16), Az egyenlet gyoktényezds alakja:
(z+ 1) {z+15) = 0. . o

b) Legyen az ABC hiromszogben BC = a, C4d =
= b, AR = ¢, a szemkozti szdgek &, f, y. Tudjuk,

. hogy ¢ = 2R sin y, tehat RY2 = 2R sin y, sin p =

2. .
= -;-Innen p 45° vagy 135°, de a= 75% tehat
y = 45° s igy f = 60°.b = 2R sin 60° = RY3

a=2R sin 75°= _"'_(1—[—}"3_ , hiszen sin 75° e
Ve

. 1 3 ] A
= §in(46°+30°) = —— (Lz__ + -*]

yzle 2

(A hiromszidg szogeit elemi aton, trigonometria

alkalmazase nélkiil is megkaphatjuk. Hogyan?)
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M. 31 :
L] 2
a), Végezzink a nevezdben teljes négyzetté kiogé-

. Mivel a 2 allandd, ezért

szitésb! y=2-
C (x4 2)%+3

az 0sszeg akkor a legkisebb, ha a leg-
: (x42)2+3
nagyobb. B tért szdmlaléja pozitiv dllandé, s a ne-
vezGje is mindig pozitiv. A tért akkor a legnagyobb,
ha nevezbije a legkisebb. Ez z = —2 esetén teljesul.
Az adott fiiggvény tehdt z = —2 esetén veszi fel a

5
legkisebb értéket, 8 ez a minimélis érték -3—

b) Legyen a héromszdg hegyesszogil. Ekkor az
AB oldalhoz tartozé magassag legyen CD. Az ACD
és az MBD héromszogek egybevagék, hiszen a a,
illetve a B csticsnél levd szogek egyenldk (merdleges
szari hegyesszogek), az atfogdjuk a feltétel szerint

: A 675

szintén egyenlé. Ezért BD = CD, azaz a CDB ha-
romszég egyenld szérG derékszégl, igy az ABC ba:
romszog B cstcsanal 456°-08 pzog van, mig a masik
két szdg 67,508,

Ha & haromszog toﬁ:paaz&gﬁ, akkor a hdromszog
szdgei 135°; 22,56°; 22,5°. Lassa be!

M., 32. |
) Mivel —a=0 és —b=0 kell, hogy teljésiiljon,
- ezért a=0 és b=0, s ekkor valéban abz=0. Az egyen-

let mindkét oldala csak nem-pozitiv a és b esetén
értelmezett. Mivel mindkét oldal nem-negativ, ezért

’elegend& belatni, hogy a négyzetﬁk'egyenlﬁ. (Y ab)?
= ab; (Y =a-V =B) = (Y =a)*-(Y =By = (-a) (~})
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= ab, ezért az egyenlet a nem-pozitiv a és b szdmok .

korében valdban azonossag. .

Ha a=0 és béO, akkor Yab = Ya-Vb, igy ha
ab=0, akkor Yab = ]f[a]-ml L

b)Az f(z) = 23— 32?+ 2 fiiggvény minden x
pontban folytonos, f(x) = 0, haz = O, vagyz = 1,
vagy = = 2. f(z) = 8x®— 612, amit érdemes szor-
zatté alakitani, hiszen ha f'(x) egy szakaszon pozi-
tiv (negetiv), akkor azon a szakaszon a fliggvény
szigorian monoton né (fogy). Mivel /() = 0, ha

1 - i 1 .

T = 1= = 1 — ezért Nz =

1 1 }/3— Ly + ﬁ (=) ‘
=3(x—x,)(x—2z,). Ha — o <z=<z,, akkor Flz)=0,
/(z) szigoriian monoton né, ha =, =x<=x, akkor
() <0, f(z) szigortian monoton fogy, ha z, <=z o,
akkor f'(z)> 0, f() szigoran monoton né. Ha z =
==z, akkor f'(z) = 0 és itt f'(x) pozitiv eléjelrsl

negativra valt 4t, igy itt a fliggvénynek helyi maxi- -

mums ven, ha z = z,, akkor f'(z) = 0 és itt f(x)
negativ eléjelrSl pozitivra valt at, igy itb & fugg-
vénynek helyi minimumsa van. -

w I
W =3P+ 2x

M. 33.

a) Az adott fiiggvénynek értelme, vaﬁ., he a
ctg = fuggvény értelmezett és nem nulla, -‘azaz
sin 270 63 cos x=0. B kettd egyiitt akkor teljesiil,

JT B ’ ’
ha :n;é,n-?, ahol n tetszéleges egész szam. Minden

megengedett z-re |
cos x+ctg x  (1+sin x) cos z .
‘ : = : = l48ln
ctg COB @
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Az f(x) fuggvény az z = ﬁ% kivételével minden

z-re értelmezett, és ezen z értékek esetén grafikonja

egybeesik -az l+sinz fiiggvény grafikonjéval,
melyet a sin x figgvény grafikonjabdl a j vektorral
vald eltoldssal kapunk. A fliggvény egyetlen helyen
sem veszi fel a nuila értéket, hiszen ha sinz = —1,

x = §+2k;-z, akkor a fiiggvény nem értelmezett.

b) Az ax—y = a® egyenletii egyenes akkor és csak
akkor érinti a 4y = z* egyenletli pgrabolat, ha az
egyenleteik altal alkotott egyenletrendszer megol-
.désa soran kapott mjsodfokn egyenlet diszkrimi-
nénsa nulla. Most az egyenlet 2* = dazx 4aZ, ennek
diszkrimingnsa minden o esetén nulla, igy az adott
végtelen sok egyenes mind érinti a parabolat!

M. 34.
a) A kifejezés (z—y)(z—2y)(z+2y) alakban ir- -

haté. Ha z =y 68 2z24y? = 12, akkor =, = 2,
y, =2 vagy %y = —2, Yp = .—25: ha z = 2y és

4 2
2x2 4+ y? = 12, akkor 9.73"—"V'——: Ys = 5 VOBY ¥y =
. X 3 V3

$ 2 . -9y b8 2?4 2yt =12
= — ==y, =— =3 ha T = — x =
T A
4 2 4

akkor =..V'—§. Yg = — V—B—v&g}f% = ‘_ﬁ:‘yg =

i

2
=
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Az elsé egyenlet grafikonja harom, az origbén At-
haladé egyenes, egyenletitk z—y = 0, -2y = 0,
z+2y = 0, a masodik egyenlet grafikonja ellipszis.

b) Tudjuk, hogy 7 kizelits értéke szdzad pontos-’

; b

I I Lo P 33_‘,
saggal 3,14, Ezért Efz 3 <=7, tehidt sin 3= 0,-‘-2-- e

= 5,2=27, tehdt sin 5,2<0, azaz sin 3= 8in 5,2.
¥ ‘ I ; - - N ‘ I
‘ |

M. 35. o

a) A beirhatd kér kézé‘ppnnt.jﬁﬁ a hegyésszt‘;‘:gfi, :
csticsponttal &sszekdtve a haromszdg, belsd szég-
felezdjét kapjuk. Az o« szoggel szemkdzti befogd |

* ’ ) ‘a. L : &l .
hossza a[coa [-15“ -— ?) + sin [4:5"'-~ ?)) gy

1 I o A .;'h...,‘:.-”,,‘.‘..;:
T = — a?]cos [ 45° — — gin {459 - —| | ctg a.
2 [ [ 2]+ ( 2]] & |

o ' o1 - o " !
Eza kifejezés egyszeriibb, Eﬂ“ cos & c-tg—g-" alakbanis

felirbat&.‘ Hogyan 7"

. b) Az egyenld széri érintStrapéz szimmetria-
tengelye kdrili megforgatisaval csonka kup kelet-
kezik. Legyen a fedSkér sugara r, akkor az alapkér
" sngara 2r, igy egy alkotd hossza 37. (Miért?) Az r és
2R befogdju, 3r atfogdjn CED derékszdgh harom:
szdgben a Pitagorasz-tételt alkalmazva r*+ 4R* =

2

J | :
= Or2 azaz 78 = E (Az AOFB derékszégli harom-
égb‘gban R% = r.2r, miért?) _

. S i
A csorka kup felszine F..= rizi(2r)’m+ .~
S (2r )3 = 1drZg = TR%*pteruletegység. SR
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. N . . . " L
M. 36. ) o
© a)Haz = —1,akkorlg 14+1g 32 = 0+21g 3;ha_

gyokei az adott egyenletnek. S

‘Azlg a® = 2]g a azonoss4g csak a=0 esetén értel-
mezett! Az lg a?, a = 0 kivételével minden a-ra ér- .
telmezett, és ekkorlg a = 21g |a|. Azért yeszett ela .

két gydk, mert ,820kit8” azonosségot alkalmaz- |

tunk!

Erdernesebb a'kévetkeztg.méﬁon doléoznif S

lg «? (x+4)% = lg 3%, amibol

t

[s(@+4)]t = 3% az8z

mtm-}- 4) = 3 vagy m(:ﬁ-{-é) = —3. fgy minden gyf:i-.
kot megkapunk. ; :

~4.1=—=13.Aro ]
4tléra, igy egy irdnyvektora (— 33 4) és atmegy a B"
ponton, egyenlete 4+ 3y = 16. Az 4tlok metszés-

b) Az atld é.tmﬁ_%)y az A ponton, hiszen 3.(—3) -

.;\I

g = —3, alkor 1g 32+1g 1'= 2 lg 3, azaz valéban ]

usz BD 4t16ja merdleges-az AC -, g

S

+ o
!

. pontja F(1; 4), Az A pont titkérképe F-re O(5; 7). .

aBpont\tﬁkc’irképe F-re D (— ;; 6].. Hogyan vé- -

- ‘gezhetné el mas médon a szémitést ?

M3,

a) Legyen‘ az ABC héromsﬁében\A'_B = e, BC =

. = a,aC pont vetiilete az AR szakaszon T, BT = P
A befogd tétel m\egfordité.sg,;_‘ha a* = p.c, akkor a_ °

. -ban is {rhaté. Bz azt jelenti, hogy a CBT és az ABC.

+ héromszdgelben két-két. oldal ardnya és az oldalak- .
.\ “4ltal kdzrezért szog:(s B cstcsndl levé szbg) meg-, .
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i ——

BT azedg deralkazlig, ezdrt a BO A sudy ia derdke=dg,
azax Az ABC hiaromszdieg valdban derékszdgii.

C

a l :
S R { A
==

b)) Ismeretesck a kévetke=d azonossigolk: ain o =

%sin (e = 2%s), coa xa=cos (a4 2%7x), Bin {o -+ %]

o 7z . . b
= 008 &, ¢cOoS8 x|+ — = = HB1Yl 0L, 81 — S
SR ' 2 2

JT

= == COS o, COR { —_ ;} =agin «. Kzreket alkalmazva

kap] uk, hogy -

1 4+”)' in { 4o — — o
— co3 | 44— gin { 4w ——
{ i . -+ n[ >

fz) = s
14 cos {‘m:—i‘\ Fainf 4x - Z ’
z j ' o i
1 4 8in 4 — cos +x 2 sin 2x (8in Zx 4+ cos Z2x)
" 1-s8in 4w cos 4z , T 2 con 2@ (coB Zx 4 s8in 2.7:)'
. ’ 7z eTE 3
Aw f(x) figgvény azg w=—— | —68 axr @ = — |
‘ A 2. a8
—+- it kivételével minden o-Te (':-'rtﬂlmnzet.'b, a magan'—

godett x- értdkelc Eat_-:t,éﬁ grafiltonja egybeesik a
tg 2z fligpvény grafikonjaval. Héazitse el!

fVi. 3 8.

a) Legyen a racionalis szam, & pedig irracionalis,
oasmegialk ¢ = a4 6 irracionalia. Ha ugyanis ¢ racio-
nilis lenne, akkor e-—a ia racionalis Bzdm, 8 mivel
c-——'= 0 &3 b a feltétel azerint Irracionalis, igy
ellentmondasra jutottunk. ¢ wvaléban irracionalis.

{Indirekt bizonyitdst végeztiinlk.)

-, K&t irracionalis szdm &sszege lehet raciondlis,

példanl

- V2 (1—V2) = 1.
bB) Az adott fligrvénynek értelme van, ha a tg =
‘ 7T
értelmezett &5 1l cosaxs=0, azaz T‘?\:‘E -z &8

Wty Efcgt,.uh.cl Lk & n telszSleges egbsx szdrm. Min-

. den megengoedett szigre

tg o-+8in @« (14-cos =) 8in = .
= = .
1-+cos x (L4 cosx)cosx B

.. -
Az flz) faggvény az x4 2z é3 az x= = - 77
kivételédvel minden x-re értelmezett, 62 a megenge-
dett = értékels esetén grafikonja egybeesik a tg =
fliggvony grafikonjaval. f(x) = O, ha x = Z2na.
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M. 39.

a) Hasonld testek felitletének ardnya a hasonls-
sdg arénydnak négyzetével, térfogatuk ardanya a

- hasonlésdg ardnyénak kébével egyenls. Ha a gémb
- sugardt 509 -kal néveljik, ez azt jelenti, hogy 1,5-
- szeresére valtozik, a gBmb felszine tehat 1,52 =

. ==.2,25-sz8r88ére, azaz 1259% -kal né. A gémb térfo-

;':ga.t?a’, 1,63 = 3,375-sz5résére, azaz 237,5%-kal né.

U h) Mivel 1 sin 2z = sin? z-4.2 sin % cos x4
cos® x = (sin x+ cos x)Z, ezért az egyenlet

(sin z+cos x)(Binx+cosx+65) = 0O
alakban irhatd. A sin x-+cos -+ b tényezﬁ sohasem

~ lehet nulla (miért ?). A masik tényezd akkor nulla,

‘ 2
EF =AFE-. 2

ha sin w+cos = = 0. Azok a szdgek, amelyeknek
cosinusa 0, nem lehetnek az egyenlet gydkei, mivel
sinusuk 1 vagy — L Kzért most mAar oszthatjuk az
egyvenlet mindkét oldalit cos z-szel: tg x-+1 = 0,

2
— =m *-;"—}—nzr, ahol n tetszdleges egész szam.

«
I3

m s’ @@-
a) A logaritmus értelmezése szerint Vx—1=0,
Ve—116s20—14 = (Vz—1)2

Bz utdbbi egyenletekbdl o +2Vxr— 15 —. 0, Vo =
= 3 (Vo= —5), = = 0. Ez va.loba.n gyok, hiszen

' logﬂi = 2.

b}y Az ABE - hé.romszog hasonlé a KDFE hirom-
szoghoz, hiszen két-két szdgik pé,ronkén.t. egyenld,
a _h_a_sonl_éscbgz arany A8 : EX = 2 :3, igy EHRB :

:ED=2 : 3. Az AED haromszdg hasonlé az FEB

haromszdghéz = (Miért?), =a hasonldsdgi ardny .

DE :EB = 3:2. gy AE : EF = 3:2, amibél
4 .

M. 41.

a) Az ACBD négyszdg C és D szemkozti csicsainal
fekvé szdmek 90°-osak, 8sszegiilc 180°, tehat a négy-
Sz0g harnégyszog. Mivel 4D = BD (miért?), ezért

"a rdvidebb 4D és BD ivek egyenldk, igy az ivekhez

tartozé ACD, BCD keriileti szogek is egyenldk,
azaz CD valéban szigfelezéje az ACD szognek.

b) Pontosan akkor van minden «-ra megoldésa
az egyenletnek, ha diszkrimindnsa pozitiv vagy
nulla. Most D = (sina— 1)242 cos? =0 minden -
a-ra teljesiil, hiszen az dsszeg mindkét tagja pozitiv
vagy nulla. A két gysk akkor és csakis akkor
egyenld, ha D = 0. Ez pontosan akkor teljesiil, ha

. " . T :
geing = 1 €3 cos oo = 0, azaza =‘“§“—}—2n:n:, ahol n

- tatszéleges egész szAm.
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