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Bevezeto

A hiperbola fogalméaval legtobbszor altalanos iskola hetedik osztalyaban talalkoznak el6szor

a diakok az f (X):)l? fliggvény alakja kapcsan. Késébb a 11. osztdlyos koordinata-geometria

tananyag vége fele keriil el6 néhany oOra erejéig. Azonban Altaldban ekkor is csak az alakzat
koordinata-geometriai jellemzésére, illetve egyenletének alkalmazasaval néhany feladat
megoldasara keriil sor. Mindez azt eredményezi, hogy a hiperbolaval egy atlagos diaknak igen
kevés kapcsolodasi pontja van. Hiszen a vele kozdsen targyalt alakzatokat van mihez koétni: a
kornek szamtalan megjelenési formaja van. Parabolaval a masodfoku egyenlet grafikonjaban, illetve
a parabolaantenna formadjaban taldlkozhatunk. Az ellipszis pedig a bolygdmozgassal kapcsolatos
Kepler-torvények egyik fontos eleme. Ezek utdn mar a hiperbola esetében is sziikséges lenne
valamilyen alkalmazast megmutatni.

Ezen cikk ezt a hidnyt igyekszik potolni a hiperboldnak és annak el6forduldsainak
szemléletes bemutatasaval a matematikaban, a fizikaban, és a hétk6znapi életben. A cikknek nem
célja részletbe mend ismereteket nyujtani a kiilonboz6 teriiletekrél. Inkabb egy ismeretterjeszt6
képeskonyv szerepét tolti be, ami jobb esetben tovabbi utanaolvasasra és kutatasra sarkallja az
olvasot. A cikk, habar tartalmaz a k6zépiskolai kovetelményeken tulmutaté elemeket, mindvégig a
kozépiskola 10. osztalyanak végéig elsajatithat6 ismeretekre épiil.

A hiperbola, mint mértani alakzat

A hiperbola definici6ja a kovetkezd: azon P pontok mértani helye a sikban, amelyeknek két
rogzitett ponttdl (F; és F») vett tavolsagainak a kiilonbsége allando. (|PF;-PF,|=all.) A két rogzitett
pont (F; és F,) a hiperbola fokuszpontjai.

Lathato, hogy a hiperbola két, egymast nem metsz6 gorbe vonalbdl all. Ezeket nevezziik a
hiperbola &gainak. A hiperbola két szimmetriatengellyel rendelkezik. Az dagakon atmend
szimmetriatengelyen (a vezéregyenesen) helyezkednek el a fékuszpontok, a két tengely
metszéspontjaban pedig a hiperbola kozéppontja talalhaté. A hiperbola kézéppontjan mennek at
hiperbola aszimptotai, azok az egyenesek, amikhez a hiperbola két aga tart a végtelenben. Ha a
hiperbolat 90°-kal elforgatjuk, az eredeti hiperbola konjugaltjat kapjuk.

Derékszogli koordinata-rendszerben a hiperbolat a kovetkez6 egyenlet irja le (amennyiben a
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iperbola kozéppontja az origo): — 5= . entl abran . Ke ol lathato, ho a es
hiperbola kdzéppont] igd): X é A lenti dbrén (1. kép) jol lathato, hogy a és b
a
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konstansok milyen értékeket jel6lnek: az a jeloli a hiperbola pontjainak a fékusztél vett tdvolsagaik
kiilonbségének a felét (ugyanis PF;-PF,=2a), b pedig a pedig a Pitagorasz-tétel szerint
b=vc’~a’ , ahol ¢ nem més, mint a két fokuszpont tavolsiginak a fele (F,F,=2c). Az
aszimptotak egyeneseinek egyenleteit is ezen értékek segitségével lehet leirni, ugyanis az egyiket az

y:% x , masikat pedig az y= _Tb x egyenlet fejezi ki. [1]



1. kép

Helymeghatarozas a hiperbola segitségével

Ahhoz, hogy jobban megértsiik a hiperbola természetét, nézziink meg vele kapcsolatban egy
egyszer( feladatot. Van a tengeren egy hajo, aminek a pontos helyzetét nem ismerjiik. Azonban a
tengerparton meg van adva harom rogzitett pont, amiket nevezziink M-nek, S;-nek, és S>-nek. M és
S; tavolsaga legyen 1000 km, M és S, tavolsaga pedig 1300 km. Tudjuk még azt is, hogy a hajonak
a M-t6l és az S;-t6l vett tavolsagainak a kiilonbsége 100 km, illetve az M-t0l és az S»-t6l vett
tavolsagainak a kiilonbsége pedig 50 km. Hogy hatarozzuk meg ezekbdl az adatokbdl a hajé
helyzetét?

2. kép

Vegyiik el6szor az M és az S; pontot. Tudjuk, hogy a haj6 tadvolsagainak kiilonbsége ezen
pontoktdl 100 km. Ez végtelen sok potencialis helyet hataroz meg: lehet, hogy M-t6l 700, S;-t61 800
km-re van (800-700=100), de az is el6fordulhat, hogy 1000, illetve 1100 km a tavol van az egyik
illetve a masik ponttol. Ezeket a helyeket a legegyszerlibben M és S; kozéppontu korok
metszéspontjaival lehet megszerkeszteni, amelyek sugarainak a kiilonbsége rendre 100 km (2. kép).
Ha sorra vessziik mindezeket a helyeket, és felrajzoljuk ket egy térképre, lathatjuk, hogy
értelemszeriien egy hiperbola két dganak alakjat adjak, és a hiperbola két fokuszpontja M és S;.
Mivel tudjuk, hogy hajonk mely ponthoz van kozelebb, ezért a tovabbiakban elég az egyik agat



szamitasba venniink. Ahhoz, hogy meghatarozzuk, hogy ezen a goérbe vonalon pontosan hol
helyezkedik a hajonk, ugyanezt a 1épéssorozatot kell végrehajtani az M és az S, pont esetében is,
csak ott értelemszertien olyan korokkel, melyek sugarainak kiilonbsége 50 km. Igy is kapunk egy
hiperbola-agat, ami metszi az M és S; pont hiperbolajat, a hajé pedig a metszéspontban tartézkodik.
Ezt az elvet a gyakorlatban is alkalmaztak hajdk, illetve repiilégépek navigacidjaban. Az
emlitett rogzitett pontok helyén radivadok voltak (gyakorlati jeldlésiik is M, S;, S2), a hajon vagy a
repiilén pedig egy vevoOkésziilék. A két radidado egyszerre, szinkronizaltan bocsatott ki azonos
terjedési sebességili radiéhullamokat, melyek beérkezései kozotti id6- vagy faziskiilonbséget mérte a
hajo, vagy repiil6gép vevikésziiléke. A tengeren azok a pontok, ahol radidjelek egy adott id6 vagy
faziskiilonbséggel érkezhettek be, egy hiperbolan helyezkedtek el (3. kép). Mivel az adok jeleit meg
lehetett kiillonboztetni, ezért azt is tudtak, hogy melyik agon tartzkodnak éppen. A pontos helyzet
meghatarozasahoz itt is a masik két adé altal meghatarozott hiperbolara volt sziikség. Bar mara
ezeket a rendszereket a legtobb helyen felvaltotta a GPS, az els6é vilaghaboritol kezdve sokaig a
hiperbolikus navigacio volt a nagy tavolsagokon végzett helymeghatarozas egyik alapja. [2]

Egitestek hiperbola alaki palyaja

Mint lattuk, a hiperbola a 20. szazadban sokszor segitségére volt a hajoknak és a repiil6knek
abban, hogy sikeresen eljussanak egyik pontb6l a masikba. Azonban a hiperbola nem csak
foldfelszinen van jelen a kozlekedésben, hanem az (irben is. Ugyanis az (irszondakat a kiilénb6z6
bolygék hiperbola alaki palyan képesek felgyorsitani, lehetévé téve, hogy az univerzum tavoli
tartomanyaiba is eljussanak nagy mennyiségli iizemanyag felhasznalasa nélkiil. Lassuk, hogyan
miikodik ez.

Azzal mindannyian tisztaban vagyunk, hogy amennyiben egy viszonylag kis tomegi égitest
palyara all egy nagyobb tomeg{i masik koriil, akkor palyaja ellipszis alaku lesz, aminek az egyik
fokuszpontjdban a nagy tomegii égitest helyezkedik el. Am abban az esetben, ha egy kis tomegii
égitest (listokos, lirszonda) olyan palyan lép be egy nagyobb tomegi (bolygd) gravitacios mezejébe,
hogy korpalyara allas helyett csak elhiiz mellette, és tobbet nem tér vissza oda, akkor ennek a
palyanak az alakja nem mads, mint egy hiperbola. A hiperbola fokuszpontjdban pedig nagy tomegii
égitest all, amit ebben az esetben mozdulatlannak tekintiink (4. kép). (Ez a palya ritkan,
hataresetben lehet parabola is, de ett6] most tekintsiink el.)



4. kép: Palyagorbék

Nyilvanvald, hogyha a nagy témegili égitest mozdulatlan, akkor a vele kdlcsonhatasba 1ép6
kis égitest hozza kozeledve felgyorsul, a hiperbola tengelypontjan eléri a maximalis sebességét,
majd tavolodva lelassul az eredeti sebességére. Ez folyamat azonban végeredményben semmit sem
gyorsitott az {irszondankon, legfeljebb iranyvaltoztatasra alkalmas. A kivant gyorsulds azonban
mégis elérhet6: nem mozdulatlan, hanem mozgé bolygé mellett kell elhaladnia az {irszondanak.

Ha az (rszonda olyan palyan hiz el a mozgd bolygd mellett, hogy tavolodasa kozben
sebességének van egyiranyu komponense a bolygd sebességével, akkor a folyamat soran az
eredetinél nagyobb sebességre tesz szert (5. kép). Az energiamegmaradas elve természetesen itt is
érvényesiil: az (irszonda a bolygd megkeriilése kozben a gravitacios kolcsonhatason keresztiil a
bolygétol szerzi a plusz mozgasi energidjat. Tehat a folyamat végére a bolygonak nagyon kis
meértékben, de cstkken a sebessége. Ha pedig az (irszonda a bolygo sebességével ellentétes iranyban
hagyja el a bolygot, akkor végeredményben veszit a sebességébdl, és a bolygoé novekszik.

Mozg6 bolygd esetén az {irszonda mas sebességgel hagyja el a bolygo6t, mint ahogy
megkozelitette, tehat sebességének a bolygd sebességével bezart szoge is megvaltozik.
Frtelemszer(ien az (irszonda palydja ebben az esetben nem hiperbola. Azonban ha pélyajat
képzeletben kettévalasztjuk a kanyarodasi pontjanal, akkor a két rész mar kifejezhetd két kiilon
hiperbolaval. [3]
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5. kép: az tirszonda pdlydja nyugalomban 1évé, illetve mozgé bolygé mellett

A hiperbola definialasa kupszeletként

]2

— 2 —
Ha szemiigyre vessziik a kor ( (x—u+(y—v[/'=r® ), az ellipszis ( lx ZU) +[y Zv =1 ),
a b
1 2 ) . x-uf [y-v[_ . o
a parabola ( y—2—p(x—u) +v ), és a hiperbola ( = . =1 ) alakjat derékszogl
a

koordinata-rendszerben leir6 egyenleteket, lathatjuk, hogy mindegyiket egy kétvaltozds masodfokui
egyenlet fejezi ki. Ez alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy valami kapcsolat 1étezik koztiik. A



kapcsolat oka a szarmaztatasukban rejlik: ugyanis mindegyik alakzat definidlhaté egy kettGskip
sikmetszeteként. Eppen ezért ezeket az alakzatokat dsszefoglaléan kiipszeleteknek nevezik.

Vegylink a térben két, egymast o hegyesszdogben, M pontban metszd egyenest. Az egyik
egyenes neve legyen t, a masiknak e. Ha t egyenes, mint tengely koriil korbeforgatjuk a két metszd
egyenest, akkor egy végtelen palasttal rendelkezd kett6sktipot kapunk eredményiil. A t egyenes a
kap tengelye, az e egyenes meg a kup ugynevezett alkotGja, az az egyenes, ami atmegy a kup
csucsan, és végig érinti a kup felszinét. A kup nyilasszoge 2a. (6. kép)

(S ) t

t

6. kép: A kettbskup létrehozdsa

Ha ezt a kett6skipot egy M pontra nem illeszked6 sikkal a kup tengelyére merdlegesen
elmetssziik, akkor egy kort kapunk metszetként. Ha a metsz6 siknak a tengellyel bezart szoge
nagyobb, mint «, de kisebb, mint derékszog, akkor egy ellipszis jon létre a metszetben. Ha a metsz6
sik pont o szogben, az alkotéval parhuzamosan metszi el a ¢ tengelyt, akkor egy parabolat, ha meg
o szognél kisebb szogben metszi a t egyenest, akkor egy hiperbolat hozunk létre. Lathato, hogy
megjelenik a hiperbola masik aga is, ugyanis ebben az esetben a sik a kett6skup masik részébe is
belemetsz. (7. kép)

Circle Ellipsc Hyperbola
7. kép: Kipszeletek

Ezen tételek bizonyitasanak egyik szemléletes és egyszerli modja az ugynevezett Dandelin-
gombokkel (ejtsd: dandolen) valo igazolds. Ezek olyan kupba irt gombok, melyek egy korben
érintik beliilrél a kuppalastot, és egy pontban érintik az adott sikmetszetet. A bizonyitas soran
igazolodik, hogy ez az érintési pont az adott kupszelet fokuszpontja (kor esetén a kdzéppont egy
specialis ellipszis két, egybeesd fokuszpontja). Ilyenforman a kor, az ellipszis, és a hiperbola kettd,
a parabola meg egy ilyen gombbel rendelkezik. Mindegyik kupszelet alakjat lehet igazolni a
Dandelin-gombok segitségével, most azonban csak hiperbola bizonyitasat vessziik sorra.

Allitas: Abban az esetben, ha egy sik egy kettds forgaskiipot tigy metsz, hogy mindkét
kipon atmegy, anélkiil, hogy érintené a kup alkot6janak és tengelyének metszéspontjat, akkor a
kapott sikmetszet egy hiperbola alakjat veszi fel.



Bizonyitas: Irjuk bele a kettéskipba G, és G, Dandelin-gomboket, melyek k;, illetve k,
korokben érintik a kupokat, tovabba F; illetve F, pontokban érintik a metszdsikot. Vegyiink fel a
sikmetszet vonaldn egy tetsz6leges P pontot! Vegyiik fel a P-t F;-el illetve P-t F.-vel 6sszekotd
szakaszokat. Tovabba kossiik 6ssze P pontot a k, korrel a kiipok M taladlkozasi pontjan keresztiil.
Ennek a szakasznak a végpontja a k, koron legyen B, a k; korrel képzett metszéspontja pedig A.

Vegyiik észre, hogy AB szakasz a kupok felszinén, azaz az
alkoton megy végig, és akarhol van, két kort kot Ossze, ezért
akarmerre forgatjuk a kett6skip tengelye koriil, hossza allandé
marad. A kovetkezd, amit megfigyeliink, az az, hogy PF;=PA,
ugyanis mindkett§ egy kiils6 pontb6l (P) egy gombre bocsatott
érint6szakasz. Ugyanezen ok miatt fennall a PB=PF, dsszefiiggés
is. Igy azonban felirhatjuk azt az egyenl6séget, hogy PF,-PF; =
PB-PA = AB. Viszont tudjuk, hogy AB alkot6szakasz hossza,
akarhogy forgatjuk, allandé marad. Ez azonban azt jelenti, hogy a
sikmetszeten elhelyezked6 P pontoknak két rogzitett ponttol (F; és
F,) vett tavolsagainak a kiilonbsége alland6. Ez pedig nem mas,
mint egy hiperbola pontjainak a definici6ja, tehat az allitast
igazoltuk. Ezen feliil belathat6 az is, hogy a gomboknek a
sikmetszetet érint6 pontjai (F; és F») a hiperbola fékuszpontjai. (8.
kép) [4]

8. kép: Abra a
bizonyitdshoz

A hétkoznapokban is megjelenik a hiperbola, mint egy forgaskuip sikmetszete. Példaul egy
fal mellett all6 olvas6lampa hiperbola alakot vetit a falra, hiszen lampa burajabél kip alaku
fénynyaléb jon ki, amit a fal sikja metsz (9. kép) . Masik példa hiperboléra a hangsebesség felett
kozleked6 vadaszgép hangja. Ilyenkor egy hangrobbandsnak nevezett 16késhullam - sorozat jon
létre, ami egy kupfeliilet 4ltal meghatarozott térrészben terjed. (in. Mach-kip). Ezt a kipot a
foldfelszin sikként metszi, tehat a 16késhullamot hiperbola alakban lehet érzékelni a foldon. (10.

kép)
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9. kép

Hiperbolikus feliiletek

10. kép: A hangrobbands

Térjlink vissza egy kis idére a térben megporgetett metsz6 egyenesekhez! Tavolitsuk el
egymastol a két egyenest, oly modon, hogy kitéréek legyenek, és tovabbra is o hegyesszoget
zarjanak be. Ha ily mdédon forgatjuk meg az egyik egyenest a masik koriil, akkor eredményiil egy
egykopenyti forgasi hiperboloidot kapunk. (11. kép)



Ilyen forgasi hiperboloidot masképpen is el6allithatunk: vesziink egy sikbeli hiperbola
gorbét, és az agait nem metsz6 szimmetriatengelye koriil megporgetjiik. Harmadik generalasi mad,
hogy egy hengert a forgastengelye koriil a korlapjainal fogva megcsavarunk. Lathatd, hogy ez az
alakzat rokonsagot mutat a kettdskippal: ugyanis ha a porgetés esetében a két egyenes metszd, vagy
a csavaras alkalmazasanal a csavaras szoge 90°, akkor hiperboloid helyett egy kettdsktipot hozunk
létre (12. kép). A kapcsolat megmutatkozik a sikmetszetekben is: ahogy a kett6skipnak van kor,
ellipszis, parabola, és hiperbola alaki sikmetszete, ugyanezekkel az egykopenyli hiperboloid is
rendelkezik.

11. kép 12. kép

Ez a térbeli feliilet az tgynevezett masodrendd feliiletek kozé tartozik. Ezek olyan
alakzatok, melyeket térbeli x, y, z tengelyli derékszogli koordinata-rendszerben egy masodfoku
képlet segitségével adhatoak meg. Ilyenforman altalanos egyenletiik a kovetkezd:

anx2+2 auxy+azzy2+2algxz+2 023yz+a3322+2 A X+20y, y+2as,z+a,, =0

ahol az a; paraméterek valos szamokat jeldlnek, és az elsd hat egyiitthato egyszerre nem 0.
Azok az x,y,z pontok a térben, melyek eleget tesznek ennek az egyenletnek, egy feliiletet
hatdroznak meg. Példanak okaért egy (0; 0; 0) kozéppontd, 1 sugard gombfeliilet egyenlete:

X+y*+z7°=1

Ugyanis a masodrendi feliiletek kozé tartoznak a kiilonb6z6 ellipszoidok, igy a gomb is. Ide
sorolhatéak még az egykopenyd, illetve a kétkdpenyii hiperboloidok, a hiperbolikus, elliptikus
paraboloidok, kupfeliiletek (példaul az el6zdleg emlitett kett6skup), és a hengerfeliiletek is (13.
kép). A kovetkez6kben bévebben azokat a feliileteket targyaljuk, amelyeknek kapcsolatuk van a
hiperbolaval.

13. kép: Mdsodrendii feliiletek:
1. egyképenyti hiperboloid

2. kétképenyii hiperboloid

3. ellipszoid

4. elliptikus paraboloid

5. hiperbolikus paraboloid
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A mar emlitett egykopeny( hiperboloidot a térben az x_2+§_z_2:1 egyenlet irja le. Ha

a c
az egyenletben a=b, akkor forgasi hiperboloidot ir le. Amennyiben az egyenlet jobb oldalan
elhelyezkedd értéket nullara redukaljuk, akkor egy kett6skupot kapunk eredményiil. Ha meg jobb
oldalon szerepld érték negativ, akkor az alakzat egy kétkopenyd hiperboloid lesz. (14. kép) Ezen
alakzat forgasi valtozatat egy hiperbolanak a vezéregyenese mentén valo megporgetésével lehet

el6allitani.

14. kép: Kétkopenyii hiperboloid 15. kép: A vonalfeliilet 16. kép

Az egykopenyl hiperboloid tovabbi figyelemremélté tulajdonsaga, hogy mindegyik pontjan
atmegy két olyan egyenes, amit a hiperbola tartalmaz (15. kép). Ezeket az egyeneseket a hiperbola
alkotoinak nevezziik, csakugy, mint a kettGskup esetében. Itt be is vezethetiink egy 1j fogalmat:
azokat a feliileteket, amiknek minden pontjukon atmegy egy olyan egyenes, amit tartalmaz az adott
feliilet, vonalfeliileteknek hivjuk. Ilyen feliileteket szemléletesen tigy lehet el6allitani, hogy egy
egyenest ra mer6leges irdnyban a térben valamilyen gérbe mentén hizunk, kézben forgatjuk ide-
oda. Egy adott egykdpenyl hiperboloidhoz két ilyen alkoto egyenes is létezik. A hiperboloid
vonalfeliilet volta a magyardazat a két kitér6 egyenes forgatasdval valé eldallitdsra. A
hétk6znapokban ezzel egy érdekes kisérleti eszkdz formajaban talalkozhatunk: egy tengely kortil
forgatott ferde rud akadalytalanul atmegy egy hiperbola alaki nyilason (16. kép).

A kovetkez6 hiperbolikus masodrendii feliilet a hiperbolikus paraboloid. Egyenlete:
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%—%zZz . Nevét onnan kapta, hogy bar paraboldk segitségével alkotjuk meg, mégis van
hiperbola alakii sikmetszete a parabola alaku sikmetszet mellett. Generalasi modja pedig a
kovetkez6: vesziink két tetszoleges parabolat, és ,,egymasba forditjuk” 6ket oly modon, hogy az
egyiknek a tengelypontja illeszkedjen a masik gorbére (17. kép). Ezutan a tengelypontjaval
illeszked6 parabolat végighuzzuk a masikon, és az ez altal létrejovd feliilet egy hiperbolikus
paraboloid lesz. A keletkezd alakzatot legkdnnyebben egy nyeregfeliiletként lehet abrazolni.
Sikmetszete lehet hiperbola, parabola, vagy két metsz6 egyenes (19. kép). A hiperbolikus
paraboloid is vonalfeliilet, és egy adott pontjan kettd alkoté is atmegy (18. kép).

17. kép: Generdlds paraboldkkal 18. kép: Vonalfeliilet 19. kép: A sikmetszetek vonalai



Az egykopenyti hiperboloidot és a parabolikus hiperboloidot széles korben alkalmazzak az
épitészetben. Legnagyobb el6nyiik a vonalfeliilet voltuk, ugyanis ez lehet6vé teszi a gorbiilt feliilet
létrehozasat egyenes térelemek hasznalatdval, ami nagy konnyebbség a tervezés és a kivitelezés
soran. [5]

20. kép: Balra: a
vdrpalota-inotai tlizemen
kiviili h6erémii
htit6tornyai

21. kép: Jobbra:
hiperbolikus szerkezetii
torony, Kobe, Japdn

el

A forgasi hiperboloid alak egyik felhasznéalasaval kiilonb6z6 tornyoknal taldlkozhatunk.
Ennek oka stabil, alul kiszélesedd szerkezetiikben keresendd, minek segitségével magas
épitményeket lehet létrehozni. Leggyakrabban vas- vagy vasbeton szerkezetli adétornyok,
viztornyok, illetve erémiivek hiit6tornyaiban fedezhet6 fel a hiperboloid alak (20.; 21. kép). A
hiit6torony esetében tovabbi elényokkel rendelkezik a hiperboloid forma: also, tagas részében elfér
a nagy teret igényld hiit6berendezés. A hiitberendezésben parologtatas segitségével hiitik le a
meleg folyadékot, igy nagy mennyiségli gbéz szabadul fel. A hiperboloid felfelé sziikiil6
keresztmetszetének koszonhetfen a gz felfelé aramlasa felgyorsul, igy rovid id6 alatt magasra
feljut. A torony tetején kiszélesedd keresztmetszet pedig a g6z leveg6vel valé hatékonyabb
keveredését, és ezaltal tovabbi hiilését teszi lehetGvé. [6]

A forgasi hiperboloid felfedezhet6 tengelykapcsold fogaskerekeknél is: két, egymassal nem
parhuzamos tengelyt gyakran két egybevago, és egymassal tokéletesen érintkezd hiperboloid alaku
fogaskerékkel kapcsolnak dssze (22. kép).

Figure 102 Hyperboloidal gears transmit motion 1o
a skew shaft

22. kép

A hiperbolikus paraboloidot tet6k épitésénél hasznositjak (23.; 24. kép). Elonyos
tulajdonsagait a két iranyba is gorbiilt feliilete adja. Ugyanis ez a gorbiilt feliilet kisebb mértékben
deformal6dik, mint egy lapos, és a terheléseknek is jobban ellendll. Esetiikben sokkal kevesebb
anyag felhasznalasaval el lehet érni a kivant merevséget, mint egy lapos tetd esetében.



23. kep: A debreceni autobusz- 24. kép: Hiperbolikus paraboloid

dallomas hjper bolikus paraboloid szerkezetii tet6. Ocota vastitdllomds, Varso
szerkezetli teteje

A kétkopenyli hiperboloidot az optikdban hasznaljdk fel, tiikor formajaban, illetve
antennaként. Egy hiperboladg metszet(i tiikér a kovetkezoképpen miikddik: a dombort oldalara
érkez6 fénysugarak koziil azokat, melyek fokuszpontjanak irdnyaba tartanak, a masik fékuszpontba
veri vissza (25. kép) (megforditva: a hiperbola egyik fokuszpontjanak virtualis képe a masik
fokuszpont) (26. kép).

Light from star

7 Mirror
| surface

Focus

AR

25. kép: A fokuszpont

26. kép: Az egyik fokuszpont virtudlis képe a mdsik

Ezen tulajdonsagat a hiperboloid tiikréknek legtobbszor tiikros szerkezetli tavesévekben
hasznéljak fel. Tiikros tdvcsoveket altalaban csillagaszati célokra haszndlnak. Feladatuk
els6dlegesen minél tobb fény Osszegylijtése a kiilvilagbol, illetve a nagyitds. A fénysugarakat
altalaban egy homoru feliiletii tiikorrel gytijtik 6ssze, aztan egy segédtiikorrel egy dombort lencsére
iranyitjak, ami elvégzi a nagyitast, igy a megfigyel6 mar a nagyitott képet szemlélheti.

A hiperboloid tiikér segédtiikorként jelenik meg tobbek kozott az igynevezett Cassegrain -
rendszer(i tdvcsoben. Itt a fotiikor szerepét egy paraboloid tiikor tolti be, és a hiperboloid segédtiikor
fékuszpontja pedig egybeesik a paraboloid fékuszpontjaval. Ilyenformdn a fénysugarak a
hiperboloid fékuszpontja felé wvannak iranyitva, tehat a segédtiikorr6l a hiperbola masik
fékuszpontjaba lesznek visszaverve (27. kép). Ezen fékuszpontot birtokolja a dombort lencse is,
ami az innen széttartd fénysugarakat parhuzamossa teszi, elvégezve a nagyitast. A Cassegrain —
tavcsOnek nagy eldnye, hogy kis cs6hosszisag mellett nagy tartomanyban lehet szabalyozni a
fénysugarak talalkozasi pontjanak a helyét. [7]
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27. kép

Hiperbolikus fiiggvények

A trigonometrikus fiiggvények értékeinek megallapitasi médjat mindannyian ismerjiik: ha
az x’+y°=1 egyenletii egységkoron vélasztunk egy tetszéleges pontot, akkor annak a
koordinatdja az (x; y) koordinata-rendszerben (cos (t); sin (t)) lesz, ahol t egy forgdsszdg, amit az x
tengely, illetve az adott ponthoz az orig6bol hiizott egyenes hataroz meg (28. kép). A (sin (t), cos (t))
pontok ki is elégitik a kor egyenletét, hiszen a trigonometrikus azonossag alapjan

sin’(t)+cos”(t)=1

Most azonban az egységkor helyett tekintsiink egy x°—y°=1 egyenletii egységhiperbolat!
Pontosabban csak annak jobb oldali agat. Jel6ljiink ki ezen a hiperbola agon egy tetszdleges pontot.
Ezen pont koordinatait amellett, hogy leolvashatjuk az x és y tengelyekrdl, megadhatjuk
fiiggvényekkel is: az egységhiperbolan kijelolt pont x koordinataja cosh (t)-vel, az y koordinataja
pedig sinh (t) -vel lesz egyenl6.

A ,sinh” és a ,cosh” a fiiggvények nevei, hiperbolikus szinusznak (szinusz hiperbolikusz),
illetve hiperbolikus koszinusznak (koszinusz hiperbolikusz) kell 6ket olvasni. A t, azaz a fiiggvény
argumentuma pedig az origobol az adott (cosh (t); sinh (t)) ponthoz huzott szakasz, az x tengely,
illetve a az egységhiperbola altal hatarolt teriilet kétszerese (29. kép). Ezt a teriiletet szokas
,hiperbolikus szdégnek” nevezni, habar semmi kapcsolata nincs a szogekkel.

X2+ y?=1 X—y?=1
inh(t) {cosh(t); sinh(t))
sin(t) cos(t); sin(t)) :
t/2
gt cos(t) O cosh(t)
-0.5 -0.5
28. kép: Egységkor 29. kép: Egységhiperbola

A hiperbolikus fiiggvényeket el6szoér Vincenzo Ricatti és J. H. Lambert matematikusok
mutattdk be egymastol fiiggetleniil az 1760-as években. A mai napig Ricatti elnevezéseit hasznaljuk,
ugyanis 6 a trigonometrikus fiiggvényeket ,cirkularis szinusz/coszinusznak” (sinus/cosinus
circular), a hiperbolikus fiiggvényeket ,hiperbolikus szinusz/koszinusznak” (sinus/cosinus
hiperbolico) nevezte el, utalva az egységkorre, illetve az egységhiperbolara. Ertelemszeriien azért
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kaptak a hiperbolikus fiiggvények a szinusz illetve a koszinusz elnevezést, mert az 6 értékiiket is
ugyanugy az y, illetve az x tengelyekrdl kell leolvasni, csak nem egy egységkor, hanem egy
egységhiperbola felhasznalasaval. Ahogy a sin(t) és a cos(t) hanyadosa a tangens, tigy a sinh(t) és
cosh(t) hanyadosa pedig a hiperbolikus tangens (tanh(t)) lesz. Léteznek még mas, ezekbdl a
fiiggvényekbdl levezethet6 tovabbi hiperbolikus fiiggvények, de azokba most nem megyiink bele.
Visszatérve a sinh(t) és a cosh(t) fiiggvényekre, vizsgaljuk meg a tulajdonsigaikat. Az
egységhiperbolan lathat6, hogy mig a sinh(t) az y tengelyen felvehet negativ értékeket, a cosh(t) az
x tengelyen csakis 1-nél nagyobb lehet. Tovabba a hiperbola szimmetrikussaga miatt a sinh(t) és a
cosh(t) grafikonja is szimmetrikus lesz, hiszen a egy adott intervallumot nézve az értékek
novekvése/csokkenése egyenlé mértéki a hiperbola pozitiv, illetve negativ tartomanyanak szeletén.
Ennek kdvetkeztében a sinh(t) fiiggvény paratlan, a cosh(t) fiiggvény pedig paros lesz (30. kép).

cosh(z) sinh(x)

tanh(z)

30. kép 31. kép

A tanh(t) fiiggvény értéke pedig az origobol a (sinh(t); cosh(t) ) ponthoz hizott szakasz
meredekségével egyenls. Ertelemszerfien ennek a szakasznak a meredeksége nem lehet kisebb,
mint -1, illetve nagyobb, mint +1, ugyanis ezek az értékek az egységhiperbola aszimptotainak
meredekségei, amit az origdbdl hizott szakasz nem léphet at. Tehat a hiperbolikus tangens egy
paratlan, a minusz végtelenben minusz egyhez, a plusz végtelenben meg plusz egyhez tarto
fliggvény lesz. A hiperbolikus fiiggvények tovabbi fontos tulajdonsaga, hogy felirhatoak
exponencialis fliggvények 6sszegeiként (31. kép).
t_eft

2

t —t
_e+e

sinh(t)="2 cosh(t)= 5

Mivel (cosh(t); sinh(t) ) pontok az  x°— y°=1 hiperbolan helyezkednek el, ezért igaz rajuk
az egyenldség, hogy coshz(t)—sinhz(t)=1 . Ebbe az egyenletbe az exponencialis alakokat
behelyettesitve, és a miiveleteket elvégezve szintén 1-et kapunk.

A hiperbolikus fiiggvényeket a matematika és a fizika sok teriiletén (differencialegyenletek
megoldasa, h6atadas, relativitdselmélet) felhaszndaljak. [8] Ezek részletezését6l — mivel mar messze
tilmutatnak a kdzépiskolai tananyagon — most eltekintiink, helyette megint a hétk6znapokban, azon
beliil épitészetben tekintiink meg latvanyos megjelenési format.

Vegyiink egy két végén felfiiggesztett, sulya alatt lelogo lancot. Lathatd, hogy a lanc alakja
valamilyen gorbét formdal. De milyen alakzat irja le ezt a gorbét egy derékszogli koordinata-
rendszerben? Galilei azt allitotta, hogy ez az alak egy parabolaé, amde ezt az allitast 1669-ben
megcafoltak. Csak a hiperbolikus fiiggvények, illetve a differecidl szamitas felfedezése utan
bizonyosodott be, hogy ezt az alakot — amit lancgérbének neveznek — a hiperbolikus koszinusz

fiiggvény fejezi ki. Egészen pontosan  y(t)=a cosh% (32. kép).
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Ha szemiigyre vessziik a lelog6é lanc alakjat, érdekes dolgokat fedezhetiink fel. A lanc
mindegyik szemét két iranyba huzzak szét a szomszédos szemek, tovabba a gravitacios erd az egész
rendszert egy stabil, feszes, minimalis helyzeti energiaval rendelkez6 allapotba hozza. Ha lancot
megforditjuk, és szemeit merev elemekkel, példaul téglakkal helyettesitjiik, akkor egy nagyon stabil
épitményt kapunk. Ebben az épitményben mindegyik alkotéelemet nyomja két oldalrél a vele
szomszédos elem, és ezeknek az er6knek az irdnya illeszkedik a megforditott lancgorbe alakjara
(33. kép). Ez az épitmény pedig nem mas, mint a sajat sulyat tart6 boltiv (34. kép).

SEGMENTAL ARCH CATENARY ARCH

33. kép: Fesziiltségek a lancgorbében 34. kép

Boltiveket mar az 6kort6l kezdve alkalmaznak kiilonbdz6 tet6k, kupoldk, hidak szilard
szerkezetének kialakitasahoz (35., 36., 37. kép). Természetesen az Okori és a kozépkori épitészek
nem tudatosan, hanem kisérletezés titjan jutottak el a lancgorbét kozelitd boltivekig. A tényt, hogy a
szabadon allo boltiv ideélis alakja egyezik a sajat stilya alatt lel6gé lancéval, Robert Hooke angol
fizikus allapitotta meg a 18. szazadban. Fontos megemliteni, hogy amennyiben a boltivnek a sajat
sulyan kiviil mas sulyt is viselnie kell, alakja eltér a lancgorbétél. Amennyiben a boltivet
egyenletesen éri valamilyen ranehezed6 terhelés, akkor az idealis alak a parabola.
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A ;
35. kép: Budapest, Keleti pdlyaudvar 36. kép: Sheffield, télikert  37. kép: Maisa Freixa, Spanyolorszdg

Gyakran el6fordul, hogy a boltivet nem egyenletesen, szimmetrikusan éri a terhelés, hanem
aszimmetrikusan. Ebben az esetben kicsit mas alakban kell épiteni a boltivet, mint alapesetben,
értelemszerien a nagyobb nyomas iranyaba ,,piposnak” kell lennie. Ezt a kdvetkez6képpen lehet
modelldlni: a két végén felfiiggesztett 16g6 lanc megfelel6 pontjara a tervezett terhelésnek
megfeleld sulyokat aggatnak, és az igy eldeformalédott lancgorbe lesz a boltiv alakja (38. kép).
Antoni Gaudi katalan épitész gyakran alkalmazta ezt a modszert a barcelonai Sagrada Familia
katedralis (39. kép), illetve mas épiiletek tervezésekor. Az akkor készitett bonyolult modelljei most
is megtekinthet6ek (40. kép).

Bﬁé

38. kép 39. kép: A Sagrada Familia katedrdlis 40. kép: és a modellje

A lancgorbe ive felfedezhet6 fiiggéhidaknal is, amennyiben maganak a hidelemnek a sulya
elhanyagolhat6 a lanc silydhoz képest. Azonban fontos megjegyezni, hogyha a hidelem silyahoz
képest hanyagolhat6 el a tartélanc stlya (ilyen példaul a budapesti Erzsébet hid, vagy a san
franciscéi Golden Gate hid), akkor a tartélanc alakja nem lancgorbe, hanem parabola (41., 42. kép).

[9]
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41. kép: Golden Gate hid 42. kép: Erzsébet hid

Hiperbolikus geometria

A geometria tudomanya az 6korban fejlédott ki, valészintileg egyiptomi foldmérék munkaja
kozben. Az id6k soran 6sszegylilt sok ismeret rendszerezésére tobbek kozott Eukleidész gorog
matematikus vallalkozott az i. e. 3. szazadban. Eukleidész ezt az Elemek cimii konyvében tette meg.
Ebben a tankdnyvben Eukleidész lefektette a ma ismert, iskolaban tanult geometria alapfogalmait,
axiomait, posztulatumait. A posztulatum egy olyan alapmiivelet a mértanban, ami egyszeriibb
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miiveletre mar nem vezethet6 vissza, ezért bizonyitas nélkiil elfogadjuk, hogy az &sszetettebb
miiveletek elvégezhet6ek legyenek (manapsag mar az axioma és posztulatum fogalma kozott nem
tesznek lényeges kiilonbséget). Eukleidész 6t ilyen posztulatumot fogalmazott meg:

Minden pontbol minden ponthoz egyenes htizhaté

Az egyenes szakasz végteleniil meghosszabbithato

Minden pontbél, mint k6zéppontbdl tetszéleges sugarti kor rajzolhato
A derékszdgek egyenlbek

Ha két, azonos sikban fekvé egyenest egy harmadik metsz, akkor a két egyenes a
harmadiknak azon az oldaldn metszi egymdst, amelyiken a keletkezett bels6 szdgek dsszege
két derékszognél kisebb (43. kép).

Ak b=

Az 5. posztulatum masik, az el6z6vel ekvivalens megfogalmazadsa a kovetkezd: ,Egy
egyenessel egy rajta nem fekv6 ponton keresztiil csak egy darab parhuzamos egyenes hiizhato.”
(44. kép)

B> Az 6tédik
A & posztuldtum

43. kép 44. keép

Mivel az 6tddik posztulatum 6sszetettebb, mint az els6 négy, ezért a matematikusok mar az
okortol kezdve azt feltételezték, hogy ez lehet, hogy nem is alaptétel. Megprobaltak bizonyitani az
els6 négy posztulatum segitségével — sikerteleniil. Sokuk abbdl indult ki, hogy indirekt m6don
elvetette az 0todik alaptételt, és a tobbi axiéma segitségével prébalt meg ilyen modon
ellentmondasra jutni. Azonban ezek a kisérletek mar eleve kudarcra voltak itélve, hiszen utélag mar
tudjuk, hogy az 6todik alaptétel fiiggetlen a tobbitdl.

A ,,2000 éves probléma” megoldasaban a magyar Bolyai Janos (1802-1860) és az orosz
Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij (1792-1856) ért el egymastol fiiggetleniil attérést az 1820-as
évek végén. Ok abbél indultak ki, hogy elvetették az 6todik axiémat, és felépitettek nélkiile egy
miikodé geometriai rendszert. Allitasuk a kovetkezd volt: egy egyenessel egy rajta kiviil fekvé
ponton keresztiil végtelen sok parhuzamos egyenes htizhato.

Hogy hozzuk létre ezeket az egyeneseket? Bolyai Janos a kdvetkez6képpen fogalmazta meg
Appendix cimii miivében: ,, Egy adott egyenesen kiviil levé ponton dat huzzunk eqgy masik, az el6bbit
metsz6 egyenest. Ebbél a kiindulo helyzetbél, a vdlasztott pont kériil — mindvégig a kozds sikban
maradva — kezdjiik el az egyenest az oramutaté jdardsdval ellentétes iranyba forgatni. Ekkor
sziikségszertien bekovetkezik egy olyan helyzet, amikor a forgatott egyenes legel6sz6r nem metszi a
rogzitve hagyottat. A pont koriili forgatds révén ilyen dlldsba kertilt hatdregyenesrél mondjuk azt,
hogy pdrhuzamos a vele egy sikban levé mdsik egyenessel.” (45. kép)
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45. kép:
ph2 i Pdrhuzamosok

Ebben az esetben az egyenesek helyzete haromféle lehet: lehetnek metszdek, a
hatarhelyzetben parhuzamosak, illetve a két hatarhelyzet kozoétti szogtartomanyban 1évé
egyeneseket meg ultraparhuzamos, vagy eltér6é egyeneseknek nevezziik (46. kép). A geometriat
pedig, amiben egy egyenessel egy rajta kiviil fekvé ponton keresztiil végtelen sok parhuzamos
huzhat6 hiperbolikus geometridanak, vagy mas néven Bolyai-Lobacsevszkij geometrianak nevezik.
A ,hiperbolikus” elnevezés a gorog ,,hiiperbolé” sz6bdl eredeztethetd, ami ,,tobbletet” jelent, utalva
az egynél t6bb parhuzamos egyenesre. [10]

eltérd

46. kép: Az egyenesek
parhuzamos lehetséges helyzetei a
hiperbolikus sikon

Nyilvanvald, hogy ez a fajta parhuzamossag a tapasztalati, eukleidészi térben nem teljesiil.
Emiatt félre kell tenniink a hagyomanyos, euklideszi sikon torténd szerkesztést, és helyette gorbiilt
feliileteket kell igénybe venniink. Rajtuk mar létrehozhat6 lesz a hiperbolikus geometria.

Ehhez azonban el6szor ismerkedjiink meg a gorbiilet, majd az elGjeles Gauss-féle gorbiilet
fogalmaval. Tekintsiink egy kisebb, és egy nagyobb sugari kort. Lathato, hogy a kisebb kérvonala
er6sebben , kanyarodik” mint a nagyé, tehat a kisebbnek nagyobb a gorbiilete (47. kép). Tehat minél
nagyobb a kor sugara, anndl kisebb a gorbiilet, igy a gorbiilet jellemezhetd az 1/R képlettel. A
gorbiiletet mindig egy adott pont kdrnyékén értelmezziik. Ilyenforman ez a mennyiség a koron kiviil
mas gorbék esetében is megallapithat6. Ebben az esetben a gorbéhez az adott pont kérnyékén
simuld kornek a sugarat kell szamitasba venni.

47. kép: Korék

@ gorbiiletei

G1 > G2

Vegyiink egy feliiletet, példanak okaért egy hengert! Valasszunk ki rajta egy tetszéleges
pontot. Hizzunk ebbdl a pontbdl egy feliiletre merdleges normalvektort. Most metssziik el a hengert
egy normalvektorra illeszked6 sikkal, és kezdjiik el korbeforgatni a sikot a vektor kortil. Kiilénb6z6
sikmetszeteket kapunk (ellipszis, két parhuzamos egyenes, kor) amiknek a valasztott pont
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kornyezetében kiilonb6z6 gorbiiletiik lesz. Valasszuk ki ezek koziil a legnagyobb, illetve a
legkisebb gorbiilettel rendelkez6 sikmetszetet. Ezeknek a sikmetszeteknek az adott pontban vett
gorbiilete lesz a két f6gorbiilet, amik Gauss egyik tétele szerint mer6legesek egymasra (48. kép). A
henger esetében a minimalis fégorbiilet az parhuzamos egyenesek sikmetszetén (értéke: 0) a
maximalis f6gorbiilet pedig a kor metszeten talalhato (értéke: 1/R) (49. kép). A két érték szorzata
adja meg a Gauss-féle gorbiilet értékét, ami ebben az esetben 0.

49. kép: Egy
o 48. kép: A hengerfeliilet
e NS fogorbiiletek pontjdnak
< pindes) N (s merdlegesek fégorbiileti
L 4 . egymdsra eqy irdnyai
) ~ " pontban

Pozitiv gorbiilet(i feliiletre j6 példa a gobmb, aminek barmelyik pontjaban a minimalis és a
maximalis fégorbiilet értéke 1/R. Mivel a két gorbiilet ,egy iranyba néz”, ezért elGjeliik
megegyezik, igy a gomb Gauss-féle gorbiilete 1/R* lesz.

Negativ gorbiiletli feliiletre pedig a korabban emlitett hiperbolikus paraboloidot, a
nyeregfeliiletet hoznam példanak. Tekintsiik azt a pontot, amelyiknek az érint6sikja vizszintes, és a
feliiletb6l két egymast metsz6 egyenest metsz ki. Ha ebben a pontban meghatarozzuk a két
fégorbiiletet, azt tapasztaljuk, hogy a két gorbiilet ,ellentétes irdnyba néz”, tehat elGjeliik ellentétes,
igy szorzatuk negativ (50. kép).

Extremal directions curve One extremal direction Extremal directions curve
in opposite directions has zero curvature in the same directions

T

Negative Curvature Zero Curvature Positive Curvature

50. kép: negativ, nulla, és pozitiv gorbiiletek

Az eukleidészi sikon, aminek minden pontjaban nulla a Gauss-féle gorbiilete, érvényesiil a
parhuzamossagi axioma. Ha ezt a sikot csempézni szeretnénk (tobbféle egyenl6 oldali sokszoggel
hézag nélkiil lefedni a teriiletét), azt megtehetjiik olyan sokszdgekkel, amik egymas mellé illesztve
pontosan 360°-ot adnak ki. J6 példa erre a négyzetekkel, illetve a hatszdgekkel valé csempézés
(51.,52.,53. kép).

(0,0) X

A .

51. kép 52. kép M.C. Escher: Plane with birds 53. kép Csempézés hatsz(')'gekkel
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Ha szerkesztéseinket a nulla gorbiileti sik helyett egy konstans pozitiv gorbiileti
gombfeliileten végezziik, akkor érdekes dolgot tapasztalhatunk. Mivel a gombfeliileten két adott
pontot 6sszekotd legrovidebb szakasz a gomb fékorén halad végig, ezért az egyenesek is a
fékorokre illeszkednek, és onmagukba zarodnak, ahogy maga a feliilet is. Ilyenforman azonban
barmely két egyenes két pontban metszeni fogja egymast, igy a gobmbi sikon nem érvényesiil a
parhuzamossagi axioma (54. kép). Az olyan geometriat tehat, amiben egy egyenessel egy ra nem
illeszked6 ponton keresztiil nulla pArhuzamos egyenes htizhat6, gémbi, azaz elliptikus geometrianak
nevezziik. A gombfeliilet csempézési mddjara j6 példa a focilabda, ami 6tszogekbdl és hatszogekbol
van 0sszevarrva (56. kép). Azért lehetséges ez a csempézés, mert két hatszog és egy 6tszog egymas
mellé illesztve kisebb szoget fed le, mint 360° (55. kép). A gombi sikon a haromszogek els6
szogeinek 6sszege nagyobb, mint 360°.

54. kép: Egyenesek a gombi sikon  55. kép: Gombi hdromszég 56. kép: A gombi sik csempézése

Amennyiben konstans pozitiv gorbiilet(i feliilet helyett konstans negativ gorbiilet(i feliiletet
hasznalunk szerkesztéshez, akkor a hiperbolikus geometria parhuzamossagi axiomajat fogjuk
tapasztalni. Azonban hogy kell elképzelni egy feliiletet, aminek minden pontja ugyanolyan negativ
értékii gorbiilettel rendelkezik? Néhany helyen a nyeregfeliiletet hozzak fel példanak a hiperbolikus
sikra, azonban a nyeregfeliilet pontjainak gorbiilete — bar mindenhol negativ — nem konstans.

Akkor lehet-e taldlni az eukleidészi térben valos fiiggvénnyel leirhato, végtelen nagysagu,
konstans negativ gorbiiletl feliiletet? Sajnos nem. Hilbert német matematikus 1901-ben
bebizonyitotta, hogy a végtelen hiperbolikus sikot lehetetlen az eukleidészi térbe atemelni. [11] Bar
léteznek konstans negativ gorbiiletdi, fiiggvénnyel leirhat6 feliiletek (pszeudoszféra, Kuen-feliilet),
am azoknak Kkiterjedésiik véges, igy a végtelen hiperbolikus sik reprezentalasara nem alkalmasak
(57, 58. kép).

57.,1ll. 58. kép: A
pszeudoszféra és a Kuen-
feliilet

Azonban szerencsére léteznek az eukleidészi térben a hiperbolikus sik nagyobb (de nem
végtelen) szeletét kozelit6 formdk, amik nagyban segitik a megértést. Az egyik ilyen forma a
csempézéssel érhet6 el, olyan modon, hogy szabalyos hétszogek koré szabalyos hatszogeket
ragasztunk, igy barmelyik harom illeszkedésnél a szogek Osszege nagyobb lesz, mint 360° (59.
kép). A masik kozelité forma a Daina Taimina lett matematikus altal 1997-ben megalkotott horgolt
hiperbolikus sik modell (60., 61. kép). Ezek az absztrakciok megkdzelitfleg izometrikusak a
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hiperbolikus sikkal, ami annyit tesz, hogy a hiperbolikus sikon barmely bejart utvonal egyenld
hosszi az absztrakcion bejart dtvonallal. J6l lathat6 rajtuk a negativ gorbiileti sik egyik fontos
jellemzGje: mig a pozitiv gorbiileti gomb 6nmagéaba zarédik, ez pont az ellenkezgjét miiveli. Az
ilyen feltileteken a haromszogek bels6 szogeinek 6sszege kisebb, mint 180°.

59. kép: A hiperbolikus sik csempézése 60. kép: Horgolt modell 61. kép

Bar els6 ranézésre mindkét forma kezelhetetlennek tlinik az 6ssze-vissza fodrozodasa miatt,
mégis lehet 6ket hasznositani. Ugyanis egy eukleidészi sikot reprezentalé forman, a papirlapon tgy
tudunk egy egyenest létrehozni, hogyha meghajtjuk azt (62. kép). Ugyanigy kell tenni a horgolt
sikkal is: ahol meghajtjuk, ott egy egyenest hatarozunk meg ezen a korallra emlékeztet6 valamin.
Ily modon létrehozhatoak rajta a metszd, a parhuzamos, és az eltér6 egyenesek is (63. kép). [12]

63. kép: A horgolt

modell hajtdsvonalai

S i mentén megjelélt
"_.....--'-'— -v.ﬁ..._{- b

= hiperbolikus
egyenesek

62. kép

Geometriai modellek

Mivel — mint mar emlitve volt — a hiperbolikus sik nem agyazhat6 be az eukleidészi térbe ,
ezért sziikségiink van egy feliiletre, amin mar tudunk mértani szamitasokat végezni. A valasztott
feliileten (vagy annak egy részén) pedig létre kell hozni egy olyan 6nkényes rendszert, amiben
érvenyesiilnek a hiperbolikus geometria alaptételei. Az ilyen absztrakciot nevezziik modellnek. A
modellek értelemszerlien nem magat a hiperbolikus sikot abrazoljak, hanem lehetdvé teszik, hogy
olyan rendszerben végezziink szerkesztéseket, melyben a hiperbolikus geometria elvei
érvényesiilnek.

A Poincaré-féle kormodellen a hiperbolikus sikot egy, az euklideszi sikon megrajzolt kor
reprezentalja. A modell hatara, a kérvonal a hiperbolikus sik végtelen tavoli pontjait abrazolja. Az
egyenesek pedig olyan korivek, melyek a modell hatarat képezd korvonalat derékszégben metszik
(64. kép). Ha két ilyen koriv metszi egymast, az metszd egyeneseket jelol; ha a modell hataran
talalkoznak (egy végtelen tavoli pontban) akkor parhuzamosak, ha pedig egyaltalan nem lépnek
kapcsolatba, akkor eltéréek (65. kép). Két egyenes altal bezart szog pedig a két korivnek a
metszéspontjukban vett érintdinek a szoge. Ezen a modellen jol latszik, hogy a hiperbolikus sikon a
haromszog bels6 szogeinek 6sszege kisebb, mint 180° (66. kép).
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64. kép: Egyenesek és szégek 65. kép 66. kép: Heromszég

A Ponicaré — modellbdl kaphatjuk a félsik modellt, ahol a hatarkért tigymond ,kinyitjuk”
egy egyenessé. Ebben az esetben a sik a félsik lesz, a pontok a félsik pontjai, a végtelen tavoli
pontok pedig a hatarolo egyenesen elhelyezked6 pontok. Az egyenesek a hataregyenest
merdlegesen elmetszd korivek (67. kép).
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/ N\ . 67. kép: Félsik modell
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A Beltrami - Klein -féle kormodellen a sik szintén egy kor, és a sik végtelen tavoli pontjai
szintén a hatarkorén helyezkednek el. Az egyenesek ebben az esetben a kor hurjai. Két egyenes
aszimptotikusan parhuzamos, ha a hatarkéron egy pontban érintkeznek (68. kép). A
Beltrami - Klein modell félgombre valé vetitésével kapjuk a félgomb modellt (69. kép). Ezen a
modellen a pontok a félgdbmbon helyezkednek el, a végtelen tavoli pontok pedig a félgémb
egyenlit6jén. Az egyenesek az egyenlitot mer6legesen metsz0 gombi vonalak. [13]

. 69. kép: Félgémb
Beltrami-Klein (j“‘:l" modell

modell i

68. kép: ‘ f -

A hiperbolikus geometria jelentosége

Miel6tt Bolyai és Lobacsevszkij megalkotta volna a hiperbolikus geometriat, a geometria és
valdsag egymastdl elvalaszthatatlan volt. A mértan csakis a tapasztalati vilagra korlatozddott, és az
alaptételeit is ez alapjan fektették le. A hiperbolikus geometria volt az els6 olyan zart logikai
rendszer, melynek nem volt kézvetlen kapcsolata a valésaggal, és axiomait dnkényesen fogalmaztak
meg. Habar ezen elméleti, mesterséges geometriat Bolyai és Lobacsevszkij életében még nem
ismerték el (igaz, 6k sem tudtak bizonyitani az ellentmondasmentességét), néhany évtizeddel
késO6bb 1868-ban az olasz Beltrami bebizonyitotta, hogy a hiperbolikus geometriaban valéban nincs
ellentmondas. Ez a felfedezés gyotkeresen megvaltoztatta a gondolkodast a geometriarél, és az
axiomarendszerekrol.
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Természetesen ennek a geometridnak az elméleti volta egyaltalan nem jelenti azt, hogy
alkalmazhatatlan. A hiperbolikus geometridnak sok felhaszndldsa van a matematika és mas
tudomanyok kiilonb6z6 (altaldban magasabb) teriiletein. A matematikaban ilyen a diszkrét
geometria, a topoldgia, komplex fiiggvénytan és a csoportelméletek. A fizikdban kozvetlentiil
alkalmazzak a relativitaselmélettel kapcsolatos szamitasokban, tovabba a statisztikus fizikaban is.

A miivészetben is taldlkozhatunk a hiperbolikus geometriaval. Erre j6 példa Maurits
Cornelius Escher holland festé miivei, aki a végteleniil egyméasba kapcsolddo, és sikot tokéletesen
lefed6 geometriai formakkal kisérletezett. Ugyanilyen mozaikos lefedést alkalmazott a Poincaré-
féle kormodellen. A grafikdkon jol latszik, ahogy az egybevagd alakzatok a modell egyenesei
mentén elhelyezkednek, és a hatarkor felé konvergalnak (70., 71., 72 kép). [14]

70. kép: Escher: Circle Limit IIl  71. kép: Escher: Circle Limit IV 72. kép: Escher: Circle Limit I

Zarszo

A cikk ezennel véget ér. Bizok benne, hogy sikeriilt egy érdekes dsszefoglalét megalkotnom
a hiperbolak kozépiskolai tananyagon kiviili szerepérdl, és az olvaso is 4j ismeretekkel gazdagodott.
Végezetiil még felhivnam a figyelmet egy fontos tényre: a cikk, habar terjedelmében viszonylag
nagy lett, korantsem adott teljes kor(i ismertetést az emlitett témakrdl, és csakis a hiperbolat, a
koordinata-geometria tananyag egyik alakzatat targyalta. Ha errdl az egy alakzatrél ennyi mindent
el lehetett mesélni, akkor nyilvan a koordinata-geometria és matematika tébbi témakére is legalabb
ennyire Kkiterjedt. Ennek tiikrében valljuk be, lenylig6z6 belegondolni, hogy a matematika
tudomanya mégis mennyire gazdag.
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