Feladat

Az ABCD téglalap BC és DA oldalainak felezopontja rendre F, illetve F', az F'A szakasz
felezépontja N, a BF' és EN szakaszok metszéspontja M. Milyen aranyban osztja a C M
egyenes az F I szakaszt?

1. megoldas

Tekintsiik az alabbi dbrat. Tiikrozzik a C pontot az F' pontra, a tikorkép az AB oldal
egyenesének C' pontja. Kossiik dssze ezt a C’ pontot E-vel.
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A CC'B haromszogben BF és C'FE sulyvonalak.

A C'FE stlyvonal felezi a CC'B haromszog BC-vel parhuzamos AF' kozépvonalat, ami
azt jelenti, hogy C'E athalad az N ponton is, ezért a C', N, M, E pontok egy egyenesre
esnek.

Eszerint a CC'B haromszog stulypontja M pont, a haromszog harmadik silyvonala pedig
C' A, hiszen A felezi BC" szakaszt.

A C'A stlyvonal athalad az M stlyponton, és felezi a haromszog BC'-vel parhuzamos EF
kozépvonalat, vagyis G az E'F szakasz felezOpontja, és ezért



2. megoldas

Legyen az ABC'D téglalap oldalainak hossza AB = CD =a és BC = DA =b.
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Huzzunk parhuzamosokat a téglalap oldalaival az M
ponton keresztiil, a metszéspontokat megjeloltiik. Le-
gyen FG = x (ezzel EG =a —x) és F'S = y.

Az BEFN trapéz atléi egymést 1 : 2 ardnyban osztjak,

hiszen ez a parhuzamos oldalaik ardny. Kapjuk:

2 1 4
R 3% R 6b, RC 6b
A GEC és M RC haromszogek hasonloak, a hasonlésédgot
felirva:

vagyis G az E'F szakasz felez6pontja, és ezért

GE _ MR
EC  RC
azaz

GE 3o
5p b
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GE: 5@

EG 1

FG 1



3. megoldas

A feltételeknek megfelel6 abrat készitiink. Rejzoljunk a téglalapunk mellé egy masik
ugyanilyen téglalapot.
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Az MEM' és a C'ED haromszogek hasonlbak és oldalaik parhuzamosak, tehat
C'D || MM’

Az EM EM' négyszog paralelogramma, atléi felezik egymaést, tehat G felezopont.
C A parhuzamos DC’, mert két egybevigé téglalap egymés mellett. Igy

CA | MM

Réadéasul C' A atmegy a G ponton is, mert az az atlok metszéspontja, amin az MM’ is
atmegy, tehat illeszkedvek egymaésra.

Ez azt jelenti, hogy a keresett metszéspont a G és igy



4. megoldas

A feltételeknek megfeleld abrat készitiink.

Az FE ponton keresztiil parhuzamost hizunk a CM egye-
nessel, ez a parhuzamos a BF' szakaszt a H pontban
metszi. G

Az FNM és BEM haromszogekben FNM< = BEM<,
mert valtoszogek. Hasonloképpen valtoszogek N FM <
és EBM<, tehéat ezek is egyenlék, végil FMN< = N M
BM E<, mert cstucsszogek.

A megfelel6 szogek egyenlOsége miatt az FNM és BEM
haromszogek hasonlok, a megfelel6 oldalak aranya A B

FN 1
BE 2
mivel N felezi a BFE-vel egyenl6 hosszisagu F'A oldalt.

Tekintstik most a BC'M haromszoget. Ebben EH kozépvonal, mert E felezi BC-t és
EH || CM.

Ez azt jelenti, hogy a BM szakasz felezopontja H.
Nyilvanvalé, hogy az FNM és BEM hasonlé haromszogekben

FM 1
BM 2
is igaz, amelybol BM = 2F' M kovetkezik, és mivel a BM felezopontja H, ezért az FH
szakasz felez6pontja M.

Az EFH haromszogben GM || EH és M felezi FH-t, tehat GM kozépvonala az EFH
haromszognek.

A GM kozépvonal ezért felezi az EF oldalt is, azaz



5. megoldas

—
Vezessiik be a kovetkezd vektorjeloléseket: @ = BA, € = lﬁ :

D C

Az F'N és BE szakaszok parhuzamossaga miatt F'N M <
és BEM<, illetve N FM< és EBM < valtoszogek, tehat
FNM< = BEM<, illetve NFM< = FBM<. Ugyan-
akkor teljesiill FM N< = BME< is, mert csuicsszogek.

A megfelel6 szogek egyenlOsége miatt az FINM és BEM
o G E haromszogek hasonlok, és mivel N felezi a B E-vel azonos
hosszuisdgu F A oldalt, ezért a hasonlésig aranya

FN NM FM 1

M ¢ BE~ EM BM 2
Valasztott jeloléseinkkel egyrészt B? = 2¢, valamint
A a B BF =a+e¢, és az%:%arény miatt
— 2? 2
BM = -BF = - (a+¢)
3 3
— —
Tudjuk, hogy AM = BM — BA, ezért az el6zoek szerint AM = % (@+ €) — a, azaz
— 2 1
AM = —€— -a
3 3

Vilagos tovabba, hogy B? — B—1>4 = ﬁ, vagyis
AC =26 —d

—

Az el6zbek szerint az AM és 1@ vektorok egyirdnytak, amely csakis tigy lehetséges, ha az
A, M és C pontok egy egyenesen vannak, és nyilvanvalo, hogy erre az egyenesre illeszkedik
a G pont is.

Ez esetben az ABC' haromszogben EG kozépvonal, ami azt is jelenti, hogy FG = BTA, és

mivel EF = BA, ezért
_EF

E
¢ 2

Eszerint tehat G felezi az E'F' szakaszt, és igy



6. megoldas

Legyen az ABC'D téglalap oldalainak hossza AB = CD =a és BC = DA =b.

Huazzunk parhuzamosokat a téglalap oldalaival az M

ponton keresztiil, a metszéspontokat megjeloltiik. Le- Q ¢

gven FG = x (ezzel EG =a—1x) és FS =y. i

Az FNM és BEM héromszogek hasonlék, mert megfe- |

lel6 oldalaik parhuzamosak igy szogeik megegyeznek. 1

Hasonlé haromszogekben a megfeleléo oldalak aranya i

egyenld, ezért a hasonlosag aranya T. G B
FN NM FM 1 sl O\ /S i
BE EM BM 2 N i

mivel N felezi F'A oldalt. 1

Hasonlé haromszogekben a egymasnak megfelel6 szaka- :

szok aranya megegyezik a hasonlosag aranyaval A P B

SM 1 , FS 1
== és =5 =z

RM 2 BR 2
amelybol

SM:FT:AP:%, RM:ET:BP:Q;, BR =2y

Mivel 'S = MT = ER =y és BR = 2y, tovdbbd ER+ BR =3y = 5, ezért y = L.

Az MTG és MQC derékszogt haromszogekben az MT, M@ illetve M G,MC oldalak egy
egyenesre esnek, illetve TG||QC, tehat ez a két hadromszog hasonld, a megfelel6 oldalak

/ > _ MT
aranya 5 = o> ahonnan

b
3 __6

+
(JISy

T 6
hiszen GT = FG — FT =z — %, CQ = BP = %2 illetve MT =y = % és MQ =
MT+TQ="2%+12.

A miiveletek elvégzésével, rendezéssel és egyszeriisitéssel azt kapjuk, hogy

3a
rT=— =

a
6 2

azaz G felezépontja az FF szakasznak, és ezért



7. megoldas

Helyezziik el az ABCD téglalapot a derék- D |(0;¢) C (b;c)
sz0gl koordinatarendszerben gy, hogy az
A pont az origéban legyen, a B pont az
xr-tengelyre, a D pont az y-tengelyre illesz-
kedjen. A téglalap elhelyezése miatt nyil-
vanvald, hogy a pontok koordinataiban sze-

repld b és ¢ szamok pozitivak. (0, C) r G E (b' C)
Az NFE egyenes meredekségére 2 2
c
c__c 0:- ) N
— 2 4 — £ < ’ 4) M
TINE =TT T g

és mivel az egyenes az y-tengelyt az

N (0; i) pontban metszi, ezért az NFE A B >
egyenes egyenlete g), 0) (b: 0)
RPTRR
Az F B egyenes meredeksége
0-5 —c
m e —_
AT}

az egyenes az y-tengelyt az F' (O; %) pontban metszi, ezért az egyenes egyenlete

Az egyenletrendszer megoldasaval x = % és y = 3, ezért az NE és F'B egyenesek M
metszéspontjanak koordinatai M (%, g)

373

Az MC' egyenes egy irdanyvektoranak koordinatai vy;¢ (b —bie— ) = (Q—b' @), ahonnan

az egyenes egy masik irdnyvektora v (b; ¢).

Az egyenes athalad a C (b;c) ponton, ezért MC' egyenlete cx — by = c¢b — b-c(=0),
ahonnan

c
Y= gx

A G pont az y = § egyenletll E'F' egyenesre illeszkedik, ezért G' koordinatdit gy kapjuk

meg, ha megoldjuk az y = § és a (3) egyenletekbdl all6 egyenletrendszert. Egyszert

tehat G (5;¢).
A G pont els6 koordinataja pontosan azt jelenti, hogy G felezi az E'F szakaszt, és igy

’ 7y 7 SO _ b 2 __C
szamitassal adodik, hogy x = 2 és y = 7,



8. megoldas

Helyezziik el az ABCD téglalapot a derék- D |(0;¢) C (b;c)
sz0gl koordinatarendszerben gy, hogy az
A pont az origbban legyen, a B pont az
xr-tengelyre, a D pont az y-tengelyre illesz-
kedjen. A téglalap elhelyezése miatt nyil-
vanvald, hogy a pontok koordinataiban sze-
repld b és ¢ szamok pozitivak. (0; C) r G E (b; C)
Osztépontokat fogunk szamolni. 2

Az M pont harmadolépont a BF és NE <0; C) N
szakaszon is: FM : MB =1 : 2. Ezt koor- 4
dinatakkal szamolva:

M (“,b) A B
33 (0;0) (6;0)
Nézzilk most a CM szakasz negyedelo
pontjat, mely az M ponthoz van kozelebb (legyen ez X):

x(eb
2°2

Azt 14tjuk réla, hogy a pont az F'M szakaszra esik (méasodik koordinatajan latszik), tehat
ez a keresett GG pont.

Els6 koordinataja pedig azt mutatja, hogy ez egy felezopont, tehat
EG 1

FG 1



9. megoldas

Huzzunk parhuzamost az AB oldallal az M ponton ke-
resztil. Ez az egyenes a BC' oldalt az R, a DA oldalt az
S pontban metszi. Az dbran MS = m, illetve F'S = s,
tovabba az AFE és a BF szakaszok metszéspontja K.

Az ABEF téglalap szimmetriakozéppontja a K pont,
ezért K felezi az AF szakaszt, N pedig felezi az AF sza- G

kaszt, tehat FK és EN az AEF haromszog sulyvonalai,
és igy M a haromszog sulypontja. S L

A silypont harmadolja a stlyvonalakat, ezért EM =
2M N, valamint FM = 2MK. A K pont nyilvan fele- o, K
zi a BF szakaszt is, igy az el6z0 eredményiink alapjan S
BK = FK = 3MK, ebbél BM = 4MK kovetkezik. -

P B

Az FSM és BRM derékszogli haromszogekben FMS< = BM R<, mert csucsszogek,
ezért a két haromszog megfeleld szogei egyenlok, vagyis a haromszogek hasonlok. Meg-
felelo oldalaik aranya az atfogdk aranyaval megegyezik, ez pedig % = % = %, hiszen
FM = 2MK. Ebbdl azt kapjuk, hogy MR = 2m és BR = AS = 2s, de akkor R = s

miatt BE = CE = 3s, illetve BC' = 6s.
Bebizonyitjuk, hogy az A,M,C pontok egy egyenesen vannak.
Felirjuk az AM S és C'M R derékszogii haromszogekben az o és v hegyesszogek tangensét.

; —_MS _ m ; — MR _ 2m _ m
Eszerint tga = 72 = 3¢, illetve tgy = 7 = & = 5+

Ez csakis gy lehetséges, ha az o és v hegyesszogek egyenlé nagysaguak. Ekkor viszont
AS||CR, valamint a = « miatt szitkségképpen AM ||C' M, ez pedig azt jelenti, hogy az AM
és C'M szakaszok tartdegyenese azonos, tehat az A,M,C' pontok valéoban egy egyenesen
vannak.

Ebbél azonnal kévetkezik, hogy az A,[200B?][200B7][200B7][200B7]M,[200B7][200B7][200B7][200B?]G

pontok is egy egyenesre esnek, vagyis AG az AFEF haromszog harmadik silyvonala, és
igy G az E'F szakasz felezépontja.

Ennek megfeleléen



10. megoldas

H —
Legyen BA = @ és B?zb
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A 3 B

Ekkor kétféle mddon felirva a ﬁ vektor
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Ugyanigy kétféle moédon felirva a B? vektor

B?:{Bﬁjtﬁzv-a%—f
a

BC+4CG =5~ (2d+ 26— 2b) +26 = 25-a+ (2 46) b

valamely megfelel6 v és 0 szamokra. Az egyértelmii vektor felbontds miatt

2
{1 2145 AR T
azaz, .
tehat G felezopont. Ennek megfelel6en
EG _1
FG

10



11. megoldas

Hasznaljuk az abra jeloléseit.

D c
F G E
N M

A B

Tudva, hogy M harmadolopont, tekintsiitk a BC'F' haromszoget. Legyen ennek a harom-
szognek a teriilete t. A megfelel6 részek teriiletét beirva:

B E C

Teriiletek aranyat felirva

st+t 1
Megoldva kapjuk
1
t=-
4
Ez pedig azt jelenti, hogy GFE fele magassagban van, azaza G felezOpont.
EG 1
FG 1
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