Sziikitoé, bovitéo azonossagok

K 1.1. rjuk fel egyetlen gyokijellel: e) Va -Ya® ; ) Va b .

K 1.2. Mennyi a pontos értéke a %/ 9+44/5 - %/ 2-45 kifejezésnek?
(Szamoldgépet ne hasznaljunk!)

K 1.3. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket:
a) lgx? +1g(x +4)> =21g3
b) log, x? + log, x?=9. logg 5 [OFI probaérettségi vizsga, 2015.]

K 1.6. Oldjuk meg a kdvetkezé egyenletet: 3/x —10 —3/4x =2.

Egyenlet, egyenletrendszer, egyenlotlenség

A 10.5. Melyik az a pozitiv egész szam, amelynek utolso 6-0s
szamjegy¢t az elsd helyre irva a szam 4-szeresét kapjuk?

A 10.3. a) Harom szomszédos paros szam szorzata 960. Mik lehetnek
a szamok?

b) Harom egész szdm szorzata 120, a szdmok d = 7 kiilonbségii
szédmtani sorozatot alkotnak. Mik lehetnek a szdmok?

K 2.2. Az ax? + bx + ¢ = 0 méasodfoku egyenlet egyiitthatoi c, a, b
sorrendben szdmtani sorozatot alkotnak.

1. Az a és c egyiitthatok szorzata 2-vel kisebb, mint a b egyiitthato.
szorosa.

Mi lehet a ¢ egyiitthat6 értéke, ha tudjuk, hogy az egyenletnek két
kiilonbozo valds gyoke van?

K 4.2. Hatarozzuk meg xy értékét, hax +y=1¢&s
a) x° +y° =12, [KéMaL C.1508.]
b) x* +y*=-2.



Haromszogek

K 7.3. Szamitsuk ki az ABC haromszog kertiletét, ha oldalaira
teljesiil, hogy:

() ¢*—6a=2
(2) 3a—3c=-5
(3) 3a+3b=2c+8

K 7.5. Szerkessziink haromszoget, ha adott a — b, ¢ és !

K 7.6. Az ABC haromszogben a =5, ¢ — b =2 és y = 2. Hatarozzuk
meg a haromszog oldalait!

1/7. feladat: Adott haromszdgbe szerkessziink két azonos sugaru,
maximalis teriiletosszegli kort.

Sokszogek

K 8.1. Az ABCD egység oldali négyzet oldalfelez6 pontjait
Osszekotjiik a szemkdztes oldalak végpontjaival. Az igy kapott nyolc
egyenes egy nyolcszoget hatdroz meg. Mekkora a nyolcszog teriilete?
[egyetemi felvételi feladat, 1989.]

K 8.2. Egy téglalap keriilete 50 cm. A téglalap oldalaira kifelé
négyzeteket szerkesztiink, a négy négyzet dsszteriilete 314 cm?.
Mennyi a téglalap tertilete?

K 8.3. Egy paralelogramma két oldala 5 cm és 2 cm hosszu, az atlok
altal bezart hegyesszog 45°. Szamitsuk ki a paralelogramma tertiletét!

K 8.8. Egy ¢érintdnégyszog oldalai sorrendben 5, 7, 15 és 13 cm.
Mekkora a négyszdg teriilete, ha a beirt korének sugara
a)4,5cm, b) 1 cm?



Fiiggvények, szélsoérték, értékkészlet

A 2.9.Mennyia K =a” + % kifejezés értéke, ha a + 33200
a a

K 16.2. Hatarozzuk meg az alabbi egyenlet val6s megoldasait!

2_
J2xr+6=2 5 6

K 15.2. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

a) (x-3)*=1 b)) (x-1)"=8 ox"=1 a
1

X7 =27 @) (x+3)F =2+

K 15.6. Négy falu all egy 10 km oldalu négyzet négy sarkaban. A

lakossag olyan Utrendszert szeretne épiteni, amelyben barmelyik

falubol barmelyik faluba el lehet jutni. A rendelkezésiikre alld pénziik

27,5 km hosszl Ut megépitéséhez elegendd. Elég-e ez a kivant

utrendszer megépitéséhez?

C

K 15.7. [probaérettségi feladat, emelt szint, KéMalL ]

A T teriiletit ABC hegyesszogii haromszdgbe irjunk két téglalapot az
abra szerint!

a) Igazoljuk, hogy az AB oldalra irt téglalap teriilete legfeljebb fele
lehet az ABC haromszog teriiletének! (Ekkor a téglalap magassaga
feleakkora, mint az ABC haromszdg 4B oldalhoz tartoz6 magassaga.)
b) Legfeljebb hanyad részét tolti ki a két berajzolt téglalap a
haromszog tertiletének?

Szamelmélet

K 5.4. a) Egy néz6tér egyik blokkja az eldzetes tervek szerint éppen
365 néz6 befogadasara alkalmas. A jatéktér feldl a lelato szélesedik,
minden rakdvetkezd sorban eggyel tobb nézd fér el, mint az eldtte
1évében. Hany sorbol allhat a nézotér (hany lehetdség van), ha
egyeldre mas feltételt nem vesziink figyelembe?

b) Oldjuk meg a feladatot 730 nézdvel is! (A tobbi feltétel
valtozatlan.)

A 21.5. Szabalyos 100-sz0g csticsaiba felirtuk 1-t61 100-ig
valamilyen sorrendben a szdmokat. Vajon lehet taldlni harom olyan
szomszédos csucsot, ahol az ott 1évd szdmok Osszege legalabb 1527

K 5.8. Az a, b, c, d pozitiv egész szamokra
(1) ab + cd = 46,

(2) ac + bd =31 és

(3) ad + bc = 43.

Mennyi lehet a + b + ¢ + d értéke?



Kombinatorika

A 7.5. a) Egy osztaly % része angolul, % része németiil tanul, és

legalabb az egyik nyelvet mindenki tanulja. Hanyan tanuljak mindkét
nyelvet, ha az osztalylétszam 30 f6?

b) Egy kirandulason a résztvevok ? része barna haju volt, €s %

része fil. Hanyan voltak a barna haju fitik, ha a kirdndulésra 30-an

A 8.2. Orsolya a képen lathato diagram
mind a 7 részébe szdmokat ir. Minden
részbe olyan szamot kell beirni, amelyik
a szomszédos részekben talalhato
szamok Osszegével egyenld. (Két rész
akkor szomszédos, ha kdzos
hatarvonaluk van.) Orsolya mar beirt
harom szamot. Milyen szam keriil az
abra ¢ tartomanyaba?

A 8.3. Harom iskolai kirandulasra 6sszesen 117 gyerek ment el. Az
elso kirandulason 60-an, a masodik kirandulason 58-an, a
harmadikon 61-en voltak. Csak az elso kirandulason 22, csak a
masodik kirandulason 25, csak a harmadik kiranduldson 26 gyerek
résztvevo volt. Tudjuk még, hogy haromszor annyian vettek részt
mindharom kirdndulédson, mint ahdnyan csak a masodikra és
harmadikra mentek el (tehat az elsére nem).

Hanyan mentek el mindhdrom kirandulasra?

A 6.6. Hat véros kozott telefonvonalakat épitenek ki ugy, hogy
mindegyiket mindegyikkel kdzvetleniil dsszekotik. Ot iitemben

tervezik a munkalatokat tigy, hogy mindegyik {itemben harom brigad
parhuzamosan dolgozva 2-2-2 varos kozott épiti ki az 0sszekottetést.
A munkalatok megkezdése elott az egyik mérndk azt allitja, hogy a
masodik épitési litem utan — amikor tehat minden varosbol két
telefonvonal indul ki — mar barmelyik varosbol barmelyikbe lehet
telefonalni, legfeljebb nem kozvetleniil, hanem valamelyik masik
varos kozbeiktatasaval. Igaza van a mérnoknek?

A 8.4. Hét teherautoval — melyek teherbirasa egyenként 3 tonna — 50
darab kovet szeretnénk elszallitani. A kovek rendre 370, 372, ..., 468
kg sulyuak. El lehet-e egy forduldval széllitani a koveket?

A 8.5. Az el6z6 feladat egy bonyolultabb véltozata a kovetkezé:
Nyolc teherautoval 50 darab k6tombét szeretnénk elszallitani. A
kovek tomege rendre 145 kg, 146 kg, ..., 194 kg, egy teherautd
teherbirasa 1060 kg. Felpakolhatjuk-e gy a koveket a nyolc
teherautora, hogy egy forduloval el tudjuk szallitani 6ket?

Logika

K 25.3. Egy orszagban kétfajta ember €l: tisztafejiiek és
zavarosfejliek. A tisztafejlick mindig helyesen érzékelik a dolgokat,
¢s igazat is mondanak, mig a zavarosfejiieck minden dolognak az
ellenkezdjét érzékelik, viszont mindig hazudnak. Ha tehat egy
tisztafejitol megkérdezziik, hogy zdld-e a fii, azt feleli, hogy igen; és
konnyen lathato, hogy ha ezt egy zavarosfejlitdl kérdezziik meg, 6 is
igennel valaszol.

Igaz-e, hogy minden eldontendd kérdésre ugyanazt fogjak valaszolni
a tisztafejliek, mint a zavarosfejiiek? (Ekkor ebben az orszagban
eldontendd kérdésekkel nem lehet megkiilonboztetni, hogy ki
milyen.)



Geometria

A 11.4. [8. osztalyos felvételi feladat] Az ABC haromszgben
AC = BC. BC-re kifelé¢ megrajzoljuk a BCDE négyzetet. Hatdrozzuk
meg a BAD szoget a haromszog szogeinek segitségével!

A 13.5. Az ABCD négyszogben az A és a B csucsoknal fekv szogek
derékszogek, AD = 15 egység, BC = 24 egység. A CD oldal felez6
merdlegese az AB oldal egyenesét az E pontban metszi, AE = 20
egység. Szamitsuk ki az 4B oldal hosszat!

A 25.4. Az egységnyi négyzetélii (8x8-as) sakktablara egységnyi
atmérdjlii korongokat helyeziink el Gigy, hogy a korongok egymast
nem fedhetik és a tablardl sem loghatnak le. Legfeljebb hany
korongot helyezhetiink el?

A 16.3. Az ABC haromszog C csticsan at hizott e egyenesre A-bol és
B-bdl merdlegeseket bocsatunk, ezek talppontjai rendre D és E. Az
e egyenes mely helyzetében lesz az AD + BE 6sszeg maximalis?

A 16.4. [KoMaL Gy.2938.] Az ABCD négyszdgben AB = CD, ABC/
=90° és BCDZ =100°. Az AD ¢és BC oldalak felezémerdlegeseinek
metszéspontja M. Szdmitsuk ki a BMC szoget!

Parameéteres feladatok

A 2.1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket!

a) [x—2| =5

b) lx-2|=b (b valds paraméter)

Mj: Keressiik meg az lx-2| = y egyenletet kielégitd pontokat a
koordinata-rendszerben.

K 3.8. Egy-egy 2a és 2b liter térfogatu edény félig van vizzel. Az

b .. : : .
els6be percenként — liter, a masodikba percenként % liter viz folyik
a

be. Hany perc mulva lesz a két edényben ugyanannyi viz?

1/2. feladat: Hogyan fiigg az alabbi egyenletben a gyokok szama a p
paramétertdl? ‘— 24x+10 + 5‘ =x+p.

K 2.5. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenleteket a valos szamok
halmazan, ha a p paraméter valds szdm:

2) 2p+x: 8p2—3x_ xX+p

2p—x x*—-4p? 2p+x

x+p-2p? _x+p+ X

b)
- x>

_p—x p+Xx

K 9.2. Egy O cstcsu szogtartomanyba irt R sugart K kor érinti a két
szogszarat. A K kor O-hoz kozelebbi oldalivéhez egy 0jabb k&
érintokort szerkesztiink ugy, hogy ez a két szogszarat és K-t is érinti.
A két kor egyik szogszaron 1€vo érintési pontjait jelolje E és F,
tavolsaguk EF =d.

Szamitsuk ki a k kor sugarat! (Adatok: R=5 cm, d =12 cm.)



Statisztika

A 22.2. Osszehasonlitottak az 4 és a B osztalyok matematika
dolgozatanak eredményeit. (Minden tanul6 1-tdl 5-ig egész
osztalyzatot kapott.) A 26 f6s 4 osztdlyban az atlag 4,2, a 24 {6s B
osztalyban az atlag 3,7 lett. Mennyi a két osztaly egylittes atlaga?

A 24.2. Egy csoport tagjainak cm-ben mért magassagai: Anna: 155,
Béla: 157, Csaba: 158, Dénes: 159. Kinek a magassaga van
legkdzelebb az atlagmagassaghoz?

A 22.3. [Erettségi feladat alapjan, kozépszint, 1. rész, 2010.] Egy
oszlopdiagramon széazasokra kerekitve abrazoltak az egyes évekre
jutd hdzassagkotések szamat. A diagram szerint 1995-ben 53 500,
mig 1998-ban 44 900 hazassagkotés tortént. Hany hazassagkotéssel
volt kevesebb 1998-ban, mint 1995-ben? A valaszt szazasokra
kerekitve adjuk meg!

A 22.5. [K6zépszintii probaérettségi feladat, 2005.] 50 résztvevds
szociologiai felmérés egyik kérdésére csak 48-an valaszoltak, 1-t6l 5-
ig terjedd egész szammal. Az adatsokasag (egyetlen) modusza 4,
medianja 3,5, atlaga kerek 4 egész volt.

Hogyan valtozott meg a hdrom statisztikai mutato, ha az utélagosan
bekért két adat 4 és 5 volt?

Valosziniiségszamitas

2021. majus Esz 5. ¢) Tudjuk, hogy az A4, B, C kijelentések
mindegyike 0,6 valoszinliséggel igaz és 0,4 valoszintiséggel hamis.
Ebben az esetben mennyi annak a valdszinlisége, hogy az

(4 A B) v C kijelentés igaz?

A 23.1. [fels6foku kritériumdolgozat] A fagylaltok éjszakajan egy
kozvéleménykutatasban vizsgalt csoport 82%-anak izlett az
eperfagylalt, 94%-nak pedig a citromfagylalt. A két gylimdlcsfagylalt
koziil mindenkinek izlett legalabb az egyik. Mennyi annak a
valosziniisége, hogy egy véletlentil kivalasztott személynek mindkét
gyliimdlcsfagylalt izlett?

1/9. Feladat: [Erettségi vizsga, emelt szint, 2015. méjus]

Szétgurult 20 darab tojas az asztalon. Koziiliik 16 tojas ép maradt, de
4 tojasnak alig észrevehetden megrepedt a héja. Bori ezt nem vette
¢szre, igy visszarakosgatja a tojasokat a két tojastartoba. El6szor a
sarga tartoba tesz tizet, majd a fehérbe a tobbit. Mekkora annak a
valosziniisége, hogy mind a 4 hibas tojas ugyanabba a tartoba kertil?

A 23.6. [Emelt szint{i probaérettségi feladat
B | 2005.] Egy 5x5-0s négyzetracs alaku
labirintus két atellenes csucsaban, a
kijaratoknal egy egér és egy macska van.
Mindketten adott jelre, ugyanakkora
sebességgel elindulnak a szemkozti kijarat
felé ugy, hogy minden Iépésben kozelednek
céljukhoz. Egymast nem latjak,
utvalasztasuk az eldgazasokban
véletlenszerli. (Amikor eldgazashoz érnek, a lehetséges két irdny
koziil egyforma valoszinliséggel valasztanak.)

a) Hanyféle uton juthat el az egér a P, a macska a Q pontba?

b) Ha nem lenne a macska, akkor hanyféle uton juthatna el az egér a
szemkozti kijarathoz?

¢) Hanyf¢le uton talalkozhat az egér és a macska? Mekkora
valdszintiséggel talalkoznak?

E




Lazitas 1.

A 1.1. Egy 6ltony alaparét a nyéri kereslet miatt 10%-kal felemelték.
Osszel az 0j arat eldszor 10%-kal csokkentették, majd ismételt
arleszallitas soran az aktudlis arat ujabb 15%-kal csokkentették. Hany
szazaléka a végso ar az eredeti alaparnak?

A 1.2. Elolvastam egy konyv harmadrészét, majd a maradék
negyedrészét, igy 32 oldal maradt. Hany oldalas a konyv?

A 2.3. Oldjuk meg az n(n + 4) = 45 egyenletet!
A 2.8. a) Vigyiik a gyokjel ala, ill. a gyokijel elé a szorzotényezdket!

4 2
Lavb, 2.0 )% 3.1/196“5—;2, 4. ab*c3d* .
t z

¢) Irjuk fel egyetlen gyokjel segitségével az alabbi kifejezéseket!

5.3a b, 6. Ya-a* .

A 27.3. Van-e¢ a hiba a kovetkezd levezetésben?

V12x2 Bx=+12x2 -43x2 =+/36x* =6x2.

A 2.6. Van-¢ a racionalis szampérok halmazan megoldasa a
(2\/5 -3)x— (3\/5 +4)y= 8J5 +5 egyenletnek?

A 2.7. Mennyi a \/ 12+ 643 — \/ 7-43 kifejezés pontos értéke?
(Szamologépet ne hasznaljunk!)

Kis algebrai paradoxonok

A 24.3. Egy iskolai biivészmutatvany a kovetkezo.

Kezdetben Anna és Pisti szamologépének a kijelz6jén egyarant a
0,333333333 szam olvashato. Ezutan mindketten 3-mal
megszorozzéak a szamot. Ahogy varhatd, Anna gépe 0,999999999-et
ir ki, de Pistié viszont 1-et. Hat ez hogy lehetséges?

A 1.8. Egy folyami hajé az 4 kik6tébdl B-ig tart6 utat v = 6 km/h, a
B-bol 4-ba tart6 utat pedig w = 10 km/h atlagos sebességgel teszi
meg. Mennyi a hajo teljes (oda-vissza) utra vonatkoztatott
atlagsebessége?

A 1.9. Valaki 6t 6ran keresztiil gyalogolt. El6szor sik titon, majd
hegynek fel, azutan megfordult, és ugyanazon az uton tért vissza
kiindulési pontjdhoz. Sik talajon 4, hegynek fel 3, volgynek le 6
kilométert tett meg oranként. Mekkora utat jart be?

K 19.2. Egy kerékparos Budardl Hatvanba tartott. Lehetséges-e, hogy
a 70 km hosszl utjanak barmely egyoranyi utszakaszan ugyanakkora
volt az u atlagsebessége, de a teljes utra szamitott atlagsebessége
ennél nagyobb volt?



Kerekités

A 24.5. Egy haromszog alaku terem alapja 18,4 m, magassaga 7,9 m.
A terem parkettazasakor 10% veszteséggel szdmol a kivitelez6. Hany
négyzetméter parkettat rendeljen? (A parketta csak egész
négyzetméteres csomagolasban kaphato.)

K 6.11. Pisti a kovetkezd tesztfeladattal talalkozott:

A derékszogl koordinata-rendszerben adott az A(2; 1) és B(6; 2)
pont. Tiikrozziik B-t az x tengelyre, igy kapjuk a B’ pontot; majd
tikkrozziik 4-t az OB’ egyenesre, igy kapjuk az 4” pontot.

Az AOA’ sz5g
A: hegyesszog B: der¢kszog C: tompaszog.
Melyik a helyes valasz?

(A teszt kitoltésekor fiiggvénytablazatot lehet hasznalni, de
szamologépet nem.)

K 21.5. Adjunk meg egy olyan intervallumot, amelyben a
sin(x + 1) > 0,3 egyenldtlenség teljestil!
(Szamoljunk két tizedesjegy pontossaggal.)

K 21.6. Egy haromszog harom csucsa A(—10; -5), B(1; 8) és C(9; 1).
Hatarozzuk meg a haromszog teriiletét el6szor 2, majd 3 tizedesjegy
pontossaggal! Vajon melyik eredmény a pontosabb?

Nehezebb feladatok 1.

A 15.2. Egy téglatest egy csucsbol kiindul6 lapatloinak hossza
a)3cm, 4 cm és 8 cm;

b) 18 dm, 28 dm és 38 dm.

Milyen hosszu a téglatest testatlgja? [Tankonyvi feladat 1935.]

K 14.5. a) Egy pozitiv szdmokbol all6 mértani sorozat elsé 5
tagjanak 0sszege 8, a tagok reciprokainak dsszege 1. Mennyi az elsd
5 tag szorzata?

b) Oldjuk meg a feladatot akkor is, ha az elsé 5 tag 6sszege 16! (A
tobbi feltétel valtozatlan.)

¢) I. Moédosités: az elsO 5 tag Osszege 31, a reciprokok 6sszege pedig
31

E.

A 16.5. (Felvételi feladat 1995.) Egy konvex négyszog szemkozti
oldalainak felez6pontjat 6sszekotve négy négyszdgre bonthatd. Ha
ezek koziil haromnak a tertilete 8, 16 és 20 teriiletegység, akkor
mekkora a negyedik résznégyszog teriilete?



Sorozatok

A 17.3. a) Egy stadion B lelatéjanak a nézétere szimmetrikus trapéz
alaprajzu, a széksorok a jatéktértdl tavolodva hosszabbodnak. A
leghats6 sorban 237 sz€ék van, és minden megel6z6 sorban 3-mal
kevesebb, mint a mogotte 1évoben. A preciz szervezdk pontosan
megszamoltak, a B lelaton 9480 nézo fér el. Hany széksor talalhato
ezen a teriileten?

b) Modositas: a lelaton 9435 nézo fér el. (A 237 darab szék és a 3-as
csokkenés tovabbra is érvényes feltétel.)

A 17.4. Andras, Béla és Csaba kertszomszédok, és mindharman
tartanak nyulakat. Hirméjuknak 6sszesen 39 nyula van, és ezek
szama A4, B, C sorrendben egy szamtani sorozat egymast kovetd
tagjai. Egy alkalommal a fiuk elmentek nyulaikkal a piacra, hogy
aruljak oket. Andrés 4, Béla 1 nyulat adott el, Csaba egyet sem,
viszont vasarolt 8 0j nyulat. Hazafelé megallapitottak, hogy most
nyulaik szdma 4, B, C sorrendben egy mértani sorozat egymast
koveto tagjai. Hany nyula volt eredetileg Andrasnak?

A 18.4. [egyetemi felvételi feladat alapjan] A 17, 18, ... szomszédos
egész szamok sorozatabdl kivettiink egy tagot. A maradék szamok
atlaga 52,4 lett. Hany tagu volt eredetileg a sorozat?

A 19.3. a) Egy mértani sorozat els tagja 1, az 6todik tag négyzete
256. Mennyi lehet a sorozat elsé 0t tagjanak az dsszege?

b) Egy egész szamokbdl all6 mértani sorozat harmadik tagja 3-mal
nagyobb az elsd tagnal. Mennyi lehet a negyedik tag?

A 19.5. Egy mértani sorozat els tagja 3, n-edik tagja 13. Az els6
n tag reciprok értékeinek az 6sszege 8. Szamitsuk ki a mértani
sorozat elsd n tagjanak az dsszegét!

Korok

I/1. feladat: Az AB = 10 cm atmérdji kor kertiletének egy C pontjara
teljesiil, hogy CA-CB = 40 cm?. Szamitsuk ki AC hosszat!

K 9.3. a) Az O kdzépponta kor belsejében 1évo P ponton at
meghuzzuk az AB ¢s CD hurokat. AP =6 cm, BP =14 cm, CP =17
cm. Szamitsuk ki a DP szakasz hosszat! Mekkora a kor sugara, ha
PO=2cm?

b) Az O kdzépponti kordn kiviili P pontbol meghuzzuk a PAB és
PCD szeloket. PA=2 cm, AB="7 cm, PC =3 cm. Szamitsuk ki a CD
szakasz hosszat! Mekkora a kor sugara, ha PO =5 cm?

K 9.4. Az ABCD hurnégyszogben AB =4, BC =3, CD =5 egység.
Szamitsuk ki a négyszog kore irt kor sugaradnak a hosszat, ha a)
ABCZ =100° b) ABCZ =80°; ¢) BACZ =30°!

K 9.6. Egy haromszog teriilete 5 cm?, keriilete 10 cm. Mekkora a
beirt kdrének a sugara?

K 9.7. Szamitsuk ki az R = 1 cm sugaru korbe irt haromszog
tertiletét, ha tudjuk, hogy:
a) a hdromszog oldalainak szorzata 5,2 cm’;
b) ab=2,8 cm?ésc=1,9 cm;
+2.8

¢) cm-ben szamolva a +1= ésc=1,9cm.



Differencialszamitas, integralszamitas, teriilet

K 18.2. Az abran lathato f'¢és g fiiggvénygorbék egy h fliggvény,
valamint 4’ derivaltjanak a grafikonjai. Melyik lehet a 4 fliggvény, f
vagy g?

AN
K 18.4. A kovetkezo levezetésekben egy integral kiszamitasakor
kiilonb6z6 eredményeket kaptunk. Mi lehet ennek az oka?

a) Szamitsuk ki j (2x +3)2dx értékét!

I. megoldas (az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyaval):

I(2x+3)2dx=w
3

, kifejtve §x3 +6x7 +9x + % :
I1. megoldas (tagonként integralva):

j(2x+3)2dx=j(4x2 +12x+9)dx=§x3 +6x2 +9x.

b) Szémitsuk ki [sin(2x)dx értcket!

I. megoldas (az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyaval):
[ sin(2x)dx = - C"sgzx) .

I1. megoldas (addicios-tétellel): sin2x = 2sinxcosx, ennek integralja
pedig If’(x) - f(x) tipusu: J.sin(2x)dx = J.2sinxcosxdx =sin’x.

K 18.3. Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértéket!
. sSinx-cosx

lim————

x—0 5x2

K 26.9. Ha az integralasi intervallum nem véges, vagy ha az
integralando fliggvény nem korlatos, akkor improprius integralt

alkalmazhatunk. Tekintsiik példaul az f(x) = Lz fliggvényt a [-2; 2]
X

2

intervallumon, és legyen f{0) = 1. Szamitsuk ki a I dex integralt!
X

! 17 1 1
Megoldas: j—zdx = [— —} =——= (— —j =-1.(Az nem jelent
X x|, 2 -2
problémat, hogy x = 0-ban f{0) = 1 vélasztassal értelmeztiik a
fliggvényt, hiszen a fliggvényértéket véges sok helyen megvaltoztatva
az integral értéke (azaz a teriilet) nem valtozik.) Azonban az adott
intervallumon a fliggvényértékek pozitivak, igy a teriilet nem lehet
negativ. Mi lehet a hiba?



Elégségesség hianya

A 11.5. Egy haromszog a, b, c oldalaira teljesiil az T4 b = i,
b a ab
b 13 10
L —, c.a_ 7 egyenletrendszer. Mekkora a haromszog
c b bc a c¢ ac
leghosszabb oldala?

K 6.12. Egy haromszog A(2; u), B(4; v) és C(w; 9) csucsai
racspontok. A csticsok koordinatait egymas mellé irva olyan szamot
kapunk, amelyben minden szdmjegy pontosan kétszer szerepel.
Hatarozzuk meg a hidnyz6 koordinatadkat igy, hogy a haromszog
sulypontja is racspont legyen!

K 7.2. Egy derékszdgii haromszog két befogojanak a kiilonbsége
21 cm, ¢és az atfogo 3 cm-rel nagyobb az egyik befogonal. Szamitsuk
ki a haromszog atfogojanak a hosszat!

K 11.1. Hét kincskeresd 55 darab aranypénzbdl allo kincset talalt. Az
érmék tomege rendre 306 g, 307 g, ..., 360 g. El tudjak-e ugy
osztani a pénzt, hogy mindenkinek legalabb 2,5 kg arany jusson?

A5.6.AH= {1,2,3,4,5,6,7,8, 9} halmaznak legfeljebb hany
részhalmazat lehet megadni Gigy, hogy koziiliikk barmely kettonek
legyen k6z0s eleme?

A 6.7. [KMaL Gy.2784.] Egy légitarsasag ingajaratokat kozlekedtet
néhany varos kozott ugy, hogy egy varosbol nem lehet haromnal tobb
masikba kozvetleniil eljutni. Legfeljebb egy atszallassal viszont mar
eljuthatunk barhonnan barhova. Legfeljebb hany varos kozott
jérhatnak a gépek?

Térgeometria

K 10.2. Sik terepen az A4 és B pontok kozdtti tavolsag kiszdmitasahoz
a kovetkez6 adatokat ismerjlik: Az 4 ponttol 100 méterre allo
gyarkémény az A pontbol 45°-0s, a B pontbdl 30°-0s emelkedési
szogben latszik. Az A4 pontot a kémény aljaval 6sszekotd egyenes
60°-0s szoget zar be az AB egyenessel. Mekkora az 4B tavolsag?

K 10.3. Szamitsuk ki az o sik 4 és B pontjainak a tér egy P pontjatol
val6 tavolsagat, ha P4 4 cm-rel hosszabb PB-nél, és T4 = 15 cm,
TB =13 cm (T a P merdleges vetiilete az o sikon).

K 10.5. Egy 19 mm atmérdjii papirhengerre 10 m hosszu folia van
feltekerve, igy egy 21 mm atmérdjii tekercset kapunk. Hatdrozzuk
meg a folia vastagsagat ezredmilliméter pontossaggal!

K 10.8. (analdgia)

a) Az ABC szabalyos haromszdg 4 csucsat B-re, B csucsat C-re, C
csticsat A-ra tiikkrozziik, igy az 4 ’B’C” haromszoget kapjuk. Mennyi
az A’B’C’ és ABC haromszogek teriiletének aranya?

b) [K6MaL Gy.2517.] Az ABCD szabalyos tetraéder 4 csucsat B-re,
B csucsat C-re, C csucsat D-re, D csucsat 4-ra tiikrozziik, igy az
A’B’C’D’ tetraédert kapjuk. Mennyi az az A’B’C’D’ és ABCD
tetraéderek térfogatanak aranya?



Lazitas 2.

A 19.1. Egy mértani sorozat elsé tagja 15, elsé négy tagjanak osszege
60. Szamitsa ki a sorozat hanyadosat!

A 27.6. Mi a hiba az alabbi okoskodésban?

Két egymast metsz6 O ill. O kdzéppontu kor egyik kozos pontjabol
megrajzoljuk az AOB és AQC atmérdket. A BC szeld a kdroket D és
E pontokban metszi. ADB ./ = 90° Thalész tétele miatt, ¢s AECZ =
90° szintén teljesiil. igy az ADE haromszogben két derékszog is van.
Héat ez hogy lehetséges?

A 11.6. Ha egy sokszdg belsd szogeit egy kivételével dsszeadjuk,
eredményiil 2570°-ot kapunk. Hany fokos lehet a kimaradt szog?

A 12.7. a) Egy haromszog két oldala @ = 10 cm, b = 15 cm. Tudjuk,
hogy az ezekhez az oldalakhoz tartoz6 magassagok dsszege egyenld
a harmadik magassaggal. Szamitsuk ki a haromszog harmadik
oldalat!

b) Ugyanez a feladat, haa =7 cm, b =3 cm.

A 12.3. Az ABC haromszog oldalaira teljesiil, hogy a + 3b = 2¢ és
2a + ¢ =3b. Az A’B’C’ haromszdgben hasonldéan a’+ 3b"=2¢’ és
2a’+ ¢’ =3b’. Igaz-e, hogy a két haromszog hasonlo?

A 27.4. Pisti 7 pontt, egyszerii grafokat rajzolt a fiizetébe, majd
megadta az egyes csucsok fokszamait. A tanar megnézte a
fokszamokat, majd — anélkiil, hogy magukat a grafokat megtekintette
volna — azt allitotta, hogy a leirt adatok k6zott tobb hibas is van.
Hogyan okoskodhatott, é¢s mely felirasok hibasak biztosan?
a)5,5,5,5,55,5:b)6,5,3,2,2,2,0;¢)6,6,4,3,2,2, 1;
d)6,6,4,2,2,2,2;e)6,5,3,2,2,2,2.

Nehezebb feladatok 2.

I/5. Szoldatics Jozsef idei minikurzusan hangzott el kovetkezo
feladat.
,47. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan:

1 -
[a}[“-

1/10. Az ABC hegyesszogli haromszogben a < b < c. A haromszog
oldalaira befel¢ egy-egy négyzetet allitunk gy, hogy a négyzet két
csticsa az oldalon, a harmadik és negyedik cstcsa pedig a masik két
oldalon van. Melyik négyzet teriilete lesz a legnagyobb a harom
koziil?

K 26.14. [Arany Daniel verseny, haladok, 2024. alapjan] Ot személy
megajandékozza egymast oly modon, hogy mindegyikiik nevét
felirjak egy céduléra, a neveket egy dobozba teszik, majd sorban
kihuznak egy-egy nevet. Ha valaki a sajat nevét htizza, akkor a
sorsolast megismétlik. Végiil mind az 6ten kihuznak egy nevet, és
senki nem a sajatjat. Ekkor el0szor az egyikiik odaadja az ajandékat
annak, akit huzott, ezutan az, aki kapta, szintén odaadja az ajandékat
annak, akit hiizott, és igy tovabb. Mennyi annak a valoszinlisége,
hogy az ajandékozast kezd6 didk 6todik-ként kapja meg a neki szént
ajandékot, azaz az ajandékozasi lanc korbeér?



Nyelvi problémak

A 26.2. Hany olyan kétjegy(i pozitiv egész szam van, amelyik nem
oszthat6 2-vel és 3-mal?

A 26.3. Egy dobozban 12 darab sarga, 20 zold és 26 piros golyo van.
Hény darabot kell koziiliik latatlanban kivenni ahhoz, hogy az alabbi
allitas biztosan igaz legyen?

,»A kivett darabok kézott van négy sarga vagy zold.”

A 26.4. [egyszint(i probaérettségi vizsga, 2014] Az 1, 3, 5 és 8
szamjegyekbdl hany olyan 2-vel oszthat6 pozitiv haromjegyli szdmot
képezhetiink, melynek szdmjegyei kiilonbozdek?

A 26.5. Egy pozitiv egész szam és két szomszédjanak négyzetosszege
felirhato 6t egymast kovetd egész szdm 0sszegeként. Hany ilyen
tulajdonsagu szdm van a haromjegyli szamok kozott? [K 354.]

A 26.6. 2016. januari Gjsaghir: A janudr 16-dn irt gimndziumi
felveételi tesztek egyik feladatanak hibas volt a megoldokulcsa. A
nyolcosztalyos gimnaziumba késziilo negyedikeseknek szolo egyik
feladat 8. példajaban egy borond szamzarjanak harom szamjegyii
nyitokodjat kell kitalalni, ehhez a feladatban szereplo kislany az
alabbi instrukciot adja:

Az enyém a legnagyobb olyan 900-nal kisebb szam, amelynek
mindharom szamjegye kiilonbozo, és paratlan.”

Mi okozhatott félreértést?

K 25.5. [OKTV, 2015.] ,,Tekintsiik azokat az 6tjegyli szamokat,
amelyek az 5, 6, 7, 8 szamjegyeket tartalmazzék és mindegyiket
legalabb egyszer. Mennyi ezeknek az 6tjegyli szamoknak az
Osszege?” Mi lehetett a félreértés oka?

Koordinata-geometria

K 6.3. Adott a k kor egyenlete: x* —8x+ y* +6y =0. Szamitsuk ki a
P pontbdl huzott érinté egyenletét, ha a) P(—3; -2), b) P(—1; —0,5)!

K 6.5. Adottak a derékszogli koordinata-rendszerben az A(2; 2) és
B(5; 6) pontok. Az x tengely mely P pontjara lesz az APB haromszog
terlilete 15 egység?

K 6.6. Adottak az A(-3; 3), B(3; 1), C(6; 4) pontok. Milyen
ponthalmazt hatdroz meg az ABC haromszog sulypontja, ha a C csucs
az e: 2x + y = 16 egyenletli egyenesen mozog?

3
K 6.7. Adott a deré¢kszogl koordinatarendszerben az e: y =—x

egyenes és a k: x> + )7 = 25 egyenletli kor. Az ABC haromszdg
csticsai A(2; —1), B(11; 2), a C cstcs pedig rajta van az e egyenesen
¢s a k koron is. Hatarozzuk meg C koordinatait!



Valoszinliségszamitasi paradoxonok

A 23.4. Pisti sakktaborba szeretne menni a nyaron, de csak akkor
engedik el, ha harom egymas utani sakkparti koziil legalabb két
egymas utanit megnyer. Partnerei: Apa €és Papa, mégpedig vagy Apa-
Papa-Apa, vagy Papa-Apa-Papa sorrendben. Apa jobban jatszik, mint
Papa. Melyik sorrendet érdemes valasztania Pistinek?

A 23.5. Andrasnak két golydja van, Bélanak egy. A golyok elguritasa
utan megnézik, melyikiiké kozelitett meg jobban egy eldre kitlizott
palcat (a palca és a golyok tdvolsadgai mind kiilonb6zok). Ha mind a
két jatékos ugyanolyan iigyes, akkor mennyi annak a valosziniisége,
hogy Andras gy6z?

K 20.3. Pisti és Csilla egyszerli kockajatékokat jatszanak.

a) Két dobokocka szamozasa 4: 2,2,2,2,6,6; illetve B: 5,5,5,5,1,1. A
jatékosok kivalasztanak egy-egy kockat, majd mindketten dobnak a
sajatjukkal. Az a jatékos nyer, aki nagyobbat dob.

Hogyan érdemes valasztaniuk?

b) Most kezdetben harom dobdkocka van: 4: 2,2,2,2.5,5;
B:44,44,1,1; C: 3,3,3,3,3,3. Csilla megengedi, hogy most is el0szor
Pisti valasszon egyet, majd utana 0 is kivalasztja a maradékbol a sajat
kockédjat. Hogyan jatsszon Pisti?

K 20.2. Karinthynak volt egy aforizméija: ,,Az autébusz mindig
ellenkezd iranybol jon, mint ahonnan varjuk.” Lehet-e valoban, hogy
valamelyik megallohoz a kedvezotlen iranybol nagyobb
valészinliséggel érkezik autobusz, mint a kedvez6bol? (Feltételezziik,
hogy a kocsikat mindkét iranybdl egyenl6 1dokozokben inditjak, és a
kocsik alland6, mindkét irdnyban egyenld sebességgel haladnak.)
[KoMaL F.676.]

Kis paradoxonok

K 26.3. Minden x-re teljesiilnek a kovetkezd azonos atalakitasok:
3 3

cos’ x=1-sin’x < (cos’ x)Ez(l—sin2 x)E &
3 3
cos’ x=(1—-sin’ x)2 < cos’ x+3=(1-sin’x)2 +3 <

2
3
(cos® x +3)? =[(lsin2 x)?2 +3J .

Mj: pl. x =g helyettesités esetén a bal és a jobb oldal is 9.)

Most helyettesitsiink be pl. x =m-t. A bal oldal 27, a jobb oldal 47 .
Ebbdl kovetkezik az alapok egyenldsége: 2 =4 < 1=2.77?

A 27.7. Allitas: A primszamok szama végtelen.
Bizonyitas: Indirekt moédon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy véges sok
primszam létezik, ezeket jelolje p,, p,, p3, ..., p, . Tekintsiik az

Osszes primszam szorzatabol képezett S = p, - p, - p3 .- p, +1
szamot! Mivel S nem oszthat6 a p,, p,, p3, ..., p, primek egyikével

sem (1 maradékot ad barmelyikkel osztva), ezért S csak ujabb,
korabban nem felsorolt primszam lehet. Ellentmondast kaptunk
(korabban az dsszes primszamot 0sszeszoroztuk), ezért a kiindulasi
feltevés hamis. Ebbdl kovetkezik, hogy végtelen sok primszam van.

K 12.5. Egy korlemez keriiletén sorban felvesziink 1, 2, 3, 4 pontot, s
ezeket egyenes szakaszokkal 6sszekotjiik egymassal. A szakaszok a
korlemezt rendre 1, 2, 4, 8 részre osztjak. Ez alapjan van-e sejtésiink,
hogy 6 pont esetén legfeljebb hany részre osztjak a szakaszok a
korlemezt?



Nehezebb feladatok 3.

A 15.7. Az ABCDEFGH téglatest egy csucsbol kiindulé éleinek
hossza 4 cm, 4 cm, 10 cm. Az egyik négyzetlapon egy légy, a
masikon egy pok iil. A 1égy oldalélektdl mért tavolsagai 2, 1, 2, 3 cm
(vagyis egy kdzépvonal 1:3 aranyl osztopontjaban van), a pok a
légyhez képest a test kozéppontjara szimmetrikusan helyezkedik el.
Milyen iranyban induljon a pok a légy felé, hogy a lehetd
legrévidebb uton elérje? (A pok csak a téglatest feliiletén mozoghat.)

K 10.6. Mekkora a valédi mérete annak a ferdén felallitott palcanak,
amelynek feliilnézeti, eldlnézeti és oldalnézeti vetiileteinek hossza
rendre a) 5cm, 12 cm, 18 cm; b) 5cm, 12 cm és 14 cm; ¢) 6 cm, 13
cm ¢és 14 cm?

K 12.6. Egy négyzet alaku kert kozéppontjan iil egy nyuszi, a
sarkokon pedig egy-egy farkas. A farkasok 1,4-szer gyorsabban
futnak a nyuszinal, de csak a kert hatdra mentén mozoghatnak.
Kijuthat-e a nyuszi a kertbdl? [KoMaL F.97, Gy.2313.]

K 20.6. Véletlenszerlien harom részre toriink egy palcat. Mennyi
annak a valdszinlisége, hogy a harom darabbol kirakhato egy
haromszog?

A 23.7. Valamely urnaban n goly6 van, melyek koziil néhanyat
kihtuzunk. Mi valosziniibb: a kihtzott golydk szama paros vagy
paratlan? [KoMaL F.1096]



