Matektabor 2017 feladatok 1 FEHER TWIX

1. Fehér twix BUKVA BALAZS IMOLAY ANDRAS,
MOLNAR-SASKA ZOLTAN, NEMETH BALAZS

1.1. Bukva Balazs

BB/1. Keressiik meg a 81 legkisebb t6bbszorosét, amely csak az 1-es szamjegyet tartalmazza.

BB/2. Legyen ABC nem tompaszogli haromszog, és D a BC' szakasz egy pontja. Legyen
ki, ke az ADB és ADC koriilirt korei rendre. Az ADB sz0g bels6 szogfelezoje messe a ki kort
masodszor az F pontban és az ADC bels6 szogfelezdje a ky kort masodszor az F' pontban. Mi
kell, hogy teljesiiljon az ABC' haromszogre, hogy az E, A, F' pontok egy egyenesre essenek.

BB/3. Legyen n pozitiv egész. Igazoljuk, hogy:

n
1=

1 2
« (12 41)3/4 vn+1
BB/4. Legyen S porzitiv egészek egy halmaza és minden n > 1-re legyen

Sp={i]i<n, €S}

1
Igazoljuk, hogy Y~ — konvergens, ha minden n-re |S,| < \/n.
seS

BB/5. Legyen p paratlan prim, és aq, as, . .., a, kilénb6z6 szamok. Tovabba tegyiik fel, hogy
létezik egy P(z) polinom amelynek a foka nem nagyobb mint 51 és P(i) = a; (mod p).
Igazoljuk, hogy adott d szamra

p

Z(ai+d - ai)2 =0 (mod p)

i—1
fennall.

BB/6. Legyen S ponthalmaz olyan, hogy barmely két pont tévolsiga egész szam és van harom
nem kollinearis pont. Igazoljuk, hogy |S| véges.

BB/7. Legyen n > 2 és legyen k azon primek szdma amik nem nagyobbak mint n. Tegyiik
fel, hogy A C S ={2,...,n}, |A| <k és A semelyik két eleme nem osztja egymas. Bizonyitsuk
be, hogy létezik A C B C S, hogy B semelyik két eleme sem osztja egymast és |B| = k.
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1.2. Imolay Andras

TA /1. Oldjuk meg a kovetkez$ egyenletet: sinx + cosz + sinzcosz = 1.

TA /2. Hivjunk egy A egészekbdl &ll6 halmazt elfogadonak, ha teljestil ré, hogy:

Ha a,b € A (lehet a =b) akkor a® 4+ kab+ b* € A minden egész k-ra.

Hatarozzuk meg az 6sszes egészekbol allo nemnulla m, n part, melyekre teljesiil, hogy az egyetlen
elfogad6 halmaz mely tartalmazza m-t és n-t is az egész szdmok halmaza.

TA/3. Béarmely n > 2 egészre legyen N(n) az a legnagyobb szdm, melyre léteznek olyan
(ai, by c;) (1 = 1,2,...,N(n)) nemnegativ egészekbdl all6 szamharmasok, melyekre teljestl a
kovetkez6 2 allitas:

(1) a; + b; + ¢; = n minden i = 1,2, ..., N(n)-re;
(2) Ha i # j akkor a; # a;, b; # bj, ¢; # ¢;.

Hatarozzuk meg N (n)-t.

TA /4. Legyen ABC haromszogben AB > AC. Legyen D, E rendre a B és C-hez tartozo
magassagok talppontjai. Legyen F' a BC' oldal felez6pontja, legyen e A-n athaladé AF-re
meréleges egyenes. e és DE egyenesek metszéspontja legyen GG. Bizonyitsuk be, hogy a GFC
szoget felezi AF'.

TA /5. Legyen g nemnegativ egészekbdl nemnegatig egészekbe képzé fiiggvény melyre minden
n > 0 teljestl, hogy:

g(4n) = g(2n) + g(n) (1)
g(dn+2) =g(4n) + 1 (2)
g2n+1)=g(2n)+1 (3)

Bizonyitsuk be, hogy minden m pozitiv egészre pontosan g(2™!) olyan n van melyre 0 < n <
2™ és g(4n) = g(3n).

TA/6. Az ABC haromszog korilirt korének kozéppontja legyen O. Legyen M a BC' fele-
zépontja és legyen H az A-bdl indulé magassag talppontja. Legyen K H tiukorképe M-re.
Legyen D,FE rendre B és C vetiilete az AM egyenesen. Legyen ) a K DFE koriilirt korének a
kozéppontja. Bizonyitsuk be, hogy OQ) parhuzamos AM-mel.

TA /7. Vegyiink egy poliédert aminek legaldbb 5 lapja van és minden csticsdbdl pontosan 3 él
indul. 2 jatékos a kovetkezdt jatssza: A jatékosok felvaltva lépnek és a sajat korében minden
jatékos rairhatja a nevét a poliéder egy lapjara, amelyre még egyikiik sem irta kordbban. Az a
jatékos nyer aki el6szor rairja 3 lapra a nevét melyek egy csticsban taldlkoznak, ha ez egyikiiknek
sem sikeriil akkor dontetlen. Igaz-e hogy a kezdd jatékos mindig nyer ha a lehetd legjobban
jatszik.
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1.3. Molnar-Saska Zoltan

MSZ/1. Jordan és 12 baréitja egy pakli franciakartydval jatszanak. Kiosztjdk a lapokat,
mindenki kap 4-et. Lehetséges-e mindig, hogy mindenki kivalaszt egy lapot a kezébol és dsszesen
az igy kivalasztott 13 lap kozott pontosan egy 2-es, egy 3-as, ..., egy asz szerepel?

MSZ/2. Philippe és Roberto a kovetkez6 jatékot jatszak. Adott egy n természetes szam. Egy

., 227+ szamok. Felvaltva lépnek, Philippe kezd.

tablara kezdetben fel vannak frva az 1, 2, 3, ..
Egy lépésben ki kell vélasztani egy p* szdmot -ahol p egy 3-t6l eltérd prim, k pedig pozitiv
egész- gy, hogy a tablan 1év6 szamok koziil legaldbb egy oszthaté pF-nal. Ezutdn az 6sszes
szédmot, ami oszthaté pF-nal azt elosztjdk pF-nal és a tablara a hanyadosokat irjak helyettiik.

Az veszit, aki nem tud lépni. Milyen n-re kinek van nyer6 stratégiaja?

MSZ/3. Dejan valasztott harom pozitiv valés szamot: a-t, b-t és ¢t olyan médon, hogy a
szorzatuk 1. Segits neki belatni, hogy akarmilyen valasztas esetén:

1 1 1
ad(b+c) * b3(c+a) * c3(a+0b)

3
> —.
-2

MSZ/4. Adott a sikon n kilénb6zé pont, semely 3 nem esik egy egyenesre. Daniel rajzolt a
fiizetébe egy n csicsu fagrafot, a csiicsait 1-t6l n-ig szamozta. Bizonyitsuk be, hogy Adam meg
tudja szamozni a sikon adott pontokat az 1, 2, ..., n szdmokkal ugy, hogy miutan behuzza
Daniel fagrafjanak az éleinek megfelel6 szakaszokat (tehdt pl. ha a 3-as és az 5-0s cstcs kozott
van él Daniel grafjaban, akkor a sikon behtuzza a 3-as és 5-0s pontokat Osszekotd szakaszt),
semely 2 szakasz nem fogja metszeni egymast (a megadott pontokban persze 6sszefuthatnak
szakaszok)!

MSZ/5. Georginio megrajzolta az Oy, O, kézéppontt k, | koroket. Ezek egyik metszéspontja
A. Adott A-n keresztiil egy a egyenes, melynek a k, [ korokkel vett 2. metszéspontja K és L.
Mi KOy U LO; mértani helye (ha a fut)?

MSZ/6. Mohamed vélasztott harom pozitiv valés szémot, a-t, b-t és c-t. Lassuk be, hogy
akarmilyen valasztas esetén teljesiil, hogy:

1 1 1 1
<
a3+b3+abc+b3+c3+abc+c3+a3—|—abc_

abe’

MSZ/7. Sadio egy kvizjatékkal jatszik a szamitégépen. A jaték 10 kérdésbél all, mindegyiknél
A, B, C, D valaszlehetoségek vannak, melyekbol pontosan az egyik a helyes. A kérdések és
a valaszlehet6ségek minden jatékndl ugyanazok, ugyanabban a sorrendben. Sadio egy jaték
kozben nem tudja, hogy az aktualis kérdésre helyesen véalaszolt-e, viszont a gép a végén Kkiirja
a pontszamat (minden jol megvalaszolt kérdésért 1 pont jar, egyébként 0, {gy maximum 10
pontot lehet szerezni). A kérdések sajnos kédolt nyelven vannak irva, igy Sadio egy szot sem
ért azokbol. Bizonyitsuk be, hogy

a) 8 jatékkal még nem tud biztosan 10 pontot elérni valamelyik jatékban,

b) 16 jatékkal mar biztosan el tud érni 10 pontot valamelyik jatékban!



Matektabor 2017 feladatok 1 FEHER TWIX

1.4. Németh Balazs

NB/1. Adott két, pozitiv egészekbdl &ll6 sorozat: ay,as,...,a, és by, b, ..., by Ggy, hogy i-re
a; < k és minden j-re b; < n. Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan 0 < 41 < iy < n és
0 < j1 < J2 < k indexek, hogy:

A5y +1 + Qi1 +2 + ...+ Ay = bj1+1 + bj1+2 +o Tt bj2'

NB/2. Egyenes tengerparton, a partra merdleges irdnyban indul el, és dllandé v sebességgel
halad a csempészek hajoja. A parti 6rség naszadja kezdetben d tavolsdgra van a csempészektél,
és ugyanakkor indul el a parttol, mint azok. Az 6rnaszad allando nagysagu sebességgel mindig a
csempészek felé halad, és a parttél éppen d tavolsagra éri utél a biinézéket. Hanyszor nagyobb
a parti orség naszadjanak sebessége, mint a csempészeké?

NB/3. Melyik sorozatok teljesitik a kovetkezoket? (1) a,, szigortian monoton névekvé; (2)
as = 2; (3) a sorozat minden tagja egész; végul (4) any, = a0, valahdnyszor (n,m) = 1, vagy
szavakkal: a sorozat nm-edik tagja az n-edik és az m-edik tag szorzata, valahanyszor n és m
relativ primek.

NB/4. Legyen az M az ABC haromszog AB oldalanak valamely belsé pontja. Jeldlje 71, 7o
és r rendre az AMC', BMC és ABC haromszogbe irhaté kor sugardt, tovabba o1 az AMC
haromszog AM oldaldhoz, oo a BMC' haromszog BM oldaldhoz, végiil p az ABC haromszog
AB oldaldhoz tartozé hozzairt kor sugarat.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor fennall az 2—1 : g—z = g egyenloség.
NB/5. Legyenek 1, xs, ..., z,, olyan pozitiv valés szdmok, melyek Osszege 1. Bizonyitsuk be,
hogy:

1 1 1 1

NB/6. Vannak-e olyan z és y egész szamok, melyekre: y* = 23 + 7.

NB/7. Két vadasz, A és B kacsavadaszatra indult. Tegytik fel, hogy mindkét vaddsz a
megcélzott kacsat ugyanolyan gyakran taldlja el, mint amilyen gyakran elvéti. Az A vadéasz
a vadaszat sordan 50 kacsara adott le 16vést, a B 51-re. Mi annak a valdszinlisége, hogy a B
vadasz tobb kacsat 16tt, mint A?
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2. Poszeidén Rozmarjai ALEXY MARCELL, BARABAS ABEL,
BURSICS BALAZS, SZAKALY MARCELL

2.1. Alexy Marcell

AM/1. Poszeidén végtelen sok rozmért sorba allitott, és névekvé sorrendben zg, 21, . . . pozitiv
egész szamokat cimkézett rajuk. Bizonyitsuk be hogy lesz pontosan egy olyan n > 1-edik
rozmar, akire

<Zo+t1+...+2n

Zn S Zn+1-
n

AM/2. A Boles Rozsomék 0j szubatomi részecskét fedezett fel, a rozmi-t. A rozmi-k parokban
osszefonddhatnak egymassal, egy rozmi egyszerre tobb masik rozmival is 6sszefonédhat. A
részecskékkel két fajta miiveletet végezhetiink, egyszerre csak egyet:

(1) Ha egy rozmi péaratlan masik rozmi-val van 6sszefon6dva, megsemmisitheti.

(2) Megduplazhatja a laborban 1év6 Osszes részecskét, minden I részecskéhez egy 4j I'-t
képezve. [ és I’ Ossze lesznek fonva, I’ és J' pedig pontosan akkor ha I és J is Ossze
voltak. Mas valtozas nem lesz.

Bizonyitsuk be hogy ezen 1épések tobbszori alkalmazasaval a laborban semmivel sem Osszefo-
nodott rozmsa-kat allithat elo.

AM/3. Egy lakatlan szigetre elkezdtek bekéltozni a 41-fogi rozmérok. Az elsé nap egy 41-
fogt rozmar jon, a méasodik nap ketto, és igy tovabb. Poszeidon egy éven keresztiil mindennap
leirja, hogy hany 41-fogt rozméar van a szigeten. Nagyon oriil, ha csak egy féle szamjegyet kell
haszndalni ehhez. Mely napok csalnak mosolyt Poszeidén arcéra?

AM /4. Poszeidon feljelentkezett egy internetes tarskereso oldalra. Be is halézott rogton nem
egy, hanem két lanyt is. Szeretne taldlkozni veliik, de sajnos nem tudja, hogy hol laknak.
Két rozmar segitségiil beall a szerelmi haromszog magassagpontjaba és a koriil irt korének a
kozéppontjaba. Hol vannak a csajok?

AM/5. Poszeidén rozmarjai szétszérddtak a tengerparton, bizonyos par rozmérok kozott kotél
huzédhat, egy frafot alkotva. Bizonyitsuk be, hogy ha a graf egyszeri, 0sszefiiggd, és minden
rozmar legalabb harom masikkal van 6sszekotve, akkor a graf tartalmaz olyan kort, amelynek
éleit elhagyva a graf osszefiiggd marad.

AM/6. Poszeidén begytijtott egy kiilonleges mitézissal szaporodd rozméart, mely mindennap
kettéosztodik. Poszeidon mindennap leirja, hogy hany osztédé rozmara van. Hogy spéroljon a
krétaval, mindennap csak az els6 szamjegyet irja le. Lesz-e ebben a sorozatban ismétlédés?

AM/7. Poszeidon egy nap arra lett figyelmes, hogy a tenger egy részében a fliggvényhalak
szama egy olyan f:R — R fiiggvény szerint valtozik, amelyre igaz, hogy

f([=z]y) = f(@)[f(y)]

teljestil minden z,y € R szdmra. Az [x] az alsd egészrészét jeloli z-nek. Hatarozzuk meg az
Osszes ilyen fiiggvényt.
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2.2. Barabas Abel

BA /1. Poszeidén sorba allitott n rozmaért, és a mindegyikre az 1,2, 3, ... szdmok kozil kilon-
boz6 értéket ragasztott, a k-adik rozmarra a,-t. Bizonyitsuk, hogy

n ay n
> m
k=1 k=1

o
| =

BA /2. Poszeidén R sugart fogadotermében n darab r sugart rozmér helyezkedik el. Anélkil
hogy a rozmarok odébb mennének, mas rozmar mar sehol sem fér el. Mutassuk meg, hogy
12(Rr — 1) <n < Rr.

BA /3. A Bolcs Rozsomdak a padlasan megtalalta a régi algebra konyvét, és benne az aldbbi
feladatot: Legyenek m és n pozitiv egészek, ay,as,...,a, pedig az A = 1,2,...,n halmaz
kilonbozd elemei. Tegyiik fel, hogy ha a; + a; < n, akkor létezik olyan k, hogy a; + a; = ax
o ta, 1
(1<i<j<mésl<k<m). Bizonyitsuk be hogy ht..ta > nt )
m

-2
Segits neki megoldani.

BA /4. Poszeidén talalt egy (végtelen hosszii) feljegyzést az 6sszes 15 killonboz6 (pozitiv) prim-
szam altal alkotott szamtani sorozatbol. Van-e olyan amelyben a szomszédos tagok kiilonbsége
30000-nél nem nagyobb?

BA/ 5. Poszeidon szereti a furcsa fiiggvényeket. Tud-e olyan R — R folytonos fiiggvényt
késziteni, melynek racionalis helyen irracionalis, irracionélis helyen racionalis az értéke?

BA /6. Tekintsiink n rozmart, és nézziik ket k < 2"~ binaris tulajdonsig szerint. Barmely két
tulajdonsagra van rozmar aki mind a kettot teljesiti. Bizonyitsuk be, hogy ki tudunk valasztani
par rozmart akik nem egyeznek meg egyik tulajdonsag szerint kivalaszthaté rozmarokkal sem,
de minden tulajdonsagubdl tartalmaz legalabb egy rozmart.

BA /7. Poszeidénnak boldogsigot okoz egy polinom, ha fel tudja bontani két, legaldbb els
foku egész egytitthatds polinom szorzatara. Vannak-e olyan aq, ..., a, egész szamok, amelyekre
ap(x)=(r—ay)-... - (z—a,) — 1 polinom boldogsédgot okoz Poszeidonnak?
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2.3. Bursics Balazs

BB/1. Poszeidén 200 rozmaérja rozméarfocizni szeretne, &m 101 db néhany f6s klikk alakult
kozottitk, amelyekben az Gsszes tag egy csapatba kivan tartozni (a klikkek lehetnek egyfdsek
is, a rozmarfocit két csapat jatssza). Poszeidén segiteni akar nekik, ezért az alabbi mdédon oszt
csapatokat: a klikkeket létszam szerinti csokkeno sorrendben osztja be egytitt egy csapathoz
ugy, hogy ha ugyanannyi tagja van a két csapatnak, akkor az els6 csapathoz, ha nem, akkor
a kisebb létszamuhoz teszi a klikket. Mennyi az esélye annak, hogy a klikkek ugy alakultak,
hogy Poszeidén segitsége hathatos, azaz két egyenlo létszamu csapat jon létre?

BB/2. Poszeidon tornasorba rendezte a barnassziirke és a sziirkésbarna rozmarjait, de az els6t
tévedésbdl az utolsé helyre allitotta. A rozmarok vissza szeretnének allni a helyes sorrendbe,
de a tornasorban szigoru szabdalyok vannak: egyszerre csak két rozmar cserélhet helyet (nem
feltétlen szomszédosak) . Bizonyitsuk be, hogy valamikor két kulénb6zé szinii rozmér fog helyet
cserélni.

BB/3. Poszeid6n 6 pontszerli rozmérja ugy helyezkedik el egy sikon, hogy semelyik hdrom sincs
egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthaté koziilik két olyan (nem feltétleniil diszjunkt)
rozmarharmas, amelyek altal meghatarozott két haromszogben a legkisebb szog kiillonbo6zo.

BB/4. Poszeidén kedvenc rozmérja a sziilinapjira egy labdat kért, amin egy kocka csicsai
vannak kijelolve. Poszeidénnak labddja ugyan van (ami gémb alaki), de a mintdhoz csak
egy olyan gombsapkéja van, amit tetszolegesen railleszthetiink a gombre és a hatarvonala (éle)
mentén gdmbi legnagyobb kort (f6kort) rajzolhatunk. A sapka élén fokbeosztas van 0° —360°-ig.
Hogyan tudné ezzel kijelolni a gdbmbon egy kocka cstcsait?

BB/5. Poszeidén egy nap a homokba rajzolgatott a tengerparton, és tandcsadd rozmarjai
segitségével ezt az abrat alkotta: Az r sugarid k kor kozéppontja O. Tikrozziik O-t a kor egy
r hosszisagu AB hurjara, tikorképét jelolje D. C' a koérvonal tetszéleges pontja. Bizonyitsuk
be, hogy CA? + CB* = CD*.

BB/6. Poszeidén kerekasztaldnal 50 rozméar il. Koziilik 15-6t el akar kiildeni lubickolni a
lagindba. Hanyféleképpen teheti ezt meg, ha nem akar szomszédos rozméarokat kivalasztani?

BB/7. Poszeidon egyik rozmaérja tiz izletes halat fogott, amit a rozmérpiacon el szeretne adni
darabonként egy korallkorondért. Am a szagukon érzi, hogy pontosan egy hal megromlott, de
nem tudja melyik, a rozmérpiacon viszont nem adhat el romlott halat. Ezért elzarandokol a
Boles Rozsomakhoz, aki n db halrél meg tudja josolni, hogy van -e koztiik romlott, de ha egy
joslas soran volt a halak kozott romlott, akkor a tobbi is megromlik. A Bolcs minden mérésért
egy korallkoronat kér. Mennyi a rozmar altal biztosan elérheté legnagyobb nyereség?
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2.4. Szakaly Marcell

SzM/1. A Boles Rozsomék szigonyjavité miihelyének bejarata egy a szé-
lességli folyosd amely derékszogben elkanyarodik és b szélességii lesz. A
rozsomak szeretné tudni melyik az a leghosszabb szigony, amit élére allitva

(azaz hogy egy szakasz legyen) be lehet hozni javitasra.

SzM /2. Poszeidén kerek asztalandl végtelen sok rozmar 1l egyenletesen elosztva. Poszeidon
bemelegito feladatként azt kérte tolikk hogy hatarozzak meg két rozméar atlagos tavolsagat.
Tudsz nekik segiteni?

SzM /3. Poszeidén négy pontszerii rozmarja labdézik a tengerparton, az altaluk alkotott kon-
vex négyszog teriilete 32m?. A négyszog két atellenes élének, és egy 4tl6 hosszdnak az dsszege
16m. Milyen tévol allhatnak egyméstol a mésik atl6 rozmarjai?

SzM /4. Poszeidén rozmarjai érdekes jatékot jatszanak. A jatékot 6 rozmar jatssza, akik n-t6l
n + 5-ig vannak szamozva. Poszeidén akkor boldog ha ketté tudnak tgy valni hogy a két rész
rozmarjainak szamainak szorzata megegyezzen. Milyen n-ekre lesz Poszeidén boldog?

SzM/5. (A megoldéknak Zeusz tovabbi kérdéseket is tud adni!) Poszeidén latogatast
tett Hadész testvérénél az alvilagban amikor Osszetaldlkozott a félelmetes Démonnal. A Démon
sok fejérol még tovabbi és tovabbi fejek logtak le, egy hatalmas véges fagrafot képezve. Posze-
idon egyszer hallotta a Boles Rozsomaktol, hogy a Démon fejeit nem lehet konnyen levagni.
Minden vagassal csak olyan fejet vaghat le, amir6l mar nem 16g le tébb, am ekkor a Démon 1j
fejeket noveszt az alabbi szabaly szerint: Tekinti azt a P fejet amit levagtak. Ha ez a testrdl
nott le, semmi sem torténik. Ha nem, tekinti azt a @) fejet amirdl lenott, majd

(A) verzié: A testrél megnoveszti a @) gyokeri
rész-Démont.

(B) verzid A Q@ fej testvéreként megnoveszti még
egyszer a () gyokert rész-Démont.

Sajnos nem maradt feljegyzés a pontos torténtekrol és a Démon kezdeti alakjarél. Zeusz szeretné
tudni hogy Poszeidénnak sikertilhetett-e levagni minden fejet, vagy el kellett menekiilnie?

SzM /6. Poszeidén elkiildte a Boles Rozsoméakot az elvardzsolt erdébe. Az erdd utjai egyre
csak elagaznak, egy hatalmas fagrafot alkotnak. A Rozsomak azt allitja hogy az erdében
tetszolegesen hosszan barangolhat anélkiil hogy vissza kéne fordulni, de elobb utébb mindig
egy zsakosvényre érkeziink.

Van-e az erdében biztosan olyan tisztas amelyrdl végtelen sok ut indul ki?

SzM /7. Poszeidén lesimitotta kedvenc tengerpartjan a homokot. A parton fekszik egy vonal-
szeri faag. A fadgat a rozmarok korbe szeretnék forgatni hogy végiil sajat régi helyén fekiidjon
a masik irdnyba. Sajnos az ag nagyon nehéz, igy felemelni nem tudjak, csak a homokon tolni.
Azt szeretnék hogy az elsimitott homok legkisebb feliiletét karcoljak fel a munka soran. Mi
a legjobb amit el tudsz érni. (A csapatok a legjobb konstrukciéban versenyeznek, nem kell
bizonyitani hogy jobbat nem lehet)
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3. Szilvafa KERESZTFALVI BALINT, LAKATOS ADAM
Nacy DAvID, PAP BENEDEK

3.1. Keresztfalvi Balint

KB/1. Van-e olyan csupa kiilénb6z6 pozitiv egész szambol all6 szamtani sorozat, amelynek
egyik tagja sem oszthaté 1-nél nagyobb négyzetszammal?

KB/2. Bergengbcia statisztikai hivatala szerint ha két lakos ismeri egymadst, akkor nekik
pontosan egy kozos ismerdsiik van, ha nem ismerik egymast, akkor legalabb tiz kozos ismerdstik
van. Lehetséges-e, hogy a statisztikai hivatal informaciéi pontosak?

KB/3. Létezik-e olyan pozitiv egész n, hogy tetszbleges nem 0 i szdmjegy esetén az n, 2n, 3n,
..., 2000n szamok mindegyikének tizes szamrendszerbeli alakjaban ugyanannyiszor fordul el6
az i?

KB/4. Az f,g:[0,00) — [0, 00) folytonos fiiggvényekre teljesiil, hogy f(0) = g(0) = 0 de g(z)
semmilyen pozitiv x esetén sem 0. Teljesitik tovabba minden z,y € [0, 00) esetén az

[z +g(f (@) = f(x)

figgvényegyenletet. Bizonyisd be hogy minden pozitiv z-re f(z) = 0.

KB/5. ABC héaromszogben legyen D, E, F' a beirt kor érintési pontjai rendre a BC, C'A és
AB szakaszokkal. Legyen K AD és a beirt kor D-t0l eltéré metszéspontja, és M az EF egyenes

és a K-n atmend AD-re merdleges egyenes metszéspontja. Bizonyisd be hogy AM parhuzamos
BC-vel.

KB/6. A sakktabla néhany mez6jének behtzzuk egy-egy atldjat gy, hogy semelyik kettének
ne legyen kozos pontja. Legfeljebb hany atlét rajzolhatunk igy meg?

KB/7. Az f polinomra teljesiil, hogy f(z? +1) — f(z? — 1) = 42 + 6. Hatérozzuk meg az
f(z?+1) — f(2?) polinomot.
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3.2. Lakatos Adam

LA /1. Adj meg egy olyan z pozitiv szdmot, amelyre tetszéleges pozitiv egész n esetén [z"] —n
paros. Az [x| egy valds x szam egész részét jelili.

LA /2. Van-e olyan folytonos [0, 1] — R fiiggvény, amely minden értékét véges, mégpedig paros
sokszor veszi fel?

LA /3. Igaz-e, hogy barhogyan is frjuk egy 1989 csticsi konvex test csticsaira a —1, +1 szdmo-
kat, lesz a testnek olyan csticsa, hogy az ebbe futd élek masik végpontjaihoz irt szdmok szorzata
+1.

LA /4. A kétdimenziés koordindta-rendszer racspontjain egy szemmel ldthatatlan bolha ugral.
Az origébdl indul, és minden perc tizedik masodpercében az uq, us, ug vektorok valamelyikével
ugrik arrébb, esetleg nem mozdul. Az altalunk is ismert u, us, us vektorok nem fekszenek egy
félsikban. Mi minden perc 6tvenedik masodpercében megmérgezhetiink két racspontot. Ha
a bolha éppen ezek egyikén &ll, vagy késobb mérgezett racspontra ugrik, akkor meghal. El
tudjuk-e pusztitani a bolhat?

LA /5. Létezik-e olyan, 103-mal oszthaté pozitiv egész n, amire 22**! = 2 (mod n)?

LA/ 6. Jeloljikk az ABC' haromszogben Aj-gyel, Bj-gyel, illetve C-gyel a magassagvonalak
talppontjait. Legyen P a C) pont meroleges vetiilete az Ay By egyenesen, és legyen (Q az Ay B,
egyenesen az a pont, amelyre AQ = BQ. Igazoljuk, hogy PAQ< = PBQ< = PC,C<«.

LA /7. Bizonyitsd be, hogy egy hegyesszogli haromszogben mindig van egy érinté ellipszis
(érinti mindhdrom oldalt), aminek két fokusz pontja a haromszog magassagpontja, illetve ko-
riillirt korének kozppontja!
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3.3. Nagy David

ND/1. Az (a;) sorozat els6 tagja 2. A masodik tagtél kezdve az n. tag ajas ... a,_1 + l-nek a
legnagyobb primosztéja. Szerepel ebben a sorozatban az 5? Es a 117

ND/2. Adottak k és n pozitiv paratlan szdmok és Hy, Hs, ... H, halmazok tgy, hogy |H;| = k,
H,NH; =0és HHUH,U---UH,, = {1,2,...,nk}. Legyen H; medianja m; és {my, ma, ..., My}
medianja M. Hataruzzuk meg M legnagyobb lehetséges értékét.

ND/3. Legyen A egy pozitiv egészekbdl 4ll6 halmaz. Bizonyitsuk be, hogy van olyan véges,
pozitiv egészekbdl all6 B halmaz, hogy AC B és [[ v =D 2*

z€B z€B
ND/4. Adott a sikon 6n darab &ltalanos helyzetii pont. Bizonyitsuk be, hogy hirom egy
ponton atmeno egyenessek feloszthatjuk a sikot gy, hogy mindegyik részben ugyanannyi pont
legyen.

ND/5. Legyen ABC haromszog beirt korének kozéppontja I. Legyen D a BC oldal tetsz6leges
pontja és wp és we az ABD és AC'D haromszogek beirt korei, amik E-ben és F-ben érintik
a BC oldalt. Legyen P az AD szakasz metszéspontja az wp és we kozéppontjat Osszekotd
egyenessel. Legyen X a BI és C'P metszéspontja, valamint Y a C'I és BP metszéspontja.
Bizonyitsuk be, hogy FX és FY egyenesek ABC' beirt korén metszik egymaést.

ND/6. Egy iskoldban b tanér és ¢ didk van. Minden tanar pontosan k didkot tanit és barmely
két diakhoz pontosan h tanar talalhatd, aki mindkettojiiket tanitja. Bizonyitsuk be, hogy

ND/7. Keressiik meg az osszes P(x) egész egytitthatés polinomot, amire n | P(2") minden
pozitiv egész n-re.

11
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3.4. Pap Benedek

PB/1. Egy koron kiszineziink 2017 pontot kékre, a maradék pontokat pirosra. Lésd be, hogy
barmely n > 3 természetes szamra létezik olyan szabalyos n-szog, amely minden cstucsa piros
pont.

PB/2. Egy szamot szerencsésnek neveziink, ha el6all olyan pozitiv egészek Osszegeként, ame-
lyek reciprokosszege 1. A 11 = 2+ 3+ 6 és a 4 = 2 + 2 példaul szerencsés szamok, hiszen
% + % + é = % + % = 1. Szerencsés szam-e a 20057

PB/3. Mely k pozitiv egész esetén fordul el6 az 1 az (a,) sorozat elemei kozott, ha ay = k, és
ant1 = %, ha a, pdros, illetve a, + 1 = a, + 5, ha a,, paratlan?

PB/4. A p, sorozatot rekurzivan definidljuk. Legyen p; = 2 és p,y1 legyen pipy...p, + 1
legnagyobb primosztdja. Szerepel-e a sorozatban a 117

PB/5. Mely n pozitiv egész szamokra létezik k > 2 pozitiv raciondlis ay, as, ..., a; szam 10gy,
hogy

PB/6. Az ABC haromszog izogondlis pontja I (az a pont a haromszog belsejében, amelyre
AIB< = BIC< = CIA< = 120°). Bizonyitsuk be, hogy az ABI, BCI és C'AI haromszognek
Euler-egyenesei egy ponton mennek at.

PB/7. Bizonyitsuk be, hogy ha az a > b > ¢ > d > 0 egész szamokra
a>+ac—cE=0"+bd —d?

fennall, akkor ab + cd Osszetett.
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4. Wham! JANZER LiLI, VANKO MILA
ZAHORSKY AKOS, ZOLoMY KRISTOF

4.1. Janzer Lili

JL/1. Az z, y, z valésakra x + y + 2z = 0. Bizonyitsd be, hogy:

x(r+2) yly+2) z(z+2)
222 4+ 1 22 +1 22241

Milyen szamokra teljesiil az egyenloség?

JL/2. Egy csaldadnak 3 ugyanakkora szennyesldddja van, egy a fehér, egy a fekete és egy a
szines ruhdknak. Az elsé héten mindharom tires. Ezutan minden héten 10 kg-nyi szennyest
termelnek (tetszéleges szineloszlasal), és a hét végén a(z egyik) legnehezebb szennyeslada tar-
talmat kimossak (ezutdn a ldda tres lesz). Legaldbb mekkordknak kell lenniiik a ldddknak,
hogy biztosan ne telitédjenek tul?

JL/3. Bizonyitsd be, hogy minden bijektiv f : Z — Z fiiggvény felirhaté f = u + v alakban,
ahol u,v : Z — 7Z bijektiv fiiggvények.

JL /4. Legyenek m és n relativ prim pozitiv egészek. Milyen szampéarokra mennyi az 5™ + 7™
és az H" + 7" szamok legnagyobb kozos osztoja?

JL/5. Az éltaldnos ABC haromszogben legyen A" az A-bdl indulé szogfelezd metszéspontja a
BC oldallal. Hasonléan definidljuk a B’ és C’ pontokat. Legyen A” az AA’ felezémerélegesének
és a BC oldalnak a metszéspontja. Hasonléan legyen B” a a BB’ felezGmerélegesének és
az AC oldalnak a metszéspontja, C” pedig a CC’ felez6merélegesének, és az AB oldalnak a
metszéspontja. Bizonyitsd be, hogy ekkor A”, B”, és C" egy egyenesre esnek!

JL/6. Tegyiik fel, hogy A a primek egy véges részhalmaza, a pedig egy pozitiv egész. Bizonyitsd
be, hogy csak véges olyan m létezik, amire az a™ — 1 primosztéi mind A elemei.

JL/7. Tegyiik fel, hogy egy n ponti G egyszer(i graf fokszamainak M minimuma legaldbb
3n/4. Bizonyitsuk be, hogy G éleinek barmely 2-szinezésében van olyan legaldbb M + 1 pontt
Osszefiiggd részgraf, melynek minden éle ugyanolyan szint.

13
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4.2. Vank6é Mila

VM/1. Melyek azok a szamtani sorozatok, amelyekben az els6 n elem Osszege minden n-re
négyzetszam?

VM/2. A G grafnak egy S feszitett részgrafjat domindnsnak nevezzik, ha G minden S-
en kivili csicsanak van szomszédja S-ben. Létezik-e olyan graf, aminek paros szadmu szamu
dominéns részgrafja van?

VM/3. Legyen ABCD egy hirnégyszog, aminek AC és BD atléi E-ben metszik egymast.
AD és BC A-n és B-n tuli mghosszabitasai F-ben metszik egymast. Legyen G egy olyan pont,
amire FCGD parallelogramma, és legyen H E tiikorképe AD-re. Ekkor lassuk be, hogy D, H,
F és G egy koron van.

VM/4. Sorban le van irva néhany pozitiv egész szam, Alice minden lépésben kivalaszt két
szomszédos szamot, x-et és y-t, 4gy, hogy x > y és x balra van y-t6l, és lecseréli az (z,y) part
(y+1,z)-re vagy (x — 1, x)-re. Lassuk be, hogy csak véges sokszor tudja elvégezni ezt a 1épést.

VM/5. Az ABCDEF gombhatszog cstcsai és oldalivei egy félgombon helyezkednek el. Az
AB oldaliv meréleges a BC' ivre, az AF iv meroleges az EF oldalivre, tovabba AB = AF,
BC =CD, és DE = EF. Igazoljuk, hogy az AD és C'E fé6korivek merélegesek egymasra.

VM/6. Létezik-e olyan nem azonosan nulla fiiggvény a sikon, amelynek barmely szabélyos
Otszog csicsain folvett értékeit Osszeadva mindig nullat kapunk?

VM /7. Hatdrozzuk meg az osszes olyan primet, amire 5 + 4p* négyzetszam.

14
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4.3. Zahorsky Akos

ZA/1. EBgy f: {1,2,---,n} — {1,2,--- ,n} figgvényt haldlpontosnak mondunk, hogyha
fU®) (k) = k minden n-nél nem nagyobb pozitiv egészre. Mutasd meg, hogy egy haldlpontos
figgvénynek legalabb P(n) 4+ 1 fixpontja van, ahol P(n) a (/n,n| intervallumra esé primek
szama.

ZA /2. Legyen f: N\ {1} = R a kovetkezOképp definilva:

Fn) = Jzﬁ%w/m— v

[gazoljuk, hogy a fiiggvénynek 3 felso korlatja.

ZA /3. lgazold az aldbbi ekvivalenciat p, g primekre, ahol ¢ # 2:

q|(x+1)P —2P <= ¢=1 (mod p)

ZA /4. Egy (n+1) x (n— 1)-es sakktabla mez6it 3 szinnel festjiik, tigy, hogy négy azonos szinii
mez6 ne alkosson tengelyparhuzamos téglalapot. Mely n-ekre lehetséges ez?

ZA/ 5. Egy 2n tagu barati tarsasag szeret vitorlazni, de csak egy n férohelyes vitorlasuk
van. Hany naposra szervezzék a kozos balatonozast, ha minden nap 1 vitorlasutra van ido, és
mindenki mindenkivel szeretne egyet kozosen vitorlazni?

ZA /6. Adott ABCD négyszogben az AC szakasz P felezpontja és
BAD< = BPC«=CPD«.

Mutassuk meg, hogy ekkor ABC'D hurnégyszog.

ZA /7. Van 2n golyéceskank 1-t6l 2n-ig szamozva, fele fehér, a tobbi fekete. Lépésenként egy
golyot hizunk ki a zsdkbol, amibe szértuk 6ket, aztan kivalaszthatunk egy fehér és egy fekete
golyot, félretehetjiik Oket, és leirharjuk kiillonbségiiket egy lapra. n-t6l fligg6en mekkora szamot
kaphatunk a leirt szamok 6sszegeként?
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4.4. Zolomy Kristof

ZK /1. Hofehérke és 18 torpéje vacsorandl egy koralaki asztalndl tilnek, szeretnének tgy leiilni,
hogy minden nap mindenki més mellett iiljon (senkinek ne legyen kétszer ugyanaz a szomszéd-
ja). Maximum hany estén keresztiil tudnak igy letilni?

ZK /2. Legyen N pozitiv egész, ai,as, -+ ,ay pozitiv egészek, és nem mindegyik t6bbszorose
2N+l nek. Minden n > N + 1-re, definidljuk a,-et:
Ha ay 2™-nel osztva a legkisebb maradékot adja aq,--- ,a,_1 2"-nel vett maradékkai koziil,

legyen a,, = 2ay.
Bizonyitsd be, hogy létezik olyan M, amire a,, = ap; minden n > M-re.

ZK /3. Dontsiik el, hogy igaz-e a kovetkez6 allitds. Ha adott a térben n piros pont, akkor
mindig elhelyezhet6 3n kék pont gy, hogy a piros pontok altal meghatarozott minden tetraéder
belsejében van legalabb egy kék.

ZK /4. Az a,b, ¢, d nemnegativ szdmokra a < 1, a+b <5, a+b+c<14désa+b+c+d < 30.
Bizonyitsuk be, hogy +/a + Vb + /¢ +vd < 10.

ZK/5. Legyenek az a,b,c,d olyan pozitiv egészek, melyekre a? + b* + ab = ¢* + d* + cd.
Bizonyitsuk be, hogy a + b + ¢ + d Osszetett szam.

ZK /6. A hegyesszogli ABC haromszog koriilirt koréhez érintéket hizunk az A, B és C csu-
csokban. Tekintsiik azt a PQR haromszoget, amelynek ezek az érintck az oldalai, a betiizést
ugy valasztva, hogy C a P(@ oldalon helyezkedjék el, B a PR oldalon, végiil az A a QR olda-
lon. Jelolje Cy az ABC haromszog C-bol indulé magassaganak a talppontjat az AB oldalon.
Bizonyitsuk be, hogy C'C' felezi a QC4 P szoget.

ZK /7. Nevezziik betiik véges hosszisdgu sorozatat szonak. Egy széval a kovetkez6 miiveleteket
végezhetjuk:

a) Elhagyjuk az elsé vagy az utolsé betiijét;
b) A szot ,megduplazzuk”, azaz a sz6 két példanyat egymas utén irjuk.

Eljuthatunk-e ilyen 1épésekkel az ABCD...XYZ sz6t6l a ZYX...DCBA sz6hoz?
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5. Different ways AL-SAYYED ZAKARIAS, BOTKOS BENEDEK,
MESZAROS ANNA, SAAR PATRIK

5.1. Al-Sayyed Zakarias

ASZ/1. Tekintstink egy S halmazt és a halmazon egy kétvéaltozds x miiveletet (tehét barmely
két S-beli a,b esetén a * b is S-beli). Tegyiik 6], hogy (a * b) * a = b teljesiil minden S-beli
a, b-re. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a * (b* a) = b is teljestil minden S-beli a, b-re.

ASZ/2. Mely m > 1 egészekre létezik az 1,2, ..., m szdmoknak olyan ay, as, . .., a,, sorrendje,
hogy az

ai, a1 +as, a1y +as+as, ..., ag+as+ ...+ any
osszegek mind kiillonb6z6 maradékot adnak m-mel osztva?

ASZ/3. Legyen ABC' egy hegyesszogii haromszog, melynek a koré irt kérének kozéppontja
legyen O. Rendre legyenek D, E, F', a magassagok talppontjai A, B, C cstcsokbdl. Legyen M
pont a BC oldal felezépontja. X pont az AD és E'F szakaszok metszéspontja és Y pedig AO és
BC' szakaszok altal meghatarozott egyenesek metszéspontja és Z pont pedig XY felez6pontja.
Bizonyitsuk be, hogy A, Z, és M egy egyenesre esnek!

ASZ/4. Legyenek a,b, c,d pozitiv valés amikre teljestl: abed = 1. Bizonyitsuk be, hogy:
(a®b + b?c + Ad + d*a)(ab® + bc? + cd? 4 da?) > (a + ¢)(b+ d)(ac + bd + 2).

Mikor van egyenloség?

ASZ/5. Legyen H = {1,2,...,2006}. Jelolje D a H halmaz azon részhalmazainak a szamat,
amelyekben az elemek 0sszegét 32-vel osztva 7-et kapunk maradékul, és jelolje S a H halmaz
olyan részhalmazainak a szdmat, amelyekben az elemek Osszegét 16-tal osztva 14-et kapunk
maradékul. Igazoljuk, hogy S = 2D.

ASZ/6. Hany darab 150 jegyti tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam van, melynek minden
jegye paratlan és barmely két szomszédos szamjegy eltérése 27

ASZ/7. Az ABC hegyesszogii haromszog belsejében, az A csticsbél indul6 szogfelezon felvettitk
az M pontot. Az AM,BM,CM egyeneseknek a kortlirt korrel valé masodik metszéspontja
rendre Ay, By és C1. Az AB és a C1A; egyenesek az L pontban, az AC és a By A; egyenesek
az N pontban metszik egymast. Bizonyitsuk be, hogy az LN szakasz parhuzamos BC-vel.
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5.2. Botkos Benedek

BB/1. Egy baktérium minden mésodpercben p valészintiséggel elpusztul, 1 — p valdszinii-
séggel pedig osztddik két ugyanolyan baktériumma (a leszarmazottak egymaéstdl fiiggetlentil
pusztulnak el, vagy osztédnak). Mekkora annak a valdszintisége, hogy a baktérium kihal?

BB/2. Bizonyitsuk be, hogy minden n!-ndl nem nagyobb pozitiv egész szam felirhat6 az n!
legfeljebb n darab kiillonb6z6 osztdjanak osszegeként.

BB/3. Tudjuk, hogy:
log, b + log, a + log, ¢ + log,. a + log, ¢ + log, b = log, 3 4 logs 2 + log, 5 + logs 2 + logs 5.

Mennyi lesz (log, b+ 1)(log, ¢ + 1)(log,a + 1) ?
BB/4. Legyen p egy 6tnél nagyobb prim. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik olyan a pozitiv egész,

hogy 1 <a <p—2éssem a?~! — 1 -nek sem (a + 1)»~! — 1 -nek nem osztdja p°.
BB/5. Minden n természetes szamhoz vegyiik n primosztinak a legnagyobb hatvéanyat, ame-
lyik még nem nagyobb n-nél, és ezek dsszegét nevezziik az n-hez tartozé hatvanyosszegnek. (Pl.

a 100-hoz tartoz6 hatvdnyosszeg 25 + 5% = 89.) Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan szdm
van, amelyikhez tartozé hatvanyosszeg nagyobb a szamnal.

BB/6. ABC hiromszog BAC<-bél indulé belsé szogfelezdje a BC oldalt a D pontban metszi.
k kor érintse a BC oldalt és menjen at A és D pontokon. k kor az AB és AC' egyeneseket rendre
E és F pontokban metszi. k kor az EC és F'B egyeneseket rendre P és () pontokban metszi.

Az AP és AQ metszéspontjai a BC' egyenessel legyenek X és Y. XY szakasz hanyad része a
BC' oldalnak?

BB/7. Egy minden valés szamra értelmezett f fiiggvény minden (x,y) értékre kielégiti a
kovetkez6 egyenlotlenségeket:

flz) < =
fle+y) < fl@)+ fly)

Bizonyitsuk be, hogy minden valés z-re f(z) = x.
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5.3. Mészaros Anna
MA /1. Legyen x; pozitiv, 1-nél kisebb szam. Képezziik az
Thi1 :SEk—LBkQ (kI 1,2,)

sorozatot. Bizonyitsd be, hogy minden pozitiv n egész szamra

2014

2 2 2
e < ——
r1° 4+ x9° + +z 5013

MA /2. Van egy zsebradionk, amely két ceruzaelemmel miikodik. A fiékban van 8 ceruza-
elemiink, koziilik 4 ki van mertlve. A j6 és rossz elemek sajnos Osszekeveredtek. Az elemek
tesztelésére nincs mas lehetoséglink, mint hogy belehelyeziink kettot a késziilékbe, és ha az sz0l,
akkor mindkét elem jo, ha nem szdl, akkor legalabb az egyik rossz. Legaldbb hany kisérletre
van sziikség ahhoz, hogy biztosan megszélaljon a radi6é?

MA /3. Az ABC haromszog szogei CAB< = 75° és ABC< = 60°. Legyenek az ABC
haromszog magassagpontjanak a BC, C'A és AB oldalakra vonatkozo tiikkorképei rendre az X, Y
és Z pontok. Kozelit6 értékek hasznélata nélkiil hatarozza meg az XY Z és ABC haromszogek
teriiletének aranyat!

MA /4. Két jatékos elott egy-egy kavicskupac taldlhaté, kezdetben mindkettében k kavics
van. El6szor az els6 jatékos ezekhez hozzatesz osszesen 2008 djabb kavicsot, az 1j kavicsokat
tetszélegesen oszthatja el a két kupac kozott (akdr az Osszeset is az egyik kupacba teheti).
Ezutdn a masodik jatékos tesz hozza a kupacokhoz 6sszesen 2008 djabb kavicsot, és ugyanigy
folytatjak felvaltva. Az nyer, akinek a kupacaban (a sajat vagy ellenfele 1épése utan) a kavicsok
szdma négyzetszam, mig ellenfele kupacara ez nem igaz (ha mindkét kupac ilyen, akkor a jatékot
folytatjak). Van-e végtelen sok k-ra a masodik jatékosnak nyerd stratégiaja?

MA /5. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-hez taldlhaté n darab szomszédos pozitiv

egész szam ugy, hogy egyikiik sem egyenlé egy primszam pozitiv egész kitevojii hatvanyaval.

MA /6. Egy hegyesszogli haromszog teriilete egységnyi. Bizonyitand, hogy van olyan belso
4

pontja, amelynek a csicsoktol mért tavolsagai legalabb T hosszusaguak!

MA /7. Igazoljuk, hogy tetszbleges aq,as, ..., a, pozitiv szamokra fennall a kovetkez6 egyen-

a1 as ap, n
S S I (L B > .
g+ +a, as+ ... +a ap + ... + ap_1 (n—1)

16tlenség:
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5.4. Saar Patrik

SP/1. Egy 3 x 3-as tablazat mez6ibe gy irtuk be az 1,2,...,9 szdmokat, hogy mind a négy
2 x 2-es négyzeten beliill ugyanannyi a szamok Osszege. Mi lehet ez az 0sszeg?

SP/2. Egy kor keriiletén egymadstdl fiiggetlentil, véletlenszeriien felvessziik az A, B,C és D
pontokat. Mi annak a valdsziniisége, hogy az AB és a C'D hirok metszik egymast?

SP /3. Anna és Balint a kovetkezd jatékot jatsszdk: Anna rajzol egy tetszilegesen nagy tires
(azaz él nélkili) grafot, majd egyesével behiz tetszoleges éleket, amelyeket Balint kozvetleniil a
behtzas utan kékre vagy pirosra szinez. Tovabbi szabaly, hogy az igy keletkezo grafban minden
csucs foka legfeljebb k lehet, és k értékében elore megallapodnak. Melyik az a legkisebb k, amely
mellett Anna tigyes jatékkal mindenképpen létre tud hozni egy 2011 hosszisagu egyszini utat?

SP/4. Az 1,2,...,2014%" szamok koziil Aladar és Boglarka felvaltva tordlnek le egy szamot
(Aladar kezd), amig csak két szdm marad. Ha a megmarad6 két szam Osszege négyzetszam,
akkor Boglarka nyer, egyébként Aladar. Kinek van nyerd stratégiaja?

SP /5. Egy torpe a koordinatarendszerben az origébdl a (2;2) pontba szeretne eljutni. Minden
lépése 1 egység le, fel, jobbra vagy balra. A 1épés irdnyat minden 1épésnél azonos valdszintiséggel
valasztja. Mennyi annak a valésziniisége, hogy legfeljebb 7 1épéssel a (2;2) pontba jut?

SP /6. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

[2] = 2* — 227

SP /7. Egy 12 tagt tarsasdgban barmely 9 ember k6zott van 5 olyan, akik valamennyien ismerik
egymast. Bizonyitsuk be, hogy létezik a tarsasagnak 6 olyan tagja is, akik ismerik egymast.
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6. Kijliinbség Cs1ZMADIA VIKTORIA, KEREKES ANNA,
MARTON DENES, MATOLCSI DAVID

6.1. Csizmadia Viktoria

CsV /1. Legyenek a és b kiillonbozo paritdst pozitiv egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy
(a + 3b)(5a + 7b) nem lehet tokéletes négyzet.

CsV /2. Ha z, y, z és w valds szamok, és tudjuk, hogy

x Y z w
+ + +
y+z+w zH+w+r wHr+y xT+y+z

akkor mennyi az

1.2 y2 22 w2

+ + +
y+z+w zH+w+zr wHr+y T+Y+=z

kifejezés értéke?

CsV /3. Mennyi az xy + yz + zx 6sszeg, ha z, y és z olyan pozitiv valés szdmok, amelyekre
teljesiilnek az 22 + oy + 92 =9, az y> + yz + 22 = 16 és a 22 + za + 22 = 25 egyenletek?

CsV /4. Az ABC haromszogben AB = 12 cm, BC = 24 cm, az altaluk kézbezért szog 120°.
Héany centiméter hosszi a B csticsbol induld belso szogfelezd haromszogbe eso szakasza?

CsV/5. Mennyi az
27— 12210 1221 — 122 + 1221 — 1222 + -+ 122% — 1222 + 122 — 1

polinom x = 11 helyen vett helyettesitési értéke?

CsV /6. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész szam kiszinezheto 3 szin valamelyikével
ugy, hogy teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

i) Minden n € Ny szamhoz az 6sszes x, amire igaz, hogy 2" < x < 2" ugyanolyan szinti.

ii) Nincsenek olyan pozitiv egész x, y és z szamok, amelyek egyforma szintiek és igaz rajuk,
hogy = +y = 2% (kivéve az v = y = 2 = 2).

CsV/7. Az A(—1;7), a B(11;3), a C(—2;0) és a D(14;0) pontok a derékszogi koordinata-
rendszer pontjai. Melyek azok az x tengelyen 1évo P pontok, melyekre APC<t+ BDP< = 90°?7
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6.2. Kerekes Anna

KA /1. Keressiik az dsszes olyan prim p-t és ¢-t, amelyekre pq | 57 4 5.

KA/2. Legyenek a,b,c,d pozitiv valésak ugy, hogy a® + b? + ¢* + d* = 4. Bizonyitsuk be a
kovetkezot:
A+ +3 P+ +3 A+dP+3 dP+add+3

> 10.
arb o bre T cxad T arad <

KA /3. Egy hiaromszog koréirt korének sugara R, az oldalai pedig a, b, ¢ és tudjuk a kovetkez6t:

R=75 ﬁf. Mekkordk a haromszog szogei?

KA /4. Legyen ABC egy hegyesszogli haromszog. Legyen BC felezépontja D, legyen a B-nél
16v6 sz0g szoglelezdjének metszéspontja AC-vel E és legyen C-hez tartozd magassag talppontja
F. Tegytk fel, hogy FDE< = BCA<, DEF< = CAB<, EFD< = ABC<. Bizonyitsuk be,
hogy ABC' szabalyos.

KA/5. Keressiik az 6sszes olyan fliggvényt, amely a nem negativ valésakbdl a nem negativ
valosakba képez gy, hogy

F@®) + fly) = f(@® +y +xf(4y))

teljesiil minden (z,y) nemnegativ valés szampéarra.

KA /6. Egy sakkversenyen 2n + 3 versenyz6 vesz részt. Barmely két versenyz6 pontosan egy
meccset jatszik. Nincs két meccs amelyet egyszerre jatszanak, és ha valaki jatszott egy meccset,
utdna legalabb n meccsen nem jatszik. Bizonyitsuk be, hogy az egyik jatékos jatszik az elso és
az utolsdé meccsen is.

KA/7. P(x) egy valds egytitthatés polinom és aq, as, as, by, be, bs € R gy, hogy a,as,a3 # 0
és
P(alx + bl) + P((Igl‘ + bQ) = P(CLng + bg)

Lassuk be, hogy P-nek van legalabb egy valds megoldésa.
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6.3. Marton Dénes

MDé/1. Mutassuk meg, hogy egy haromszog cstcsain dtmené és a kertiletét felezé egyenesek
egy T pontban metszik egymast, és a haromszog stlypontja harmadolja a beirt kor kozéppontjat
T-vel 6sszekoto szakaszt.

MDé/2. Keressiik meg az Osszes olyan x,y egész szamokat (ha vannak), amelyekre

1222 + 14xy 4+ 15 = 8z + 21y.

MDé/3. A természetes szamok mindegyikét kiszinezziik 1993 szin valamelyikével gy, hogy
mindegyik szin végtelen sokszor eléforduljon. Igaz-e, hogy barmely ilyen szinezés esetén kelet-
kezik olyan haromtagi szamtani sorozat, amelynek mind a harom tagja kiilonb6z6 szinti?

MDé/4. Bizonyitsuk be, hogy a, b, ¢ pozitiv egészekre

[a,b, c]? (a,b,c)?

[a,b][b, c|[c,a] — (a,b)(b,c)(c,a)’

MDé/5. Adjuk meg az Osszes egész megoldést:

a’ + b + & = a’b’.

MDé/6. Minden pozitiv egész n-re, legyen

11 1
S = 14—t
gt
T, = Si+S+S3+-+8,
T, Ty T,
U, = —+-=4+=24... .
R T R

Keressiink olyan a, b, ¢, d egészeket, melyekre 0 < a, b, ¢, d < 1000000, illetve

Tigss = aSigz9 — b és  Upggs = cShgg9 — d.

MDé/7. Keressiik meg az Osszes valos x,y, z > 1 szdmot, melyekre

min(v/r + 2yz, Vy + vyz,/z +2yz) = Vo —1+Vy — 1+ vz — L.
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6.4. Matolcsi David

MD4/1. Bizonyitsuk be, hogy sin((2n + 1)x) felirhat6 sin 2 polinomjaként. Hatdrozzuk meg
a polinom els6 kett6 és utolsd ketto nullatol kiillonbozé egyiitthatojat.

P SRR S
Sin2(2n75rl) Sin2(272zil) sin2(2;‘L)'

MD4a/2. Mennyi

MDa/3. Mennyi az 55 + 55 + 37 + ... végtelen sor 6sszege? (Elemi megolddst kell taldlni. )

MDa/4. Jelélje (z) az x-hez legkdzelebb esé egész szdmot. Ha o = k + %, ahol k egész, akkor
(x) = k + 1. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges N pozitiv egészre

v (3)+ () ()

MD4&/5. Adott n szam: ay,as,. .., a,. Mennyi

1
Z akl(akl + akQ)(akl + g, + (Ik3) e (akl +ag, +...+ CLkn)
ahol a szummaban kq, ko, . .., k, indexrendszer végigfut 1,2, ..., n dsszes (n!) permutaciéjan.

MDa4/6. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges p primszamra léteznek olyan x és y egészek, hogy
2% + y? + 1 oszthatd p-vel.

MD4&/7. Legyenek az ABC hegyesszogli haromszogben D és E a B-bol és C-bél induld
magassagok talppontjai. Legyen F' a BC' oldal felez6pontja. Bizonyitsuk be, hogy F'D és F'E
is érint6i az ADE kornek.
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7. Ponies Micha Fuisz GABOR, GYORFFY ACOSTON,
SzABO DAVID, SZABO KRISTOF

7.1. Fuisz Gabor

FG/1. Az asztalon van egy 52 lapos kartyapakli, minden lap lefelé néz. Egy lépésben a
legfelsé 7 lap alkotta paklit leemeljiik a tobbirol, és megforditjuk, és a pakli legaljara helyezziik.
Hanyszor kell megismételniink ezt a lépést, hogy tjbol mind az 52 kartya lefelé nézzen?

FG/2. Egy lapra felirtak 1-t6] 2016-ig az 0sszes egész szamot pontosan egyszer. Hany paratlan
szamjegy talalhaté a lapon?

FG/3. A mesebeli széfet egy 3 szamjegyti kdd nyitja. Miutdan megprobalkoztunk egy kombi-
naciéval, a széf kétféle valaszt adhat:

e Hideg”, amennyiben egy szamjegy sem talalt;
e  Melegszik”, amennyiben legalabb 1 szamjegy stimmel (ezt a valaszt kapjuk a helyes
nyit6kod esetén is).
Minimum hény préobalkozasbdl lesz elég informacionk, hogy ismerhessiik meg a nyitékddot?

FG /4. Mutassuk meg, hogy egy konvex n-szog pontosan akkor irhat6 be egy korbe, ha létezik
egy a;, b; valés szampar minden F; cstcsara a sokszognek gy, hogy minden kiilénb6z6 P; és P;
kozott a tavolsag a;b; — a;b;.

FG/5. Egy egység hosszu palcat véletlenszeriien eltoriink 2 helyen. Mekkora az esélye, hogy
a 3 darabbdl haromszog alkothato?

FG/6. Adjuk meg az Osszes valds fiiggvényt, melyre teljesiil minden z-re és y-ra, hogy:
F(f(@) +y) =2z + f(f(y) — ).

FG/7. Egy tlizszerész szabédlyos haromszog alaki csatatéren bombdakat keres. A detektor
sugara éppen a haromszog magassaganak a fele. Mekkora a minimalis tavolsag, amit meg kell
tennie, hogy a teljes haromszoget atfésiilje, ha az egyik csiicsbél indul?

25



Matektédbor 2017 feladatok 7 PONIES MICHA

7.2. Gyérffy Agoston

GyA /1. Mutassuk meg, hogy 6t tetsz6leges valés szam koziil mindig ki lehet valasztani kett6t
(a és b) ugy, hogy teljestiljon |ab+ 1| > |a — b|.
GyA /2. Keressiik meg az 6sszes olyan primekbél 4116 (p; ¢; ) szdamharmast, amelyekre teljesiil,

hogy:
pld+1L  qfr"+1L  rfp'+1

GyA /3. Mutassuk meg, hogy ha egy pozitiv egész szam tébb mint egyféleképpen irhaté fel
két négyzetszam Osszegeként, akkor a szam Osszetett.

GyA /4. Mutassuk meg, hogy pozitiv valés (a;b; ¢) szimhérmasokra az alabbi egyenlétlenség
fennall:

\/b+C+\/C+a+\/a+bZ 4(a+b+c) .
a b c Vb+o)(c+a)(a+b)

GyA /5. Egy asztalon négy darab (nem feltétleniil egyforma) kerek pénzérme van. Minden
pénzérme pontosan két masikat érint. Mutassuk meg, hogy a négy érintési pont egy koron van!

GyA /6. Egy edz6 és n focista &all egy korben. Az edzé el6tt egy labda van. Mindig, amikor
valaki elott van a labda % — % valoszinliséggel valamelyik szomszédjanak passzolja. A jatékot
akkor fejezik be, ha a labda az utols6 jatékoshoz is eljut, akinél még nem volt. A kdvetke-
z6 mérkozésen az lesz a csapatkapitany, akihez utoljara ér el a labda. Mutassuk meg, hogy
mindegyik jatékos ugyanakkora valésziniiséggel lesz kapitany!

GyA /7. Legyen M az ABC haromszognek egy belsé pontja. Mutassuk meg, hogy:

min{ MA, MB,MC}+ MA+ MB+ MC < AB + AC + BC.

26



Matektédbor 2017 feladatok 7 PONIES MICHA

7.3. Szab6 David

SzD/1. Egy 3 x 3-as biivos négyzetet 9 db 55-nél kisebb pozitiv egész szam alkot. Mennyi
a négyzetben taldlhat6 primek szdméanak maximuma? (Egy bilivos négyzetben minden sorban,
oszlopban és a két atléban a szamok 6sszege megegyezik.)

SzD /2. Legyen ABC haromszogben A; egy tetszbleges pont a BC, By az AC, illetve C az AB
oldalon. Legyen A; pont tiikorképe BC felezOpontjara A,, hasonléan hatarozzuk meg B, és Cy
pontokat. Bizonyitsd be, hogy A; B C] és Ay BoCy haromszogek tertilete megegyezik.

SzD/3. z,y, z és n pozitiv egészek. Milyen n-ekre van megoldasa az
3+ y3 + 2% = nx2y222

egyenletnek?

SzD /4. Egy egység oldalu szabélyos 2016-szoget felbontottunk paralelogrammakra. Mennyi
lehet egy felbontasban a téglalapok teriileteinek Gsszege?

SzD/5. A, B és C jatékos jatszik 1 szabédlyos dobdkockaval. A nyerészama a 36, B nyerd-
szama a 44, C nyerészama a 61. A jaték menete: Az els6 dobas értékét leirjuk, majd minden
dobés értékét kozvetleniil az el6z6 utan irjuk. Az a jatékos nyer, akinek el6szor jelenik meg a
nyeroszama. Kinek van a legnagyobb, és kinek a legkisebb esélye nyerni?

SzD/6. a,b,c és d pozitiv szadmok, és a + b+ ¢+ d = 4. Bizonyitsd be, hogy

a n b n c n d S
1+ b2 1+c2 1+ d? 14+a2 —

SzD /7. Legyen ABCDE egy konvex 6tszog, melyre igazak a kovetkezdk: BC' oldal parhu-
zamos AFE oldallal, AB = BC + AE, ABC<x = CDE<. Legyen CE felezopontja M, és
BCD haromszog beirt korének kozéppontja O. Bizonyitsd be, hogy ha DMO< = 90°, akkor
2BDA< = ABC«.
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7.4. Szab6 Kristof

SzK /1. Tekintsikk a Fibonacci-szamok f1 = fo = 1, f, = foo1 + fa—2(n > 3) rekurzidval
meghatdrozott sorozatat. Tegyiik fel, hogy az a és b pozitiv egész szdmokra az § tort az %

és f;i—:l tortek egyikénél kisebb, masikandl nagyobb. Mutassuk meg, hogy b > f,.1.

SzK /2. Mely N > 3 egész szamok esetén adhaté meg N pont a sikon tgy, hogy semelyik 3
nem esik egy egyenesre, és a konvex burkuk barmely 3 csicsa altal meghatdrozott haromszog
belsejébe kozilik pontosan 1 pont esik?

SzK /3. Mutassunk két olyan egyméssal nem egybevagd poliédert, amelynek az elolnézete és
a feltilnézete is az aldbbi:

(A belsé taldlkozasi pont a négyzet kozéppontja. A négyzetek szakaszai mind lathaté élek,
de rejtett élekbdl sincsen maés.)

SzK /4. Hatérozzuk meg az Osszes olyan (p;q;r) pozitiv racionélis szamokbdl &ll6 harmast,

amelyre
r 1 1
ptq+r, —+-—+-— e pqr
p q T

mindegyike egész szam.

SzK /5. Legyen n egy 1-nél nagyobb pératlan egész, ki, ko,...,k, pedig adott egészek. Az
1,2,...,n szamok mind az n! darab a = (a4, as, ..., a,) permuticiéja legyen

=1

Bizonyitsuk be, hogy van két olyan b és ¢ permutacio, amelyekre b # ¢ és n! osztéja (S(a)—S(b))-
nek.

SzK /6. Andor és Patrik egy darab dobdkocka segitségével akarnak olyan jatékot csindlni, ahol
Andor 1 — p, Patrik p eséllyel nyer. Lehetséges-e ez, ha 0 < p < 1 irracionalis szam.

SzK /7. Vetitsik az ABCD szabalyos tetraédert merélegesen egy a térben fekvé szdmegye-
nesre, és legyenek a csicsok vetiiletei rendre az a, b, ¢, d valés szamok. Fejezziik ki a tetraéder
élhosszat a, b, c és d segitségével.
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8. Pingpongosok Tiszay ADAM, TRAN ADAM,
VARI-KAKAS ANDOR

8.1. Tiszay Adam

TiA /1. G graf minden fokszdma legaldbb 3. Bizonyitsuk, hogy van benne paros hosszu kor.

TiA /2. A téblara kezdetben egy N pozitiv egész szam van irva. Peti minden lépésben let6rol
egy 1-nél nagyobb szdmot a tablardl, és felirja helyette a néla kisebb pozitiv osztdit. Egyszer
észreveszi, hogy a tabldan éppen N? darab szdm van. Hatarozzuk meg az oOsszes olyan N-t,
amely esetén ez az allapot létrejohet.

TiA/S. Legyenek x1, x, ..., T100 nemnegativ valds szamok, melyekre z;+x; 11+ 210 < 1(2101 =

T1,T102 = $2). AdJU.k meg az
100

S = Z TiTit2
i=1
kifejezés legnagyobb értékét!

TiA /4. Egy n tagt tarsasigra igaz, hogy ha tetsz6legesen kivilasztunk négy embert, vagy lesz
kozottilk harom, akik mindharman ismerik egymast, vagy olyan harom, ahol senki sem ismeri
a masik kettét. Igazoljuk, hogy lehet gy két csoportra osztani a tarsasagot, hogy az egyik
csoportban mindenki mindenkit ismerjen, a masikban pedig senki se ismerjen senkit!

TiA /5. Sohaorszag autépélya halézatara igazak a kovetkezdk:
e Minden varosbdl minden varosba el lehet jutni autopalyan;

e Nincs feliiljaré/aluljaré, igy az autépalyak nem keresztezik egymést és nem lehet rajtuk
megfordulni (csak a varosban);

o Kétiranyuak, egymasba csatlakozhatnak;
e A f6varos mindenhonnan kozvetlentl elérhet6 (azaz nem kell mas varosokon atmenni).

Sohaorszagban a févaros nélkiil sszesen 100 varos van. A tlizvédelem érdekében az orszagban
tlizoltdéallomasok épiilnek. A févarosban épiil egy, am a maradék 100 varosban csak 66 allomést
lehet épiteni. Megoldhato-e ez gy, hogy ha egy varosban nincs allomas, akkor az 0sszes olyan
varosban legyen, ahonnan az kozvetleniil elérheto?

TiA /6. Bizonyitsuk be, hogy minden z,y, z € N -re (zy > 2?) létezik olyan n, amelyre

p=Yat y=Yh i=Yaw
] ! i=1

ahol x;,y; € N.

TiA /7. Egy 100 x 100-as tdbla minden mezdje fekete vagy fehér. A tébla szegélyén az Gsszes
mez6 (398 darab) fekete. Tovabba tudjuk, hogy minden 2 x 2-es résztablan van mindkét szint.
Bizonyitsuk, hogy van olyan 2x 2-es résztabla az eredeti tablan, amelyen 4 mez6 szine sakktabla-
szinezést kovet!
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8.2. Tran Adam

(n=2)

TrA /1. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n > 3 csiicsu egyszerii grafnak legalabb % + 2 éle

van, akkor van Hamilton kore. (A Hamilton-kér olyan kor, amely minden csicsot tartalmaz).

TrA /2. Szerkessziik meg az ABC haromszoget, ha adott az AB és AC oldalak hossza, valamint
az A csucsnak a BC' oldal C-hez kozelebbi harmadolopontjatél mért tavolsaga.

TrA /3. Egy kér AB ivének melyik P pontjara maximalis az ABP haromszog keriilete?

TrA /4. Bizonyitsuk be hogy nem léteznek olyan z,y egész szamok amelyekre fennall:

1522 — Ty? = 9.

TrA /5. Hatéarozzuk meg azokat a p valos szdmokat, amelyekre az 2% — 7z + p = 0 egyenletnek
van két olyan valds gyoke, amelyek kiilonbsége 1.

TrA /6. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan:

sin(z + y) - sin(x + y) — cos(z — y) - cos(z —y) =1

TrA/7. Legyen n > 1 egész szam, n 0sszes pozitiv osztdja di,ds, ..., d;, ahol 1 = dy < dy <
o< dp=n. LegyenD:d1-d2+d2-d3+...+dk_1-dk.

a) Bizonyitsuk be, hogy D < n?.

b) Hatdrozzuk meg az ésszes olyan n szamot, amelyre D osztdja n?-nek.

TrA/ 8. Két jatékos elott egy-egy kavicskupac talalhatd, kezdetben mindkettében k& kavics
van. El6szor az elso jatékos ezekhez hozzatesz 0sszesen 2008 ujabb kavicsot, az 1j kavicsokat
tetszélegesen oszthatja el a két kupac kozott (akdr az Osszeset is az egyik kupacba teheti).
Ezutdn a masodik jatékos tesz hozza a kupacokhoz 6sszesen 2008 djabb kavicsot, és ugyanigy
folytatjak felvaltva. Az nyer, akinek a kupacaban (a sajat vagy ellenfele 1épése utan) a kavicsok
szdma négyzetszam, mig ellenfele kupacara ez nem igaz (ha mindkét kupac ilyen, akkor a jatékot
folytatjak). Van-e végtelen sok k-ra a masodik jatékosnak nyerd stratégiaja?

TrA /9. Egy k élhosszisagi kocka harom egy cstcsba futé lapjat teljesen le akarjuk ragasztani
k? darab 3 x 1 méretii cimkével. Milyen k-ra lehet ezt megtenni?
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8.3. Vari-Kakas Andor

VKA /1. Létezik-e két olyan irracionalis szam (z és y), amire z¥ racionalis?
VKA /2. Milyen n és k pozitiv egészekre lesz (Z) primhatvany?

VKA /3. Melyik az a legnagyobb pozitiv egész n szam, melyre dssze lehet parositani az els6 n
fibonacci-szdmot (1,1,2,...) az elsé n darab n-tobbszordossel (n, 2n, ..., n?), gy, hogy minden
fibonacci-szamhoz kiilonb6z6 n-tobbszoros tartozzon és minden parban a fibonacci-sorbél jovo
tag legyen a kisebb?

VKA/4. Egy 10 egység oldalu szabalyos haromszoget az oldalaival parhuzamos egyenesekkel
egységnyi oldalt szabalyos haromszogekre bontottunk fel. Héany olyan szabalyos haromszog
van, amelynek csicsai a létrejott szabalyos haromszog-racs racspontjai?

VKA /5. Mutassuk meg, hogy — barmilyen természetes szamot jelentsen is n — a kovetkezd

tort nem egyszertisitheto
2In+4

14n +3°

VKA/6. Keresd meg az Osszes olyan természetes szamot, amit nem lehet el6éallitani néhany
(legaldbb kettd) egymdst kovetd természetes szam Gsszegeként!

VKA /7. Adott a sikon 3n—1 pont, koziiliik semelyik harom nem esik egy egyenesre. Mutassuk
meg, hogy talalhato kozottiik 2n pont, melyek konvex burka nem haromszog.
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9. Tanari feladatok

T /1. Dobrogi erdejében nyéarfak és nyirfdk nének. Dobrogi a kovetkezé harom allitast fogal-
mazza meg:

e Minden nyirfatél 10 méterre a) legalabb b) pontosan 10 nyérfa nd.
e Mindkét tipust fabdl ugyanannyi (véges pozitiv egész szami) van az erdében.

Mondhatott-e igazat Dobrogi?

T /2. Bizonyitsuk be Kénig élszinezési tételét: minden k-regularis paros graf élei kiszinezheték
k szinnel tgy, hogy minden cstcsban csupa kiilonb6zo6 szint él talalkozzon.

T /3. Hany szin kell egy n-csicsu teljes graf éleinek kiszinezéséhez, ha minden csticsban csupa
kiilonboz6 szint él kell talalkozzon?
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