Fajszi Bulcsu

1.

Adott egy szabdlyos ABC haromszog. Hatdrozzuk meg azon X pontok mértani helyét, melyekre
teljesiil, hogy

AX?+ BX? =CX>.

Adott egy szabdlyos n-szogiink, és koré irhaté korének sugara R. Az n-szog egyik csicsat osszekotjiik
az Osszes tObbivel.

Mekkora az gy kapott szakaszok (a kivdlasztott csticsot a tobbivel sszekotd szakaszok) hosszanak a
szorzata?

Van 25 versenylovunk. Egy futam soran kivalasztunk 5 lovat, és 6ket versenyeztetjiik a loversenypalyan.
Minden futam utén megtudjuk az 5 16 sorrendjét (milyen sorrendben futottak be a célba), de semmi
més informdciét nem kapunk. Adott 16 a pédlydt mindig ugyanannyi id6 alatt futja le.

Legalabb hany futamot kell rendezniink, hogy egyértelmiien meg tudjuk hatarozni az els6, a masodik
és a harmadik leggyorsabb lovat?

. Adott egy A szdm, melynek értéke

A=1-1/24+1/3-1/441/5—...+1/605—1/606 + 1/607.
Bizonyitsuk be, hogy A-t tort alakban felirva a szamlal6 oszthaté lesz 911-el.

Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész szdmhoz talalhaté a szamnak olyan, a szam négyzeténél
nem nagyobb (és nem nulla) t6bbszorose, amelynek 10-es szdmrendszerbeli alakjdban nem szerepel
mind a tiz szdmjegy.

Bizonyitsuk be, hogy tudunk taldlni a sfkban barmilyen n > 2-re (n egész) n pontot, melyek koziil

1) nincs 3 vagy t6bb egy egyenesen

2) béarmely kettd tdvolsdga irraciondlis

3) barmely hdrom &ltal meghatdrozott haromszog teriilete raciondlis!

Adjuk meg az Gsszes olyan f : R — R fliggvényt, amelyre teljesiil (barmilyen = valds szdm esetén):

F(f@) =a? — 1



Fejes Eszter

1. Andras és Béla a kovetkezd jatékot jatszak: Andrés véletlenszertien kivalaszt a sikbeli derékszogi
koordinatarendszerben egy tetszOleges rdcspontot, és egy tetszéleges vektort (amivel az adott pontot
eltolva tjabb rdcspontot kapndnk). Ezutdn Béla tippel az egyik pontra, és ha az volt a kivdlasztott
pont, nyert. Ezutdn Andras eltolja a pontot a kivalasztott vektorral, és Béla csak ez utan tippelhet
djra. Andras minden kor elején az adott vektorral tolja el a pontot, és Bélanak a pont aktudlis helyzetét
kell eltaldlnia. Lehet-e Béldanak nyerd stratégidja? Ha igen, hogyan?

2. Alice kordbbi Tiikororszagi kalandjai soran elég furcsanak és értermetlennek talalta a tiikkororszagiakat.
Az egyik latszolag teljesen logikailag lehetetlen kalandja utéan beszamol a kételyeirél bardtjanak, Dingi-
dunginak. o) elmondja, hogy Alice csak azért nem érti a kordbban torténteket, mert nem érti Tiikor-
orszag logikdjat. Bar nem hajlandé ebbe beleavatni, de elvallalja, hogy ravezeti.

Tiikororszag logikdjanak ot szabalya van:

Elsé szabdly - Tukororszag logikusai teljesen 6szinték. Olyan, és csak olyan dolgokat dllitanak, amit el
is hisznek.

Mdsodik szabdly - Ha Tiikororszag logikusa allit valamit, azt is allitja, hogy nemhiszi e az allitast.
Harmadik szabdly - A logikus minden igaz allitdsrol azt éllitja, hogy elhiszi.

Negyedik szabdly - Ha a logikus elhisz valamit, akkor nem hiheti el az ellentétét is.

Otédik szabdly - Barmilyen allitdsra igaz, hogy a logikus vagy elhiszi az allitést, vagy elhiszi annak az
ellentétét.

Valaszolj ezek alapjan a kovetkezo kérdésekre:

a, Tegyiik fel, hogy a logikus azt hiszi, hogy a Fekete Kirdly vagy a Fekete Kirdlyno alszik. Kovetkezik
ebbdl, hogy azt hiszi, hogy a Fekete Kiralyné alszik?

b, Tegyiik fel, hogy a logikus azt hiszi, hogy a Fekete Kirdly alszik. Kovetkezik ebbél, hogy azt hiszi,
hogy a Fekete Kiraly és a Fekete Kiralyno is alszik?

¢, Tegytik fel, hogy azt hiszi, hogy minden griffnek van szarnya. Kovetkezik ebbél, hogy léteznek
griffek?

3. Aranka és Bianka egy 2008 x 2008-as sakktablin a kovetkezd jatékot jatszék. Aranka gondolatban
kivalasztja a tabla néhany mezojét. Ezutan minden mezore rairja, hogy az és a vele éllel vagy csticcsal
érintkez0 mez6k koziil Osszesen hany szerepel a kivalasztottak kozott. Meg tudja-e hatarozni ennek
alapjan Bianka, hogy mely mezOket valasztotta ki Aranka?

4. Van egy zsebrdadionk, amely két ceruzaelemmel miikddik. A fidkban van 8 ceruzaelemiink, koziiliik
4 ki van meriilve. A j6 és rossz elemek sajnos Osszekeveredtek. Az elemek tesztelésére nincs méas
lehet6ségiink, mint hogy belehelyeziink kett6t a késziilékbe, és ha az szdl, akkor mindkét elem jé, ha
nem szdl, akkor legaldbb az egyik rossz.

Legalabb hany kisérletre van sziikség ahhoz, hogy biztosan megszdlaljon a radié?

5. Adottak az A, As, A3z, Ay, As és P altaldnos helyzeti pontok a sikon. Jeldlje k; azt a szdmot,
ahdnyféleképpen az A1, As, A3, Ay, As pontok koziil kivalaszthaté i darab tgy, hogy a kivalasztott
pontok konvex burka tartalmazza P-t. Mutassuk meg, hogy ks = k4.

6. A négyzet alaki medencében uszkalé Jerry el szeretne menekiilni a parton ra les6 Tom el6l. Tom
nem tud uszni, lassabban fut, mint Jerry, viszont négyszer olyan gyorsan fut, mint ahogy Jerry uszik.
Megmenekiilhet-e mindig Jerry?

7. Egy konvex poliédernek minden lapja négyszog. Mutassuk meg, hogy a poliéder lapjait haromszogekre
bonthatjuk egy-egy atlé meghuzasaval ugy, hogy a poliéder minden csticsanal paros szamu haromszog
talalkozzon.



Jedlovszky Pal

1.

Legyen az an sorozat k-adik tagja ar = k, ha k = 1,2,...,2006, és apy+1 = ag + arx—2005 ha k > 2006.
Lassuk be, hogy a sorozatnak van 2005 egymést koveto tagja, melyek oszthaték 2006-tal.

. 11 egész szamrol tudjuk, hogy barhogyan is hagyunk el koziilik egyet, a megmaradd 10 szam két,

egyenként 5 elemii csoportra oszthaté ugy, hogy a csoportokban levé szamok Osszege egyenld.
Bizonyitsuk be, hogy a 11 szam egyenlo.

Legyen N = {1, 2,...,n}. Legyen N-nek egy adott f permutdcidjira d(f) azon i-k szdma, amire
f(@) > f(j) minden j > i-re. Ha vélasztunk egy f permutdciét véletlenszerlien, mennyi d(f) vérhaté
értéke?

Bizonyitsa be, hogy ugyanannyi médon lehet n-et felbontani egyesek és kettesek rendezett Gsszegére,
ahdny médon n + 2-t 1-nél nagyobb szdmok rendezett Gsszegére! (Példdul: 4 = 14+ 14+ 1+ 1+ =
1414+2=14+2+1=24+141=2+2 (5-féleképp); 6 =6=24+4=3+3=4+2=2+2+2
(5-féleképp)).

Keressiik meg az 6sszes olyan f : R — R fiiggvényt, melyre teljesiil, hogy f(z2 —y?) = zf(z) — yf(y).

Két pozitiv a, b egész szamot kozelinek neveziink, ha vagy a = pb vagy b = pa, ahol p prim. Mely n
Osszetett szamoknak lehet felirni egy kor keriiletére az Gsszes pozitiv osztéjat tgy, hogy barmely két
szomszédos oszté kozeli legyen?

Lassuk be, hogy minden n-hez létezik olyan n szamjegyd szam, amely osztahté 5™-nel, és minden
szamjegye paratlan.



Martindk Zalan

1.

Legyen M a valés szdmok olyan m elemi részhalmaza (m > 2), amelyben barmely elem abszolit
értéke legaldbb akkora, mint a tobbi m — 1 elem 6sszegének abszolut értéke. Bizonyitsuk be, hogy M
elemeinek 6sszege 0.

Legyen G olyan egyszerii graf, amelyben minden cstcs foka legalabb 2. Mutassuk meg, hogy van G-nek
olyan csicsa, hogy minden bel6le indulé él benne van egy korben.

Legfeljebb hany nem-iires részhalmaz vélaszthaté ki egy 100 elemi halmazbdl gy, hogy barmely két
kivalasztott részhalmaz vagy diszjunkt legyen vagy az egyik tartalmazza a masikat?

. A valds szamok koziil bizonyosakat pirosra festiink, mégpedig gy, hogy ha az x szdm piros, akkor az

z + 1 és 57 szamokat is pirosra festjiik. Mely szdmok lesznek pirosak, ha kezdetben csak az 1 piros?

Nevezziik betlik véges hossztusagu sorozatat szonak. Egy széval a kovetkezo miiveleteket végezhetjiik:
a) Elhagyjuk az els6 vagy az utolsé betiijét;

b)A sz6t "megduplazzuk”, azaz a sz6 két példanyat egymds utan frjuk.

Eljuthatunk-e ilyen 1épésekkel az ABCD... XY Z sz6tél a ZY X...DCBA sz6hoz?

Legyen egy halmaz egész, ha elemeit —1,0, vagy 1-el szorozva majd Osszeadva, barmely egész szamot
megkaphatjuk. Hany diszjunkt egész halmazra bonthaté az egész szamok halmaza?

A H halmaz elemei a pozitiv egész szdmok halmazdnak bizonyos részhalmazai ugy, hogy koziiliik
barmely két kiilonbozének a metszete véges halmaz. Kovetkezik-e ebbdl, hogy H megszamlilhat6?



Mazug Péter

1.

2.

Hatdrozzuk meg az (71’), (g),, (n7_’1) szamok legnagyobb kozos osztdjét.

Bizonyitsuk be, hogy ha p pératlan prim, akkor (2;’:11) — 1 oszthaté p?-tel!

. Két jatékos felvaltva ir +, — vagy - jelet 1-t8]1 100-ig szamok kozé (két szdm kozott pontosan egy

jel szerepelhet). Bizonyitsuk be, hogy a végiil kapott kifejezés értékének paritasit az egyik jatékos
megfelel6 jatékkal eldontheti.

. Ha egy szdmolégép csak Osszeadni, kivonni és reciprokot venni tud, illetve tetszOlegesen sok szamot

a memoridjaban eltarolni és onnan visszahivni, akkor ha a memdridban x-szel és y-nal kezdiink,
eljuthatunk-e z - y-ig?

. Egy szakaszon n — 1 db pontot véletlenszer(i (a szakasz mentén egyenletes eloszlassal) kijeloliink, n j

szakaszra darabolva azt. Mekkora az esélye, hogy az egyik keletkezett szakasz legalabb feleakkora lesz,
mint az eredeti?

. Egy négyzetrdcsra véges sok 1 X 2-es dominét rakhatunk le (a négyzetekre pontosan illeszkedve). Le

lehet-e Oket gy rakni, hogy minden dominé mindkét hosszabbik oldalaval érintsen egy masik domino6t?

. Adjuk meg azon egyszeri Osszefliiggé grafokat melyeknek akarmely csiicsbdl elindulva - Ggy hogy egy

élen nem jarunk tobbszor - egy id6 utdn minden élen jartunk, akarhogy is sétalunk.



Molnar Balint

1. Hany olyan rendezett szam n-es van, amelyben a szamok LNKO-ja 24, LKKT-ja 14407

2. Egy sorban letesziink egymas mellé 2n darab lampat. Kezdetben egyik sem vildgit. Egy 1épésben fel-
vagy lekapcsolhatunk egy lampat, ha az attdél kozvetleniil balra 1évé lampa vilagit, de attdl balra egy
sem. Szintén fel-, vagy lekapcsolhatjuk az els6 lampét egy lépésben. Minimum hény lépés sziikséges
ahhoz, hogy az Gsszes lampa vildgitson?

3. Legyen n pozitiv egész szam, ay, as, ..., a, pedig paronként kiillonbozé egész szamok. Igazoljuk, hogy
az (r —ay)(x —ag)..., (x — a,) — 1 polinom nem 4ll el6 két legalabb elséfoki egész egylitthatés polinom
szorzataként.

4. Két hangya kezdetben ugyanazon az X ponton all. Az n-edik percben pontosan ¢ métert tesz meg
mindkét hangya, észak, kelet, dél vagy nyugat felé. Néhany perc utdn a két hangya egy pontban
taldlkozik (nem feltétleniil X-ben), gy, hogy nem végig ugyanazon az titon mentek. Mely ¢ pozitiv
raciondlis szamokra lehetséges ez?

5. Egy tizzel nem oszthatd, legalabb 100-jegytl szam két kiillonbo6z6 szédmjegyét felcseréltitk egymaéssal,
az {gy kapott szdmnak pontosan ugyanazok a primoszt6i, mint az eredeti szdmnak (és ugyanannyi
szadmjegybdl all). Mutassunk példat ilyen szémra.

n(n—1) kartyank, megszamozva 1-t6l @—ig. Két kartya magikus

e , (
6. Legyen n > 2 pozitiv egész. Van —=
part alkot, ha a rajta 1év6 szamok szomszédosak, illetve az 1-es és az %—es is magikus part alkot.
Mely n szamokra lehet elérni, hogy a kartydkat n kupacba osszuk igy, hogy barmely két kupacbol

egyféleképpen lehet 1-1-et kivalasztani igy, hogy mégikus part alkossanak?

7. Melyek azok az n = p1ps...px szamok, amelyek osztjik az m = (p; + 1)(p2 + 1)...(px + 1) szédmot, ahol
D1, P2,..., i (nem feltétlentl kiilonbozd) primek?



Molnar-Saska Zsofia

1.

Jancsi és Juliska egy 1000 cstcsi, Osszefiiggd graffal jatszanak. A jaték abbdl all, hogy az egyikiik
gondol két csucsra, a masikuknak pedig minél kevesebb kérdezésbdl ki kell talalnia, hogy melyik volt
ez a két csucs. Egy kérdezés abbdl dll, hogy a kitalald, az eredeti grafbol készit egy sulyozott grafot,
ahol az utak hossza lehet 1 vagy 2. Ekkor a gondold pedig megmondja, hogy a legrévidebb 1t milyen
hosszi a két cstcs kozott. Mutassuk meg, hogy ki lehet taldlni a gondolt két csiicsot 20 kérdéssel!

Igazoljuk, hogy, ha a, b, ¢ paronként kiilonb6z6 pozitiv egészek, akkor
(42a+43b+43¢)> 4 (43a+42b+43¢)3 + (43a+43b+42¢) —3(42a-+43b+43c¢) (43a+42b+43¢) (43a+43b+42¢)

oszthaté 128-cal, de nem teljes 2 hatvany.

A nyolcjegyli szdmokat osszuk két halmazba. Az egyik halmazba keriiljenek azok, amelyek felbonthaték
két négyjegyli szam szorzatara, a masikba azok, amelyek nem. Melyik halmazba keriil tobb szdm?

Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is hagyunk el az els6 2002 pozitiv egész szam koziil 89 darabot, a
megmaradé szamok kozott van 20 olyan, amelyeknek az Gsszege is a megmaradt szamok kozott van.

Adott az R sugaru korbe irt Ay Ay As...Asg1s sokszog. A kor egy tetszOleges, de a csicsoktdl kiillonb6zo
M pontjanak a sokszog csucsaitdl mért tavolsagait jelolje rendre d;, i = 1, 2, 3, ..., 2018, mig M-nek a
sokszog oldalaitol mért tavolsagait jelolje rendre I; ¢ = 1, 2, 3, ..., 2018, pontosabban l; az M tavolsaga
az A1 A oldaltdl, ls az M tévolsidga az AsAsz oldaltdl,..., lagis az M téavolsiaga az Asgig A1 oldaltol.

Bizonyitsa be, hogy d; - dl/ll +d2 - dg/lg + ... + da2ois - d2018/l2018 > 4036 R.

Tekintsiik az ABCD olyan sikbeli hiirnégyszoget, amelyben az AB oldal hossza /2 + /2, tovabba az
AB oldal 135° kozépponti szog alatt latszik a koré irt kor kézéppontjabdl. Hatdrozza meg az ilyen
négyszogek teriiletének maximumaét!

Az ABC haromszég AC' oldaldhoz hozzairt kér az AC oldalt K pontban, a BC oldal meghosz-
szabbitasat az F7 pontban érinti, mig a BC oldalhoz hozzéairt kor a BC oldalt az L pontban, az
AC oldal meghosszabbitdsat az Fs pontban érinti. Bizonyitsa be, hogy az F1 K LFEs négyszog trapéz,
és a trapéz alapokkal parhuzamos kozépvonala felezi az AB oldalt.



Nagy Nandor

1.

Adott a sikon az AB szakasz. Vegyiink fel egy tetszbleges C' pontot a sikban gy, hogy az ABC
haromszog ne legyen egyenld szari. A C csicshoz tartozé kiils6 szogfelez6 az AB egyenest D-ben, az
ADC kérhoz A-ban huzott érintét P-ben metszi. Hatdrozzuk meg az igy kaphaté P pontok mértani
helyét.

. Legyenek ay,..., a kiilonboz6 pozitiv egészek. Tovabba definidljuk a,-t n > k esetén az aldbbi médon:

legyen az a legkisebb pozitiv egész, amely nem 4&ll el6 aq, ...,a,—1 halmaz semelyik részhalmazinak
Osszegeként sem. Igazoljuk, hogy alkalmas N esetén minden M > N-re aps -2 = apr41

Egy adott « valds szdm esetén nevezziik kézenfekvének azon pozitiv egész q szamokat, melyekre létezik
p egész, hogy |a— §| < %q‘ Igazoljuk, hogyha « és § két irraciondlis szdm, és megegyezik a kézenfekv§
halmazuk, akkor o + 8 vagy o — 3 egész szam.

. Adjuk meg a minimdlis n pozitiv egészt (n > 4), melyre létezik n személybdl 4ll6 kémhalézat, melyben

barmely két egymadst ismerd tigynoknek nincsen kozos ismerdse, azonban barmely két nem ismerének
pontosan 2 koézos ismerése van.

Legyen n pozitiv egész. Képezzik az ay,..., ax; bo,..., bx sorozatokat, ahol ag = by = 0. ar = by =
n és minden tovdbbi elemre (a;,b;) = (a;—1 + 1,b;—1) vagy (aj—1,b;—1 +1). A ¢1,..., ¢, sorozatot
pedig képezziik az alabbi médon: ¢; = a; , ha a; = a;_1 , ¢; = b; egyébkent. Mutassuk meg, hogy
14 ..+ =n%—1.

Tiikrozziink a térben valamilyen sorrendben egy kocka mind a hat lapjanak a sikjdra. A hat tiikrozés
egymasutanja hany kiilonb6z6 transzforméciét eredményez?

Janos és Julia megmenekiiléséhez Julidnak vélaszolnia kell egy eldontend6 kérdésre. A lehetséges
kérdéseket 1-t6l 924-ig sorszamozzuk. A Boszorkany eldontotte, hogy X vagy Y lesz a kérdés, melyre
rendre igen és nem valasz adandd. Ezeket kezdetben nem ismerik, de miutan Julia elmegy aludni,
Janos megkapja ezeket az informacidkat. Janos ezutan valaszt egy pozitiv egészt 1, ..., h-ig, melyet
Julidnak tizen. Julia mésnap az iizenettel garantaltan sikeresen meg tudja valaszolni a kérdést. Mi
lehet h legkisebb értéke?



Sarvari Tibor
1. Legyenek n és k pozitiv egész szamok, az S pedig olyan n elemi sikbeli ponthalmaz, amelynek

a, semelyik hdrom pontja nincs egy egyenesen;

b, az S halmaz minden P pontjdhoz taldlhaté legalabb k pont, amelyek mind egyenld tavolsdagra vannak
a P ponttol.

Bizonyitsuk be, hogy

1
k‘<§+v2n

2. Legyen n > 3, és tekintsiink egy E halmazt, amely egy kor keriiletén 1évé 2n — 1 szamu kilonbozé
pontbdl all. Tegyiik fel, hogy e pontok koziil pontosan k szamut feketére szineztiink. Egy ilyen szinezést
jonak neveziink, ha talalhato két olyan fekete pont, hogy az dltaluk meghatdrozott két koriv legalabb
egyikének a belseje pontosan n szamu E-beli pontot tartalmaz.

k mely értékeire lehetjo szinezést taldlni?

3. Hatdrozzuk meg az Osszes a, b, ¢ egész szdmot, amelyekre 1 < a <b < cés (a—1)(b—1)(c—1) osztdja
abc — 1-nek.

4. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan egészekbdl all6 (a,b) szdmpaért, ahol a > 1,b > 1, és teljestl rdjuk,
hogy

2
a® =2

az—l-b2
1+4+ab

5. a és b pozitiv egész szamok, melyekre 1+ ab osztja a? + b*-t. Bizonyitsuk be, hogy négyzetszam.

6. A pokémon vildghajnoksdg dont6jében mér csak harom versenyzo6 all talpon. Egy bulbasaur, akinek
minden tdmaddsa 70% eséllyel taldl, valamint egy chalamander, akinek minden tdmadasa 90% eséllyel
talal célt. A fordulé korokre osztott, amelyekben eldszor mi, majd bulbasaur (B), végiil chalamander
(C) tdmadhat. Minden tdmadasndl célba vehetjiik barmely ellenfeliinket, aki még harcban van, vagy
kihagyhatjuk a kort.

Ha az els6 kor végéig senki sem esik ki, akkor mindenkit diszkvalifikdlnak. Mi harom lény kozil
véalaszthatunk: magikarp, aki 60%-ban, pidgey, aki 80%-ban, valamint pikachu, aki 100%-ban talal.

Ha mindkét ellenfeliink a legjobb stratégia szerint harcol, kit valasszunk a legjobb nyerési esélyekhez?

7. Az alabbi tablazat a Pascal-haromszog mintajara késziilt. Az els6 sor két eleme 1 és 2, ezutan pedig
minden jabb szam a felette all6 ketto Osszege.

a) Mit kapunk, ha a 100. sorban véltakozo eléjellel adjuk 6ssze a szamokat?
b) Mennyi a 100. sor 47-edik eleme?



Sokvari Olivér

1.

Egy négyzet alaku kert fel van osztva 10 x 10 kisebb négyzetre, amelyek koziil £ db gazos. Ha egy kis
négyzet két oldalszomszédja gazos, akkor 6 is az lesz. Mi az a legkisebb k, amire lehet, hogy az egész
kert gazos lesz?

Lehet-e

egész szdm, ha n, k és a,, egész szdmok, n > k, és (an,;m) = 1.
Felvesz-e minden egynél nagyobb raciondlis értéket a @ szamelméleti fiiggvény? (o(n) az n osztéinak
Osszege)

. Anna és Bélint egy jatékot jatszanak. Az elsd 1épésben Anna letesz egy lovat (huszért) a 8 x 8-as

sakktdblara. Utdna Bélint kezdésével felvéltva 1épnek a 16val (L alakban). Az veszit, aki el6sz6r nem
tudja a lovat egy olyan mezére rakni, ahol az még nem volt. Ha létezik nyer¢ stratégia, akkor melyik
jatékosnak van és mi az?

Bizonyitsuk be, hogy minden k-hoz létezik olyan ng, hogy minden n > ng-ra
o(n) >k,
ahol p(n) az Euler-féle ¢ fiiggvény.

Konvergens vagy divergens-e azoknak a szdmoknak a reciprokosszege, melyek osztdinak a szdma egy
adott k egész szém (d(n) = k)?

Ha minden ¢ egész szam eleme az
ar(mod my),...,ax(mod my), 1 <my <...<my

maradékosztdlyok koziil legaldbb az egyiknek, azaz van olyan 4, amelyre ¢ = a;(mod m;), akkor
a maradékosztalyok ilyen rendszerét fedorendszernek nevezziik. Maradékosztalyok olyan rendszerét,
melynek nem minden egész szam az eleme, részleges fedérendszernek nevezziik. Létezik-e olyan tetszd-
leges ritka sorozat, amelyhez nincs olyan részleges fedérendszer, amely lefedné? (Tetszélegesen ritkan
azt értjik, hogy barmely b; < bs < ... sorozathoz van egy megfelel6 ¢; < ¢o < ... sorozat, ahol minden
i-re b; < ¢;.)



So6s Maté

1.

Egy 3 x 3 x 3-as kockét 27 egységkockara bontunk és ezek koziil néhédnyat beszineziink pirosra. Hany
kiilonbo6z6 szinezés 1étezik, ha a forgatassal egybevihetéeket nem tekintjiik kiillonbozének?

. A kovetkez6 jatékot jatszuk: dobmnak 4 egyforma és egy kisebb szabalyos dobdkockédval, majd ezekbol

piramist épitenek a kovetkez6 médon: alulra keriil 2 x 2 kocka(igy mind a négynek csak 3 oldala 14tszik),
majd erre rateszik az 6todiket, ami akkora, hogy mind a négy kocka fels6 lapjanak csak a sarkat fedi
le(tehdt példdul egy 6tosbél csak 4 pont 1atszik).

A kocka odalalai igy néznek ki:

Ezek utan annyi pénz kapunk ahdny pottyot Osszesen latunk. Mennyi pénzért éri meg ezt a jatékot
jatszani?

Igaz-e, hogy minden irraciondlis szdmnak van olyan egész szamu, nem 0 t6bbszorose, amelynek tizedes
jegyei kozott végtelen sokszor szerepel a 0 és 9 szdmjegyek egyike?

. Adott n pont a sikon, amelyek koziil semelyik hdrom nincs egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy

néhany pontot kivdlasztva vagy csak konvex sokszogeket kaphatunk (a hurkoléddékat nem szamitva)
vagy minden 4 < ¢ < n-re taldlunk ¢ csticsi konkav sokszoget.

Ki lehet-e rakni hézag és atfedés nélkiil 2 egység oldalu és 3 egység oldali négyzetek felhasznaldsaval
egy 101 egység oldali négyzetet?

Adott egy e egyenes és egy azon kiviili P pont. A P pontbdl hizunk két egymadsra merdleges egyen-
est ugy, hogy egyik se legyen parhuzamos e-vel. A két egyenes és e metszéspontja legyen K; és
K>. Rajzoljuk meg a K; kozéppontu P-n atmend és Ko kozéppontu P-n dtmend koroket, majd a
metszéspontokat jeloljiikk az dbra szerint. Legyen @ a Ko koriili kor tetszileges, Aa-t6l és Ba-t6l
kiilonb6z6 pontja. Bizonyitsuk be, hogy Q By szogfelezd az A1 B1Q haromszogben.

Egy n lakost varosban klubokat szerveznek dgy, hogy barmelyik két klubnak legyen, és barmelyik
hdromnak mér ne legyen kozos tagja. Legfeljebb hany klubot lehet igy szervezni?



Tardos Tamara

1. A sik egész koordinataju pontjain egy-egy szocske il. Egyszerre elugranak.

a) El6fordulhat-e, hogy minden egész koordindt4ju pontra két szdcske érkezik, ha bérmilyen tévolra el
tudnak ugrani?

b) Eléfordulhat-e, hogy minden egész koordinataji pontra két szocske érkezik, ha legfeljeb 100 tavolsagra
ugornak?

¢) Van-e olyan (végtelen) graf melynek minden foka legfeljebb 100 és a cstcsain iilé csigdk egy-egy élen
atesuszva el tudjdk érni, hogy minden csicson két csiga legyen?

2. A végtelen bortonben a celldk meg vannak szdmozva a pozitiv egész szdmokkal. Egyes cellak kozott
alagutat astak a rabok. A bortonigazgaté tudni szeretné, hogy hény rabot lehet fogva tartani tgy,
hogy ne tudjanak atjutni egymas celldiba ha...

a) ¢ és i+ 10 valamint ¢ és 3i + 1 kozott van atjards.
b) i és 2i + 1 valamint ¢ és 8 + 1 kozott van atjards.
¢) i és 2 + 1 valamint ¢ és 37 + 1 kozott van atjérés.

3. Kartal matek szakkort indit 100 sértédékeny didknak akik mind kiilonb6z6 mértékben tehetségesek.
Minden nap egy didkkal tud foglalkozni. Azok a didkok akikkel még nem foglalkozott soha vagy
amidta egy kevésbé tehetséges didakkal foglalkozott, meg vannak ra sértédve. Kartal minden nap a
legtehetségesebb sért6dott didkkal foglalkozik. Ha egy nap egy didk sem megy sértédotten haza, Kartal
befejezi a szakkort.

a) Hany napig tart a szakkor?

b) Az i-edik didk hdyszor megy a szakkorre sért6dotten?

4. Kitalalt falva lakéira igaz, hogy paronként vagy baratok vagy ellenségek, az ,ellenségem ellensége a
baratom” elvet betartva. Utaljak a migransokat ezért igy dontenek, hogy a jaror parokat szerveznek,
és igy feltigyelik a falu hatarat. Mindenkinek kell taldlni egy part, de senki sem szeretné, hogy a parja
egy ellensége legyen. Szerencsére paros sokan vannak és mindenkinek van legaldbb egy barétja.

a) Mutass olyan példat, ahol nem tudjdk megoldani, hogy mindenki egy bardtjaval keriiljon parba.
b) Mikor nem tudjdk megoldani, hogy mindenki egy barédtjdval keriiljon parba? (Adj sziikséges és
elégséges feltételt.)

5. A téblara felirtak egy altortet. Anna nem szereti az dltorteket, ha ilyet 14t a tabldn atirja vegyestort
alakba. Hanna nem ismeri a vegyestort alakot, ha ilyet 14t a tablan, azt hiszi, hogy szorzés, és felirja
helyette a szorzatot . Anna és Hanna felvaltva mennek oda a tdbldhoz amig egy egész, vagy valddi tort
nem lesz rajta. Pl.: % — 14% — 1—51 — 2% — %.

a) Lassuk be, hogy ez a folyamat mindig véget ér.
b) Milyen n-re eredményez valodi tortet ez a folyamat, ha 4 az els6 szam?

6. Legyen k egy pozitiv egész szdm. Mely n pozitiv egész szdmokra igaz, hogy az {1, 2, 3,..., n} halmazt
k diszjunkt részhalmazra lehet bontani uigy, hogy a szamok Gsszege ugyanannyi legyen az Osszesben.

7. Legyen ABC egy egyenlészaru haromszog, ahol AB = AC és a BAC szog «. A haromszoget
tiikrozhetjiik barmely oldalara, az 1j haromszoget is tiikrozhetjiik annak barmely oldalara és igy tovabb.
Azt szeretnénk elérni, hogy a haromszog az eredeti haromszog sulypontjara vett tiikkorképébe menjen
at.

a) Lédssuk be, hogy ha a = 60° vagy a = 90° vagy o = 45° akkor nem lehet ezt elérni.

b) Az a) részben 1év) szogek kozil melyekre igaz, hogy tetszélegesen kozel vihetd a hdromszog a célhoz?



Tiderenczl Daniel

1.

Hatdrozzuk meg az osszes f : R — R fiiggvényt, amely minden valds (x,y) szdmpér esetén teljesiti a
kovetkez6 egyenletet:

f@ =) = (@ —y)(f(=)+ fy).

Egy tarsasdgban 3n + 1 tag van, ahol n pozitiv egész szam. A tarsasidg barmely két tagja vagy
pingpongozik, vagy teniszezik, vagy sakkozik egymassal. Minden tag mindegyik jatékot pontosan
n masik taggal jatsza. Bizonyitsuk be, hogy van a térsasagnak 3 olyan tagja, akik egymads kozt
mindharom jatékot jatszak!

Az ay,as, ... pozitiv valds szdmokra minden pozitiv egész k mellett teljesiil a kovetkez6 egyenldtlenég:

kak

> __ %k
e )

Bizonyitsuk be, hogy a1 + as + ... + a,, > n minden n > 2 esetén!

Bizonyitsuk be, hogy

Hp<4"

p<n

teljestl barmely p primre.
Legyenek m és n tetszleges nemnegativ egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy

(2m)!(2n)!
m!nl(m +n)!

egész szam.

Az ABC héaromszog szabdlyos. Bizonyitsuk be, hogy ha P pont az ABC haromszog koriilirt korén
van, akkor a PA* + PB* + PC* 6sszeg allandé.

Egy tetszés szerinti ABC haromszogre gy szerkesztjiik kifelé a BPC, CQA, ARB haromszogeket,
hogy

PBC/ =CAQZ = p,

BCP/=QCAL = q,

ABR/ = BARZ = 190° — a — 3],

és R az AB egyenes C-vel ellentétes oldaldn helyezkedjék el, ha o+ 5 < 90°, C-vel egyez6 oldalan, ha

a+ > 90° és essék egybe AB felezOpontjaval, ha o+ § = 90°. Bizonyitsuk be, hogy QRP/ = 20 és
QR = RP.



Téth Balazs
1. Létezik-e olyan w pozitiv nem egész raciondlis szam, amire w® raciondlis?

2. Létezik-e olyan folytonos f : R — R fiiggvény, amely minden raciondlis helyen irraciondlis értéket és
minden irracionalis helyen racionalis értéket vesz fel?

3. Keressiik meg az Gsszes olyan P(z) valds egylitthatés polinomot, amelyre P(a) € Z = a € Z.

4. Adva van két egész, n és k, melyekre n > k > 2.

Egy gonosz varazslonak van 2n kartyaja, minden 1 <14 < n egészre két kdrtya van, amelyre ¢ van irva.
El6szor a varazslé lerakja az Osszes kartyat szammal lefelé ismeretlen sorrendben.

Ezutan a kovetkezo 1épéseket tehetjiik: ramutathatunk k tetszOleges kartyara. A vardzslé ekkor
felforditja ezt a k kartyat és ha van koztiikk 2, amelyen azonos szam van, akkor a jatéknak vége és
nyertiink. Egyébként elfordulunk, majd a vardzsld tetszolegesen atrendezi a k kivélasztott kartyat és
szammal lefelé forditja Oket. Ezutan megint mi léphetiink.

A jatékot nyerhetének nevezziik, ha létezik egy m pozitiv egész, és valamilyen stratégia, amellyel a
jatékot legfeljebb m 1épés utdan megnyerjiik a varazsld jatékatdl fiiggetleniil.

n és k mely értékeire nyerhetd a jaték?

5. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-re vannak paronként relativ prim, 1-nél nagyobb kg, k1,...,
k., egészek, melyekre koky ...k, — 1 két szomszédos egész szadm szorzata.

6. Legyen G egy 100 csicsu irdnyitott teljes graf, amelyben barmely két z, y cstcsra létezik x-bél y-ba
ut.

a) Bizonyitsuk be, hogy barmely ilyen G-hez létezik m pozitiv egész amire barmely két z,y cstcs
kozt van m hosszu ut. (Ismétlddhetnek a csicsok, x és y kiillonbozdek. )

b) Legyen m(G) a legkisebb olyan m amire az a) részben leirt tulajdonsdg teljesiil. Mi m(G) mini-
muma a feltételeket teljesité G grafok kozt?

7. Véges sok korongot elhelyeztiink egy végtelen hosszi, egységnégyzetekbél allé soron. A kovetkezo
lépéssorozatot hajtjuk végre: minden 1épésben kivalasztunk egy négyzetet, amelyen tobb, mint egy
korong van. Két korongot levesziink errdl a négyzetrol, az egyiket eggyel balra, a mésikat pedig eggyel
jobbra helyezziik a kivédlasztott négyzettél. A 1épéssorozat véget ér, ha minden négyzeten legfeljebb

egy korong van. Bizonyitsuk be, hogy adott kezd6allasbdl indulva minden lépéssorozat ugyanannyi
lépés utan és ugyanabban a végallasban fog véget érni.



Vamos Tamas

1.

Bizonyitsuk be, hogy egy gémbhdromszog silyvonalai egy pontban metszik egymést. (Egy gémb
felszinén 1év6 A és B pontok gombi 6sszekoté egyenesének az A-t és B-t tartalmazé nem hosszabb
fékorivet nevezziik.)

Tekintsiink egy S halmazt és a halmazon egy kétvaltozdés * miiveletet (tehdt barmely két S -beli a, b
esetén a * b is S-beli). Tegyiik fol, hogy (a * b) x a = b teljesiil minden S-beli a, b -re. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor a * (b* a) = b is teljestil minden S-beli a, b-re.

Egy szabdlyos érmét addig dobdlunk, amig legaldbb egyszer kapunk fejet is és irast is. Mennyi a
dobésok szamédnak a varhaté értéke?

Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész szdmhoz taldlhaté olyan m2-nél nem nagyobb, n-nel
oszthatd pozitiv egész szdm, amelynek 10-es szamrendszerbeli alakjidban nem szerepel mind a tiz
szamjegy.

Igazoljuk, hogy ha egy koriv felezi egy k kor teriiletét, akkor hossza nagyobb k dtméréjénél.

Egy tarsasagban valakit félénknek hivunk, ha legfeljebb 3 ismerdse van. Bizonyitsuk be, hogy ha min-
denkinek van legalabb 3 félénk ismerdse, akkor mindenki félénk. Hanyan lehetnek ekkor a tarsasagban?

2n 2n 2n\ ., 2n\ .,
<0>+<2>3+-~-+<2i>3 +-~-+<2n>3 .

Bizonyitsuk be, hogy




