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1. Algebra és szamelmélet

1. feladat (OKTV 2010/11, Lakner Hanna)

Legyen 0 < 1 < 29 < ... < z, < 1. Igazolja, hogy

ri(l—z)+ (xo— 1) (1 —@2) + (23 —22) (L —23) + ... + (T — Tpo1) (1 — ) <

Elsé megoldds (elmondta Duldcska Ddniel, leirta Petrdnyi Lilla). Bontsuk ki a za-
rojeleket, szorozzunk be (—2)-vel és adjunk hozza 1-et mindkét oldalhoz. A kapott egyenlét-
lenség:

Qxf — 211 + 2%’% — 2T + 221 — 2129 + ... + 2:16721 — 2%, + 22,1 — 2012, +1 >0

Lathatjuk, hogy a 2z;-s tagok kiesnek, kivéve a —2zx, a végén. A tObbi tagot atalakithatjuk
olyan médon, hogy

(r9 — $1)2 + (3 — x2)2 +.. + (v, — fL'n_l)Q.

Ekkor a maradék tagok csak az x? + 22 + 1, amit szintén 4t lehet alakitani (z,, — 1)? + z3-re.
Tehat az eredeti egyenlotlenség:

(g —21)* + (3 —20)* + ...+ (T —Tp1)? + (2 — 1)+ 22 >0

Mivel a bal oldalon minden tag egy valés szdm négyzete, ami pozitiv (mert semelyik x; # z;,
ha i # j), az Osszegik is pozitiv lesz, tehat készen vagyunk. O]

Madsodik megoldds (elmondta Szakdcs Abel, leirta Petrinyi Lilla ). Abrézoljuk a sza-
mokat a szamegyenesen. Sorsoljunk két random szémot (legyen a és b) a 0 — 1 intervallumon!

Ekkor az egyenl6tlenségben az i. tag azt jelenti, hogy mekkora a valdszintisége, hogy x; a
legkisebb szam, ami elvalasztja a-t és b-t. Ehhez az kell, hogy x;-nél kisebb legyen a és x;-nél
nagyobb legyen b, amikre pontosan z; — x;_1 és 1 — z; esély van, tehat ezeket Osszeszorozva
megkapjuk a keresett valdszintiséget.

Ezek Osszege pedig annak a valdszintisége, hogy létezik olyan x;, ami elvalasztja a-t és b-t.
Tudjuk, hogy

1
p(ﬂi:a<xi<b)<p(a<b)=§>

tehat készen vagyunk, mivel a bal oldal egyenl6é az egyenlotlenség bal oldalaval, a jobb oldal
pedig %
O
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Harmadik megoldds (elmondta Prohdszka Bulcsi, leirta Petrdnyi Lilla). Vegyiink
fel egy egység oldali négyzetet, és jeloljiik be az oldalain az x; pontokat az dbra szerint.
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Az egyenlGtlenség bal oldalan talalhato tagok egyes téglalapok teriileteit jelolik, mivel a
téglalapok egyik oldalhossza (z; — x;_1), a masik pedig (1 — ;). Lathatjuk, hogy ilyen médon
kétszer is belefér az Gsszes téglalap a négyzetbe, és

n

Dz

i=1

marad ki, ami pozitiv, tehat

DO | —

(1 —21) + (r2 —21)(1 —22) + (23 —xa) (1 —x3) + ... + (T — p_1)(1 — ) <
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2. feladat (7, Ta Minh Khoa)

22
Szamitsd ki a kovetkezd kifejezés értékét: [ cos(4n®).

n=1

Megoldds (elmondta: Erdélyi Kata, leirta: Lakner Hanna).
22

Szorozzuk meg a kifejezést kovetkezével: 22 - [ sin(4n°).
n=1
A 2sin(a) cos(a) = sin(2a) addiciés tételt alkalmazva a kovetkezd egyenléséget tudjuk felirni:

22 22 22
22 [ sin(4n°) - [] cos(4n®) = ][ sin(8n°)
n=1 n=1 n=1
A kapott szorzatot két részre bontjuk:

22 11 22
I sin(8n°) = ] sin(8n°) - J] sin(8n°)
n=1 n=1 n=12
Haszdlva a sin(a) = sin(180° — «) trigonometrikus azonossagot, latjuk, hogy:
sin(96°) = sin(84°)
sin(104°) = sin(76°)

sin(176°) = sin(4°)

Itt a bal oldalon megjelenik minden 90° és 180° kozti, fokban mérve 8-cal oszthatd szog, mig a
jobb oldalon minden 0° és 90° kozotti, fokban mérve 8-cal osztva 4 maradékot ado szog. Azaz:

22 11
I sin(8n°) = [] sin(8n° + 4°);
n=12 n=1
melybdl kovetkezoen:
22 11 22 11 11 22
I sin(8n°) = ] sin(8n°) - ] sin(8n°) = ] sin(8n°) - [] sin(8n° + 4°) = [ sin(4n®).
n=1 n=1 n=12 n=1 n=1 n=1
Tehat:
22 22 22 22
2% ] sin(4n®) - [] cos(4n®) = [ sin(8n°) = ] sin(4n°);
n=1 n=1 n=1 n=1
egyszerusitve:

22
22 [ cos(4n®) = 1.
n=1
Tehat a feladat kérdésére a valasz:

22 1
nl;[lcos(éln )= 5
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3. feladat (?, Chen JiaTong)

100 pozitiv valds szamrol tudjuk, hogy osszegiik 1. Mikor tudjuk elhelyezni ezeket a sza-
mokat egy kor kertiletén gy, hogy ha 6sszeszorozzuk a szomszédos parokat, és osszeadjuk
a szorzatokat, akkor a kapott sszeg kisebb, mint 0,017

Elsé megoldds (Hollo Martin). Azt fogjuk megmutatni, hogy csak akkor nem tudjuk el-
helyezni a szamokat, ha minden szam értéke 0,01.

Ha minden szam ennyi, akkor a paronkénti szorzat biztosan 0,0001, igy a 100 szorzat Osszege
biztosan 0,01, ami tl sok.

Megmutatjuk, hogy minden méas esetben lehetséges elhelyezni igy a szamokat.

Legyenek a szamok x1 < xy < -+ < x50 <1 < yo < ... < y50. El6szor helyezziik csak el az 50
legnagyobb szamot, azaz a y;-ket tetszolegesen a kor kertiletére, minden mésodik helyre. Ezt
megtehetjiik, hisz ez pont a szamok fele.

A koron iiresen maradt 50 hely mindegyikére tekintsiik a két szomszédos helyen levo y
osszegét. Irjuk az z;-et arra az iires helyre (azon két szam kozé), ahol az Osszeg a legnagyobb
volt, irjuk oda zo-t, ahol az 6sszeg a 2. legnagyobb volt és igy tovabb. Végiil irjuk oda xsq-et,
ahol az 50 nagyobb szém koziil a 2 egymds melletti szdm Osszege a legkisebb volt. Igy mind a
100 szamot felirtuk a korre. Belatjuk, hogy erre a felirasra teljesiil, hogy ha ha 0sszeszorozzuk
a szomszédos parokat, és osszeadjuk a szorzatokat, akkor a kapott 6sszeg kisebb, mint 0,01.

Legyen az x;-k atlaga x. Ekkor ha vesziink az elsé 50 szam kozott egy atlagnal kisebb xy
és egy atlagnal nagyobb x,, szdmokat, és xp-t és x,-t elkezdjiitk egymas felé tolni gy, hogy az
Osszeglik nem valtozik, de a kiilonbségiik csokken, addig amig az egyik x nem lesz. Ekkor a
100 szam osszege tovabbra is 1, illetve az az x;-k atlaga atlaga tovabbra is x, mig a paronkénti
szorzatosszeg néhet, de semmiképp nem csokken. Hisz ha z;, mellett az A és B szam van, x,
mellett pedig a C' és D, és mi a 2 szamot z-vel valtoztatjuk, akkor csak az Ax;, Bx;, Cx;, Dx;
szorzat valtozik, 6sszesen ennyit: z(A+ B)—z(C+ D). Mivel ; < z < xj, igy A+ B > C+ D,
hisz ez elején ugy helyeztiik el a szamokat, hogy ez teljesiiljon, illetve mivel mindig egy z-nél
kisebb illetve x-nél nagyobb szamot tolunk, ezért ha esetleg a x vagy x, koziil az valamelyiket
mar modositottuk, attol még eredetileg is nagyobb volt az x,, hisz az x érték elvalasztja a 2
szamot.

fgy ezekkel a 1épések maximalizalhatjuk az Gsszeget, és ezeket a 1épéseket addig csindlhatjuk,
amig az Osszes szam x nem lesz, hisz ha van az atlagnal nagyobb érték, akkor kisebb is van és ez
forditva is igaz, illetve véges sok lépés utan minden szam z lesz. Ekkor az 50 nagyobb szamot
tetszoOlegesen valtoztathatjuk, ha az 6sszegiik nem valtozik, akkor a szorzatok Osszege sem fog,
hisz ekkor minden y;-hez a 2zy; érték tartozik, amelybél a 2z kiemelheté. Igy feltehetjiik, hogy
az 50 nagyobb szam értéke egyenlo, ez legyen y.

Ekkor 50z + 50y = 100, vagyis = + y = 0,02 és a szorzatok Gsszege 100zy. Igy a szdmtani-
mértani becslés alapjan xy < 0,0001, igy 100zy > 0,01. Egyenloség csak x = y = 0,01
esetén lenne, de ez azt jelentené, hogy az x;-k és az y;-k atlaga egyenld, és ez csak akkor lenne
lehetséges, ha minden szam egyenld volna. O
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Madsodik megoldds (elmondta Hujter Bdlint, leirta Hollé Martin). Most csak azt az
esetet nézziik, ahol a szamok nem egyenldk, a szamokat most x, xs, ..., x190-zal jeloljik. Azt
fogjuk megmutatni, hogy ha az 0Osszes lehetséges modon felirjuk a szamok a korre, akkor a
kapott szorzatosszegek atlaga kisebb, mint 0,01, igy biztosan van olyan felrakas, ahol ennél
kisebb lesz.

Osszesen 100! felrakds van. Egy felrakasban 6sszesen 100 szorzat van, ez dsszesen 100 - 100!
szorzat, ezek Osszegét jelolje S. A szimmetria miatt minden lehetséges par ugyanannyiszor

100) par van, igy egy par 98! - 200-szor szerepel. Tehat S = 98! 200 - T,

szerepel. Osszesen (2

ahol
T1X2 + T1X3 + ... + X1T100 + T2X1 + T2T3 + ... + T2T100 + - - - + T100T1 + - . - + T100T99

T = )
2

a kiilonboz6 szamparok 6sszege (a szamlaloban minden pért kétszer szamolunk, aztan osztot-
tunk 2-vel). Viszont T felirhaté igy is:

T — ($1+$2+"'+LL’100)2—$%—JI%—...—LL’%OO _ 1—(1’%+$%++J}%00)
2 2
Szamtani-négyzetes becslés alapjan a szamok négyzetosszege legalabb 100 - ﬁ = ﬁ, és egyen-
Py . ’ 1 £ 99 o
16ség csak akkor lehetne, ha ha minden szam egyenld lenne. Igy T < 555, amibdl
S:98!-200-T<98!-200~%:99!7
200
igy a lehetséges felirasok atlaga:
S 1

— < —.

100! 100
Epp ezt akartuk bizonyitani. O]
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4. feladat (EGMO 2022/2, Nguyen Kim Dorka)

Keresstik meg az Osszes olyan f : ZT — Z* fuggvényt, amelyre tetszéleges pozitiv egész
a, b szamokra az alabbi két feltétel mindegyike teljesiil:

(1) f(ab) = f(a)f(b)
(2) f(a), f(b) és f(a+ b) szamok kozil legalabb kett6 egyenld.

Megoldds (Erdélyi Kata). Legyen a = 1 és b egy pozitiv, egész szam. Az (1) feltételbol
kovetkezik, hogy
flab) = f(b) = f(a)f(b) = f(1)f (D).

Ekkor f(b)-vel lehet egyszeriisiteni, mert csak pozitiv, egész szdm lehet az értéke. Igy f(1) =1
lesz. (1) feltételbdl kovetkezik, hogy minden szam f(z) értéke a primtényezds felbontdsabol
kovetkezik. Ugy kapjuk, hogy a megfelelé hatvanyon dsszeszorozzuk a primtényezék f (x) ér-
tékeit. Tehat elegendo6 a primtényezok fliggvényértékét megnézni és utdna minden szam értéke
meghatarozott lesz.

Ha minden f(z) = 1: ez az eset trividlisan igaz lesz, mindkét feltételt kielégiti.

Ha nem minden primszam értéke 1, akkor lesz egy legkisebb p primszam, amire f(p) # 1.
(Azaz minden p’ < p primszamra f(p') = 1.) Veszem a p utdni elsé ¢ primet, amelyrél nem
tudom, hogy f(q) érték l-e. Ez azt jelenti, hogy felteszem minden p # ¢’ < ¢ primre, hogy
fld) =1
Veszem p, q,q — p szamokat. p { ¢ — p, mert p, ¢ killonboz primszamok. Ezért ¢ — p < ¢,
ezért csak olyan primszamok osztjak, amik ¢-t6l kisebbek és p-vel nem oszthatok. Ezeknek a
figgvényértéke 1, ezért f(q — p) = 1 kell legyen. (2) feltétel miatt f(q) = f(p) vagy 1, mert
flp) # 1.

Ha ¢ > p? Ekkor lehet venni ¢, ¢ — p?, p? szdmokat. p { q — p?, mert p, ¢ kiilénbozd
primszdmok. Mivel ¢ — p? < ¢, ezért csak olyan primszamok osztjak, amelyek ¢-tél kisebbek és
p-vel nem oszthatok. Ezeknek a fiiggvényértéke 1, ezért f(q — p?) = 1 kell legyen. (2) feltétel
miatt f(q) = f(p?) vagy 1, mert f(p) # 1.

Ha g < p*: Ekkor veszem q- £, p?, p* — q- [ szamokat. Ekkor p* —q-{ < q feltehetd, mert p, q
relativ primek. Ekkor tudom, hogy [ < p, mert p - ¢ > p?, ami abbdl kévetkezik, hogy g > p.
Tehét £ egy p-t6l kisebb szdm, tehéat a f(¢) = 1 biztosan. p{ p? —q- 1, mert p, ¢f relativ primek.
Tehdt f(p* —q-£) = 1. Igy f(a-0) = f(q) - f(£) = f(a)-1 = f(a) = f(p°) vagy f(p* —q-{) = 1.
p? # ¢, mert kiilonboz6é primszdmok. Tehét ez volt az dsszes eset. A szétvilasztott esetkbdl
lathat6, hogy f(q) = 1 vagy f(p?) és az els6 esetbdl lathatd, hogy f(q) = 1 vagy f(p). Mivel
f(p)? = f(p?) # 1, ezért csak f(q) = 1 elégiti ki az Osszes feltételt.

Tehat belattam, hogy csak egyetlen p prim fiiggvényértéke vehet fel 1-t6l kiillonb6z6 értéket
legfeljebb. Osszefoglalva a megolddsok:

o vagy f(n) =1 minden n € Z" esetén

o vagy valamilyen rogzitett p primszdmra f(n) = f(p)»™, ahol v,(n) jeléli p kitevdjét az
n primtényezos felbontasaban.

]
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5. feladat (klasszikus, Czirjak Méarton)

Van (2n + 1) stlyunk. Azt tudjuk, hogy ha barmelyiket elvessziik, akkor a maradék 2n
szétoszthatd 2 darab n silyt tartalmazé csoportba gy, hogy a két csoport Gssztomege
megegyezzen.

a) Bizonyitsuk be hogy ha az 6sszes stily tomege kg-ban mérve raciondlis, akkor az Gsszes
suly ugyanolyan nehéz volt kezdetben.

b) Bizonyitsuk be hogy az a) dllitas igaz tetszdleges pozitiv valds tomegli stlyokra.

Megoldds (leirta: Zhai Yu Fan). a) Felszorzunk a kozos nevezével, és a kérdés ugyanez
marad egészekre.

Egyértelmi, hogy minden stulynak azonos a paritasa, kiilonben nem lenne két egyenld részre
oszthatd a maradék 2n suly Osszege valamelyik esetben.

A kovetkezd mddosito lépést ismételgeto algoritmust végezziik a sulyokkal.

o Ha az 0sszes paratlan, akkor minden sulyhoz hozzdadunk 1-et, majd leosztjuk 2-vel.
o Ha az 0sszes paros, akkor minden silyt leosztunk 2-vel.

Ezen lépések utan a két n silyt tartalmazo csoport Osszsilya egyenlé marad, ezért a sulyok
paritasa is megegyezik.
A modosité 1épés hatasara minden sily csokken legaldabb 1-gyel, kivéve, ha mar eleve 1 volt.
Tehat véges sok médositod 1épés utdan minden suly egy lesz. De ha két suly egyenl6 a 1épés
utan, akkor a 1épés el6tt is azok voltak. Tehat eredetileg is egyenld kellett legyen az Osszes sily.

b) Legyenek a stlyaink s1,s9,..., 89,11 € R.

Lemma. Bérmely sq,s9,...,5s, valos szamokhoz lehet talalni olyan by, bs,...,b, € R
valés szamokat (un. bdzist), amelyekkel barmely s;-hez egyértelmiien léteznek olyan
Aigs Ai2, .-, A raciondlis egyutthatok, amelyekkel s; eldall a b;-k linedris kombind-
cidjaként, azaz s; = \; 101 + A 2ba 4+ ...+ A by

A lemma bizonyitdsa (leirta Hujter Bdlint). Ilyen by, bs, . .., by béazis konstrudlhaté a kovetkezd
rekurziv eljarassal.

Tegyiik fel, hogy valamilyen 1 < m < n esetén az si, Ss, ..., S, sulyokhoz mar talaltunk
by, b, ..., by bazist. (A rekurzié elinditdsahoz m = 1 esetén a by = s; alkotta 1-elemi halmaz
alkalmas bézisnak).

A by, by, ..., by szamok linedrisan fiiggetlenek, azaz p; raciondlis egyiitthatokkal Zle b =
0 csak a trividlis p; = po = ... = pp = 0 valasztas esetén lehetséges. Enélkiil semmilyen valds

szam, igy példaul s, felirdsa sem volna egyértelmi, lasd:

k k k k
Sm =D Amgbi =3 Amgbj+ D pibj =D (A + 115)b;.
j=1 j=1 j=1 j=1
Ha a by, bo, ..., by bazis elemeinek raciondlis egytitthatés linearis kombinaciojaként fel lehet
irni valahogy s,,1-et, akkor ez a feliras is egyértelmii a by, b, . . ., by linearis fiiggetlensége miatt

(hiszen a kétféle felirast kivonva egymdasbdl kapndnk a O-ra egy nemtrividlis felirdst). Tehét
ilyenkor s1, So, ..., S;me1 szamokhoz is j6 az eddigi bazis.

9
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Ha s,,,1-et nem lehet felirni a by, bs, ..., b, bazis elemeinek raciondlis egyiitthatos linearis
kombinaciéjaként, akkor a bazishoz hozzavehetjik a by, = s,,,11 vektort.

Azt kell még meggondolni (ezt a Kedves Olvaséra bizzuk), hogy a by, bs, ..., by, byr1 kibé-
vitett bazis is linearisan fliggetlen (raciondlis egyiitthatékkal nézve). Emiatt lesz sq, sa, ..., Sm
felirdsa tovabbra is egyértemt, és s,,.1-et sem lehet mashogy felirni, csak a

Sm+1:O'bl—{—O'bQ—{—...O'bK—l—l'bg_H

alakban. Ezzel a lemmat belattuk. O
Visszatérve a feladatra: vegylink az sq,so, ..., So,41 silyainkhoz egy a lemma altal bizto-
sitott by, b, ..., by bazist és tekintsik az s; = Z?Zl Ai ;b elbéllitashoz sziikséges, egyértelmiien

1étezd A; ; egytitthatokat.

Ha s;-t kivessziik, akkor a tobbi stulyt szét kell tudnunk osztani két egyenlo részre. Ez azt je-
lenti (miért is?), hogy barmely rogzitett j € {1,2... k} eseténa A j, ..., i1, Nit1js - - - A2t
egyiitthatokat fel lehet osztani két n db silyt tartalmazo csoportra, hogy a két csoport Osszege
megegyezzen.

Feltehetjik, hogy A;; > 0, hiszen ha 0 lenne, akkor hozzdadunk minden silyhoz b;-t (ez
miért is miikodik?). Tehat minden rogzitett j-re a A1 ;, Ao, ..., A2nt1,; raciondlis szamokra az
a) rész feltételei teljesiilnek, igy azok mind megegyeznek. Ez épp azt jelenti, hogy minden s;
egyenlo. O]
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2. Kombinatorika

6. feladat (IMO 1981/2, Kocsis Péter)

Legyen 1 < r < n és tekintsiik a H, = {1,2,...,n} halmaz 6sszes r-elemi részhalmazat.

Vegyiik e részhalmazok mindegyikébdl a legkisebb elemet, és jelolje ezeknek a szamtani
1
kézepét F'(n,r). Bizonyitsuk be, hogy F(n,r) = n——:_— T
r

Megoldds (Tajta Sara). Az r elem@i részhalmazok szama: (:’) Ezekbél amikben van 1-es:

1 . . _92 . . .
(2_1) Amikben nincs 1-es, de van 2-es: (:—1)' Amikben nincs 1-es, nincs 2-es, de van 3-as:

(::f), ..., Amikben benne van az n — r, de az anndl kisebb szdmok nem: (”;@;”) = (Til).
Amiben benne van az n — r + 1, de az annal kisebb szamok nem: ("7(2:;’“)) = (:j)

Ezek alapjan szamoljuk ki a szamtani kozepet:

1(;?:11) + 2(’;:3) + 3(;?:;”) .o+ (n— T)(Til) +(n—r+ 1)(;:})

Fn,r =

Mivel (a zokniszabdly néven is ismert azonossag szerint)
k—1 N k n E+1 PR 2 (e I\ (n
k—1 k—1 k—1) 7 \k—1 k—1) \k)’

p OO () e () () g aen

g 0w e

r (n—r)tr!

ezért:
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7. feladat (K6MaL B.5000., Kovacs Benedek Noel)

Adott 4999 kilonbozé egész szam, az egyik a 42. Igazoljuk, hogy kivalaszthatd koziiliik
néhany, amelyek 6sszege oszthatd 5000-rel.

Megoldds (Chen JiaTong). Legyenek a szamok: ay, as, ...... , 04908, (4999 €s definidljuk a ko-
vetkez6 Osszegeket:

51:&1, 52:a1+a2, 53:G1+a2+a3, ey Sn:a1+a2+...+an.

Most indirekten tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas, vagyis nem lehet néhany szdamot kivalasz-
tani, hogy osszegiik oszthatd legyen 5000-rel.

Vegyiik észre, hogy tetszbleges 1 < i < j < 4999-ra igaz, hogy S; # S; (mod 5000),
killonben S; — S; néhany szdm osszege lenne és oszthaté lenne 5000-rel. Kideriilt, hogy S;-k
5000-es maradéka 1,2, ...,4999 valamilyen sorrendben.

Vegytik a T' = ay + a3 Osszeget, ez esetben T' # Si (mod 5000), ha k > 3, kilénben Sy — T
megint néhany szam 0Osszege.

Nyilvan 7' = 0 (mod 5000) sem lehet az indirekt feltevésiink szerint, tehat azt kaptuk, hogy
T = ay vagy T = ay + as. Az els6 esetben as oszthatd lenne 5000-rel. Tehat a T = a; + az ==
ay + ao all fenn, azaz ay = az. Mivel az indexeket tetszolegesen felcserélhetdk, ezért ugyanigy
belathatjuk: a; = as = ... = a4999, és mivel egyikiik a 42, ezért minden a; = 42. Most készen
vagyunk, mert 42 nem relativ prim 5000-hez, tetszéleges 2500 szamot kivalasztva az Osszeg
oszthato lesz 5000-rel. Ellenmondashoz jutottunk, tehat igaz az allitas. O]
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8. feladat (K6MaL B.4491., Haské Emma)

100 elitélt nevét valamilyen sorrendben beleteszik 100 sorszammal ellatott fiokba. Ezek
utan az egyszemélyes cellaikbol egyesével véletlenszeriien behivjak a rabokat. Mindegyi-
kiik tetszése szerint kihtuzhat egyesével 50 fidkot. Ha megtaldlta valamelyikben a sajat
nevét, akkor elvezetik egy kiilon terembe, ha nem, akkor az Gsszes elitéltet azonnal ki-
végzik. Végiil, ha mindannyian szerencsével jartak, valamennyitiiket szabadon engedik.
Mutassuk meg, hogy e szabalyok ismeretében a rabok ki tudnak dolgozni egy olyan stra-
tégiat, amelyet alkalmazva 30%-ndl nagyobb az esélye annak, hogy kiszabadulnak.

Megoldds (Czanik Pdl). A kovetkez6 stratégiat alkalmazzuk: minden rab valasszon egy
sorszamot 1-t6l 100-ig, ez lesz az ¢ fidkjanak a sorszdma. Amikor behivnak egy rabot, el6szor
hiuzza ki az ¢ fiokjat. Ezutan, ha nem az 6 neve van benne, akkor az ahhoz a névhez tartozé
fiokot. Majd az abban 1év6 névhez tartozo fidkot, és igy tovabb. Mekkora ekkor az esélye, hogy
ha a sorszamokat véletlenszertien valasztjak, mindenki megtalalja a nevét?

A fidkok meghataroznak egy 100 csicsu iranyitott grafot: mindegyikbol mutasson egy él
arra a fiokra, amit utdana nyitnak ki, tehat a benne 1évo névhez tartozé fickra. Mivel ez egy
véges iranyitott graf, ahol minden cstcsnak a be- és kifoka is 1, igy néhdny diszjunkt irdnyitott
korbol all. Figyeljiik meg, hogy ha egy rabhoz tartozé fiok k£ hosszii korben van, akkor a rab
pontosan k fiok kihtzasa utan talalja meg a nevét, hiszen sorban hizza ki a kérében talalhaté
fickokat, legutoljra azt, amelyben a sajat neve van. Igy akkor és csak akkor sikeres a rabok
probalkozasa, ha ebben a véletleniil valasztott grafban nincsen 50-nél hosszabb kor. Tehat
ennek az esélyét kell kiszamolni.

Egy 100 csucsu grafban csak egy darab 50-nél hosszabb kor lehet. Szamoljuk ki az esélyét

annak, hogy ez a kér pontosan k hosszi (k > 50). Osszesen 100! féle ilyen graf van. A kor k
100
k

kozott futé élek elrendezését (100 — k)! médon. Igy annak az esélye, hogy van k hosszt kor:

csucsat ( ) modon lehet kivdlasztani, a sorrendjiket (K — 1)! médon, és a maradék cstcsok

(") (k= 1) (100 — ) g - (k= 1)!- (100 — k)! 1

100! B 100! k
Ez alapjan a stratégia 1 — (5—11 + é +- 4+ ﬁ) ~ 0, 3118 eséllyel sikeres, ami valoban tobb,
mint 30%. =

Megjegyzés. Cseréljiik le a 100-at tetszéleges paros n-re! Prébéljuk meg kicsit mélyebben
megérteni az § tort osszeaddsat, becsiiljiik feliilrél az osszegiiket egy integréllal:

1 n ]
> —S/ —dlenn—lnﬁ:lnn—(lnn—ln2):1n2%0,6931
k:g+1k oy 2

Vagyis a rontés esélye legfeljebb In 2, ami kevesebb, mint 70%, vagyis a rabok legalabb 30%
eséllyel szabadulnak.
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9. feladat (Kiirschak 2006/3, Hujter Balint)

Egy kor alakt asztalnal n jatékos foglal helyet, akik kozott valahogyan szétosztunk n — 1
korongot. Ezutan a jatékosok a koévetkezo szabaly szerint adogatjak egymas kozott a
korongokat: ha létezik olyan jatékos, akinél legalabb két korong van, akkor valamelyik
ilyen jatékos atad egy-egy korongot a két szomszédjanak. Bizonyitsuk be, hogy barhogyan
is adogatnak, elobb-utébb minden jatékosnal legfeljebb egy korong lesz.

A feladatra harom szép megoldés és szamos tovabbi érdekes megjegyzés olvashatd a KoMal.
2007 februdri szamaban, a 2006. évi Kiirschak Verseny megolddsainak ismertetésénél!. A ta-
borban azonban két, ezektol 1ényegesen kiilonboz6 megoldas sziiletett, ezek leirata kovetkezik.

Kocsis Péter megolddsa. Ebben a megoldasban az eredeti jaték helyett annak | inverzét”
vizsgaljuk: ebben egy lépésben egy ember mindkét szomszédjatél kap egy-egy kavicsot. Azt,
hogy egy jaték véges ido alatt véget ér, gy fogjuk belatni, hogy megmutatjuk, hogy barmely
lehetséges jatékhelyzet barmely lehetséges multja véges sok 1épésbdl all (azaz barmely .

El6szor egy olyan lemmat bizonyitunk, amely az eredeti és az inverz jatékban is érvényes és
érdekes.

Lemma. A jaték barmely pillanatdban lehet taldlni olyan egymast koveto aq, ao, ..., ax
embereket, hogy a; és ap kavicsainak szama 0, mig a koztiik 1évo embereknek
(ag,as, . ..,ax_1) pontosan 1 kavicsuk van. Ezt nevezziik szigetnek.

Megjegyzés: Esetleg elofordulhat a, és ap nem feltétleniil kiilonb6z6 emberek, mert a sziget
skorbeér”. Persze ha ez a helyzet, akkor mindenkinél legfeljebb 1 korong van, ami éppen a
feladatban elérni kivant allapot.

Lemma bizonyitasa. Valasszuk ki azokat az embereket az n koziil, akiknek 0 kavicsuk van:
nevezziik 6ket by, bs, ..., by-nek.

Ha egy b;-t0l b;y1-ig tartd intervallum nem sziget, akkor a koztiik levé h embernél osszesen
legalabb h+ 1 korong kell legyen (mindenkinél legaldbb 1 és legaldbb egy embernél legaldbb 2).
Igy ahhoz, hogy ha egyik b-t6l b;,1-ig tarté intervallum se legyen sziget, Gsszesen legaldbb

emberek szdma legaldbb 1 kaviccsal — intervallumonkénti+1

korongot kellene szétosztani. O

Most attériink az inverz jaték vizsgalatara.
Elet a szigeten. Tekintsiik egy (ai,...,a;) szigetet, és vizsgaljuk a lehetséges inverz
lépések hatasat erre a szigetre.

o 1. eset: Ha a szigeten kiviil torténik egy inverz 1épés, az nem befolyasolja a szigetet.

o 2. eset: Ha aj-en vagy ag-dn hajtunk végre inverz 1épést, akkor as-nal vagy ax_1-nél
levé kavicsok szama 0-ra valtozik, igy kapunk egy kisebb szigetet as-tol a,-ig, vagy a;-tol

Ap_2-1g.

Lez elérhetd az http://db.komal.hu/KomalHU oldalon, a ,A 2006. évi Kiirschak” cimre keresve
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e 3. eset: ay-n és ap_1-en nem tudunk inverz 1épést végrehajtani, mivel a szomszédjuk 0
kavicsot tartalmaz.

« 4. eset: Ha a sziget egy belsé pontjan, a;-n hajtunk végre inverz lépést (ahol 2 < i <
k — 1), akkor a sziget két kisebb szigetre bomlik.

Akarmilyen 1épést is hajtunk tehat végre, a valasztott szigetiink vagy érintetlen marad, vagy az
eddigi tertiletének egy részén lesz tekinthetiink egy kisebb szigetet az eredeti sziget 6rokosének.
Nevezziik S-nek ezt az id6ben valtozé (néhany lépésenként kisebbé vald) szigetet.

A fenti esetvizsgalatbol az is kideriil, hogy S méretének két csokkenése kozott csak olyan
inverz 1épések torténhetnek, amelyek nem érintik S-t.

Elet a szigeten kiviil. Az inverz jatéjban, amig S mérete allandé, csak a szigetet nem
érint6 inverz lépések torténhetnek. Az S-en kivilli emberek elhelyezheték egy szakasz mentén
(a szomszédsdgok megorzésével), és igy az S-en kiviili kavicsok kozott egyszertien mérhetiink
tavolsdgokat. Ha a szigeten kiviili kavicsokat 1-t6l m-ig szamozzuk, akkor, és d(i, j) jeloli az i
és 7 szamu kavics tavolsagat, akkor tekintsiik az

1<i<j<m
tavolsdgosszeget. Vegytk észre, hogy D minden (S-n kiviili) inverz 1épésben pontosan 2-vel
fog csokkenni. Valéban: az inverz lépésben érintett két kavics egymédstol vett tavolsaga 2-rél
0-ra csOkken, barmely més kavics pedig 1-gyel kozelebb keriil az egyikhez és 1-gyel tavolabb a
masiktol.
Mivel trividlisan D < n - (”21) <n- (”;1>, ezért S méretének két csokkenése kozott legfeljebb

27 (s
Osszefoglalas. Mivel S mérete mindig n-nél kisebb (és sosem nd), igy n-nél kevesebbszer
csokkenhet. Tgy az inverz jatékban legfeljebb n - % - (3) < n' lépést végezhetiink, barmilyen
kezdohelyzetbol.

Tehét az eredeti jatékban barmely helyzet multja legfeljebb n* 16pésbél 4ll, azaz minden

. (”71) inverz 1épés torténhetett.

jatéknak véget kell érnie legfeljebb n* 1épésben. (Egy jaték akkor és csak akkor ér véget, ha
minden jatékosnak pontosan egy korongja van.) O]

2.1. megjegyzés. Utdlag konnyen javithatjuk a jaték hosszara vonatkozd becslésiinket erre:

n—4 (n-—2 I
. n’.
2 2

Ehhez egy tetszoleges jatékallapotban valasszunk egy S szigetet és tekintsiik ennek egy T

orokosét, amelyet az inverz jaték végigjatszasa végén kapunk. Konnyen meggondolhaté, hogy
az inverz jaték soran T tertiletén egyetlen inverz 1épés sem tortént, és igy persze T teriiletén
nem is haladhatott 4t korong. Igy T-n kivilli embereket egy szakaszra rendezve, és az inverz
jaték végén naluk levd legfeljebb m < n — 2 korongot megszamozva és a tavolsdgaikat (egy-egy
par tavolsaga legfeljebb n — 4, hiszen T legaldbb 3 mez6bdl all) kovetve lathatjuk, hogy a

D= % d(ij)

1<i<j<m

tavolsagosszeg minden 1épésben legfeljebb 2-vel csokken.
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Duldcska Ddniel megolddsa. Legyenek a Hy (multi)halmazban felsorolva azon emberek ne-
vei multiplicitdssal, akik tudnak 1épni, azaz korongot adni a szomszédaiknak. A multiplicitassal
sz0 alatt azt értjiik, hogy minden jatékos pontosan annyiszor van felsorolva, ahanyszor ¢ képes
lépni (anélkil, hogy tjabb korongokat kapna). Azaz egy ember annyiszor van benne Hj-ben,
mint amennyi a nala levé korongok szamanak fele, lefele kerekitve.

A jaték egy lépése soran kivalasztunk egy embert a H; halmazbdl, és vele 1éptink (ezzel az 6
multiplicitdsa 1-gyel csokken Hi-ben, mig a szomszédai multiplicitdsa néhet vagy stagnélhat).
A jaték akkor ér véget, ha minden jatékosndl 1 korong van (kivéve egyet, akinél 0). Ez csak
akkor lehet, ha mar senki nem képes tobbet 1épni, vagyis a H; halmaz iires.

[ Lemma. Ha egy ember szerepel a H; halmazban, akkor el6bb-utébb 1épnie kell. ]

A lemma bizonyitdsa. Egyrészt a halmazbol csak az kertl ki, akivel 1éptiink. Masrészt minden
emberre igaz, hogy legfeljebb (n — 1)-szer léphet a szomszédja két 1épése kozott (hiszen minden
l1épésekor korongot ad 4t a szomszédjanak). Igy elbb-utébb minden H;-beli sorra keriil — hiszen
nem érhet véget a jaték, amig a H; ki nem firiil. ]

A bekertilésnél csak az szamit, hogy a két szomszéddal mennyit 1épiink, a tobbi mas jaté-
kossal valé sorrendbeli kapcsolat 1ényegtelen. Ha valaki belekertilhet a halmazba valamilyen
1épéssorozattal, akkor ez el6bb-utébb be fog teljesiilni barmilyen szabalyos lépéssorozatnal. Igy
tehat akarmilyen sorrendben is 1épegetiink a H; halmazban felsorolt emberekkel, a végeredmény
azonos lesz, tehat a lépések sorrendje nem szamit. Elegendo tehat belatnunk, hogy tetszoleges
kezdShelyzetbdl kiindulva létezik olyan lépéssorozat, ahol a jatéknak vége lesz (ugyanis ekkor
minden mas jatékmenet is igy fog végzédni).

Hasznaljuk az el6z6 H; halmazt, valamint legyenek a H, halmazban felsorolva az jatékosok
nevei, akiknél paratlan sok korong van. Ezzel egyértelmiien lekodoltuk két halmazba a jatékosok
korongjait (pl.: ha egy jatékosnak 7 korongja van, akkor a H; halmazban 3-szor fog szerpelni,
mig a Hy halmazban 1-szer). Vegytik észre, hogy

2 |Hi|+ [Ho| =n —1,

hiszen a két halmazban az Osszes korong helyét felsoroltuk. A jatéknak akkor lesz vége, ha a
H, halmaz iires lesz. Vagyis |Ha| =n — 1. Most a kovetkezét allitom:

Tetszoleges allasban lehet talalni olyan 1épéssorozatot, hogy a lépéssorozat utan
tobb paratlan koronggal rendelkez6 jatékos lesz, mint amennyi eredetileg volt.

Most pedig lassuk is ezt be! Vélasszunk egy tetszoleges kezddjatékost a H; halmazbél. Ekkor
3 eset lehetséges:

1. A kezdojatékos két oldalan paros sok koronggal rendelkezé emberek allnak.

2. A kezdéjatékos egyik oldalan egy paros sok, a mésikon egy paratlan sok koronggal ren-
delkez6 ember all.

3. A kezddjatékos két oldalan paratlan sok koronggal rendelkez6 emberek allnak.
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Kezdetben legyen a kezdd embernél 2 korong, a paratlan embereknél 1, a parosoknal pedig 0
korong. (Ez az a korongmennyiség, amit pakolgatni fogunk, a jatékosok ezenfeliil rendelkezhet-
nek tovabb 2 - k£ korongokkal, azokra szimplan nem lesz sziikségiink.

Az 1. esetben egyszerii dolgounk van, hiszen 1 lépés utan rogton teljesil az allitas, mert tobb
paratlan ember lesz, mint kezdetben.

A 2. eset mar nem ilyen egyszerti. Vegytik a kovetkezo példat: legyen a kettes egyik oldalan a
0, a masikon egy sornyi l-es (az egyesek szdma tetszéleges pozitiv egész szam lehet)

021 1 110
Lépjik a kezddjatékossal, majd a melette 1évovel, és igy tovabb, hogy végighaladjunk a soron.
102 1 1 10

1 1 0 2 1 1
1 110 2 1
0

o O O

1 1 1 1 2
111 1101

Lathatjuk, hogy ezzel a miivelettel sikeriilt szétszedni a paros szamot (a 2-t) két paratlannd.
Tehat ez az eset is megoldhaté.

A 3. esetben a kezd@jatékos mindkét oldaldn egy sor l-es taldlhaté (az l-esek szama itt is
tetszéleges lehet). Fontos megjegyezni, hogy a lanc nem mehet korbe az 6sszes jatékoson, mert
ahhoz n — 1-nél tobb korong kellene, igy az nem johet ki.

0111211110
Lépjik a kezddjatékossal. Ekkor az Osszetett lancunk két félre esik szét:
01120 2 1110
Haladjunk végig a két lancon a 2. esetben megismert modszer szerint.
012020 2 110

0201210 21F2®0
101 1 2110 20
1 01 1 2 11101

Ismételjiik az el6z6 1épéssorozatot a kdzépso lancra addig, amig az eredeti kezddjatékos mindkét

oldalan 1-es van.
1 1 01 2 1 1 0 1 1

1110 2 10111

Most, hogy a kezddjatekosnak csak az egyik oldalan van 1-es lanc, még egyszer utoljara végezziik
el a 2. eset médszerét. (Ha a két oldalon a lancok hossza azonos volt, akkor erre a lépésre nem

lesz sziikség)
1 11 1 101111
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Ezzel a 3. esetre is adtuk lehetséges 1épéssorozatot. Vagyis a feltett allitasunk teljestil: véges
lépésen beliil mindig lehet novelni a paratlan elemek szaméat. Mivel létezik olyan lépéssorozat,
amivel elérhet6 a nyerd allds (minden jatékosnal legfeljebb 1 korong van, vagyis n — 1 darab
paratlan sok koronggal rendelkezé jatékos van), igy innen mér tudjuk, hogy akarmilyen sor-
rendben is lépegetnek a jatékosok, mindig ez az allas lesz a vége, hiszen a 1épések sorrendje
tetszoleges. Ezzel a feladatot belattuk. O]
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2.1. Kombinatorikus geometria

10. feladat (K6MaL B.5011., Sardinecz Déra)

Adott a stkon 6 altalanos helyzetli pont gy, hogy barmely két pont tavolsaga kiilonbozo.
Mutassuk meg, hogy megadhaté két olyan haromszog, amelyeknek minden csicsa ezen
pontok kozil valé, és a két haromszognek van egy kozos oldala, amely az egyik harom-
szogben a legrovidebb, a masikban a leghosszabb oldal.

Megoldds (leirta: Szaboé Imre Bence). Vegyiik a pontok altal meghatarozott szakaszo-

kat. Azokat a szakaszokat, amelyek valamely, a pontok altal meghatarozott haromszogben

leghosszabb oldalak, szinezziik pirosra. A fennmaradd, nem piros szakaszokat szinezziik kékre.
Hasznaljuk a kovetkezd kozismert lemmat.

[ Lemma. 6 cstcsu graf éleit két szinnel szinezve keletkezik egyszinii haromszog.

Az lemmat felhasznélva vegytik a feladatban szereplé 6 pont altal alkotott grafban 1évé
ugyanolyan szint szakaszokbdl all6 haromszoget. Ennek a haromszognek nem lehet mind a
3 oldala kék, mivel a bizonyitas elején kimondtuk, hogy minden haromszogben a leghosszabb
oldalt pirosra szinezziik. Azaz, ennek a kivalasztott haromszognek mind a 3 oldala piros. Ha
vessziik ezen 3 piros szakasz koziil a legrovidebbet, az ennek a haromszognek a legrovidebb
oldala. Mivel ez a szakasz piros, ezért van olyan haromszog, amely oldalai koziil ez a szakasz a
leghosszabb. Ezzel teljesitettiik a feladat feltételeit. O

11. feladat (K6MaL B.4487., Hask6 Emma)

Van-e olyan sik, amely egy szabalyos oktaédernek egyik csiicsén sem megy at, de mind-
egyik lapjat metszi?

Elsé megoldds (leirta: Ta Minh Khoa). Tegyik fel, hogy létezik ilyen S sik.

S a 8 lapnak 2-2 élét metszi, de mivel egy él két laphoz tartozik, ezért minden élt kétszer
szamoltuk, szoval S az oktaéder 12 éle koziil 8-at kellene, hogy metsszen. Most vegyiink 3
négyzetet gy, hogy a csucsok kozil kivalasztunk egy olyan szemkozti csicspart, amit még nem
valasztottunk, azokat kihagyjuk és a maradék 4 csics hatdrozzon meg egy négyzetet. Mivel
S egy csucson se mehet at, ezért egy négyzetnek vagy 0, vagy 2 élét metszheti, viszont igy
legfeljebb csak 6 élt metszhet, ami nem elegend6. Ellentmondasra jutottunk. O

Madsodik megoldds (Ta Minh Khoa). Tovabbra is jelolje S ezt a sikot.

Az oktaédert osszuk fel 3 sikkal, amik legyenek az el6z6 megoldasban felhasznalt négyze-
teknek a meghosszabbitdsai. Igy 8 olyan részre bontottuk a teret, amik az oktaéder 1-1 lapjét
tartalmazzak. Ahhoz, hogy S metsszen egy lapot és ne menjen at egy csticson se, muszaj az
adott lapot tartalmazdé teret kettévagnia, itt viszont bajba keriiliink, mivel S-nek 8 -2 db részre
kéne darabolnia a teret, de kozismert, hogy 4 sikkal legfeljebb csak 15 részre oszthato a tér.
Ismét ellentmondésra jutottunk. O]
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Megjegyzés. Kockara és tetraéderre is lehet talalni olyan sikot, amely egyik csticsan sem megy
at, de mindegyik lapjat metszi.

12. feladat (KoMaL B.4537., Sardinecz Doéra)

Egy 20 x 20-as négyzetben elhelyeztiink 200 darab egységszakaszt.
Bizonyitsuk be, hogy létezik a négyzetben olyan egység atméroji korlap, amelynek egyik
egységszakasszal sincs kozos pontja.

Megoldds (Kovdcs Benedek Noel). Vizsgaljuk meg, hogy hova tudjuk elhelyezni az egység
sugaru korlapunk kozéppontjat! Tudjuk, hogy ez minden olyan pontba elhelyezhetd, amely a
tabla szétérol és a szakaszoktol legaldbb r = 1/2 = 0,5 tévolsidgra van. Ennek megfelel6en
szamitsuk ki, hogy az egyes alakzatok legfeljebb mekkora teriiletii részt zarnak ki a kézéppont
elhelyezésének szempontjabol.

20
0,5 0,5
0,5 19 0,5
Tudjuk, hogy a tébla szélén 1évo, 0,5 egység hosszu, a
négyzet oldalaival parhuzamos savokra nem helyezhetjiik
el a kor kozéppontjat, hiszen akkor az lelégna a tédbla 59| |19
sz6lén. Mivel ezen savok levagdsa utéan egy (20—2-0,5)% =
19% méretll négyzetet kapunk, igy ezen sivok dsszteriilete
20% — 19% = 39 lesz.
0,5 05
0,5 0,5
A
0> o o Azt is tudjuk, hogy az egyes szakaszok mentén az ab-

ran lathato teriiletekre nem fogjuk tudni elhelyezni a kor
kozéppontjat (ahol a szakasz éltal kizdrt alakzatban a
1 1 szakasz végpontjainal félkorok, koztes pontjainal pedig
mindkét irdnyba a szakasszal parhuzamos 0,5 egység szé-
les téglalapok lesznek)! Ezen alakzat teriilete pedig

Ps 05-2-05%-m14+1-1~1,785 < 1,79.

Mindezekbdl megallapithatd, hogy mivel 200 szakaszt helyeztiink el a tablara, igy a ko-
riink kozéppontjat egy legfeljebb 39 + 200 - 1,79 = 397 nagysagu teriiletre nem fogjuk tudni
elhelyezni. Ennek megfeleléen pedig fog maradni egy legalabb 20 — 397 = 3 méretfi teriilet,
ahova lerakhatjuk a koriink kézéppontjat. Ezzel belattuk, hogy a koriink kozéppontja valoban
lehelyezhet6 a feladat feltételinek megfelel6 moédon. O]
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3. Geometria

13. feladat (EGMO 2013/1, Licsik Zséfia)

Az ABC haromszog BC' oldaldt meghosszabbitjuk C-n tul D-ig tgy, hogy CD = BC
legyen. C'A-t meghosszabbitjuk A-n tal E-ig ugy, hogy AE = 2C A legyen.
Bizonyitsuk be, hogy ha AD = BFE, akkor az ABC' hdromszog derékszogi.

. J

Megoldds (Sohdr Bernadett). Nevezzik el az AB szakaszt c-nek, az AC szakaszt b-nek,
a CB szakaszt a-nak. Hosszabbitsuk meg az AB oldalt c-vel, igy megkapjuk a G pontot.
Hosszabbitsuk meg az AC' szakaszt b-vel, igy kapjuk az I’ pontot. Latjuk, hogy a DF szakasz
hossza ¢, és a GD szakasz hossza 2b.

CAB< = DGA<, mert a BAC és BGD haromszogek hasonloak.

EAB< = GAF< = GDF<, mivel a DGAF négyszog paralelogramma (két-két szemkozti
oldala egyenl6 hosszil) és a paralelogramma szemkozti szogei egyenlé nagysaguak. Emiatt
DF A< = DGA< is teljestil.

Legyen AD = EB = x. A GF szakasz hossza is x lesz, mivel az ABE haromszog hasonld
DGF-fel (2 oldal és a koztik 1év6 szog)

Tehat a DGAF paralelogramma atloi egyenld hossziak, ezért ez egy téglalap.

Igy GDF<« = DGA< = 90°. Tehat a CAB< is derékszog, azaz az ABC hiromszog
derékszogi.
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14. feladat (OKTV 2007/08, Tajta Sara)

Az ABC haromszog BC oldalanak felez6pontja F', az AB oldal egy bels6 pontja T, az AF
és C'T szakaszok metszéspontja M. Az AT M haromszog teriilete 8, a C'F M haromszog
tertilete 15 egység. Mekkora lehet az ABC' haromszog tertilete?

J

Megoldds (Czirjak Mdrton). Vegyiik észre, hogy AF az M BC héromszog egyik silyvona-
la, igy Tpry = Turc = 15.
Legyen S a BM egyenesnek az AC' oldallal vett metszéspontja. Ekkor a Ceva-tétel alapjan

BF CS AT _, _,  SA_OS
FC SA TB AT TB

Ekkor a parhuzamos szel6k tételének megforditdsa miatt T'S || BC, és igy AT S ~ ABCh.
Mivel az AF egyenes stulyvonal az ABC haromszogben, ezért az AT'S haromszogben is,
hiszen a két haromszoget egy A kozéppontu koézéppontos hasonldsag viszi egymasba. Ebbdl
mar azonnal kovetkezik hogy az AF egyenes silyvonal a T'SM haromszogben is.
Ezekbdl azt tudjuk, hogy: Tarrs = Tary = 8.

fgy viszont Trey = Tsye = TATBC — 23, hiszen Tagr = Tarc = T“‘TBC Vegytik észre, hogy

T T 8 16 + (faze — 23
ary _ Tare (" )

2
16(14 + Tupc) = (Tapc — 46)(Tapc — 14)

Tren  Trsc Tapc _ 93 30 + (TATBC — 23)

Atrendezve:
0= (TABC’)Q — 76T 4pc + 420 = (TABC’ — 6) (TABC — 70)

Mivel Typo > 15 = TMFC> ezért Tapc = 70.

22



Fazekas Matektabor 2024. szept. 30. — okt. 4.

15. feladat (K6MaL B.3478., Csilling Déaniel)

Az ABC haromszog hozzairt koreinek kozéppontjai Oy, Oz, O3. Bizonyitsuk be, hogy
010503 haromszog tertilete legalabb négyszerese ABC' haromszog teriiletének.

Megoldds (Sdrdinecz Déra). A feladat allitasanal altalanosabb erejli lemmat fogunk bizo-
nyitani.

1. lemma. Ha az ABC haromszog belsejébe es6 P pontra a PA, PB, PC egyenesek
rendre D, FE és F pontokban metszik az a, b, ¢ oldalakat, akkor az ABC haromszog
tertilete legalabb négyszerese a DEF haromszog teriiletének.

A lemma bizonyitdsa. Hasznaljuk az abran jelolt wq,xs,xs3,y1, Y2, y3 jeloléseket a keletkezett
Ceva-szakaszokra. A Ceva-tétel szerint: x1x213 = y1y2y3.
Irjuk fel a vizsgalt teriiletek ardnyat.

Tpera _ 1 Tapra +Trpa +TepEA _q_ Tapra  Teron  Topen _
Tapca Taon Tapcrn Tapcn  Tapon
ysrysin(a)  yrwosin(f)  yoxssin(y)
= 1= be sii(a) T 51211(6) T siQH(fy) B
2 2 2

- 11— < Y31 X Y122 4 Y2x3 ) _
(z3 +ys)(zr+u1) (w1 +y)(@2 +y2) (224 y2) (23 4+ y3)
(z1 4 y1) (w2 + y2) (x5 + y3) — ysw1 (22 + y2) — y122(23 + y3) — yars(@1 +y1)

(1 +y1)(z2 + y2)(x3 + y3) B
12223 + Y1Y2Y3 _ 2212903

(21 +y1) (w2 + o) (w3 +y3) (21 +y1) (w2 + yo) (w3 + y3)
2

1+y1) <1+y2) <1+y3>
i i) T3
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hogy értéke legfeljebb 1/4. Az alabbi, tisztdn algebrai 2. lemma tehat befejezi az 1. lemma
bizonyitasat. O

2. lemma. Ha ¢y, q2, g3 pozitiv valos szamokra q;q2q3 = 1 teljesiil, akkor:

2
(14 q1)(1+g2)(1 +g3)

1
< -.
4

A 2. lemma bizonyitdsa. Barmely pozitiv szdm és reciprokanak Osszege legalabb 2, igy:

1 1 1
n+—+qp+—4+q¢g+— > 6

a1 q2 q3
24+ @+ +qaqp+ e t+aga > 8
(14+aq)1+q)(1+q) > 8
2 1
S _
(1+q)(1+q)(1+gs) 1

]

Térjiink most vissza az eredeti feladatra. Vegytik észre, hogy az 010,03 haromszogben az
ABC haromszog csicsai magassagtalppontok, mert AO; egyenes pont az « sz6g belsd szogfele-
z6je, amely meroleges az « szog kiilso szogfelezbjére, amelyre az O,, A, illetve O3 pontok ebben
a sorrendben esnek. Ha tehéat az eredeti feladatra P az 010503 haromszog magassagpontja,
akkor

T0,0,050 > 4 - Tapca

azaz belattuk az eredeti allitast. O
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16. feladat (Szakacs Abel
sajat kitalalasu feladata)

Legyen a nem egyenlé szara ABC
haromszog magassagpontja H.
Legyen P # A az a pont az ABC
haromszog koriilirt korén, amelyre
HPA< =90°.

A kortilirt kort P-ben érint6 egyenes

messe a BC' egyenest a () pontban.
Bizonyitsuk be, hogy PQ) = HQ.

Elsé megoldds (Prohdszka Bulecsi). Elészor fogalmazzuk &t az allitast egy vele ekviva-
lensre: (%) Messe a BC-hez tartozé magassag a korilirt kért mdsodszor D-ben. Ekkor ha
Q-bol QP-n kivil a mdsik érintot is meghuzzuk a kérilirt kérhoz, ez pont D-ben fogja azt érin-
tens.

Ez azért ekvivalens a feladat allitasaval, mert ismert, hogy D éppen H tiikorképe BC-re,
igy tehat mivel Q € BC, HQ = DQ = (a masik érint6 hossza) = PQ. A () éllitast fogjuk
bizonyitani.

Legyen most az S pont a kortlirt korhoz P-ben és D-ben htizott érinté metszéspontja. Mi
azt akarjuk megmutatni, hogy val6jaban S = (@, ez pont a fentebb leirt allitast jelentené.
(hiszen @-bdl QP-n kiviil csak egy érint6t lehet hizni a korhoz.)

Vegyiik észre, hogy ha M a BC' felezopontja, akkor P, H és M kollineéaris. Ezt a kovetke-
z6kbol tudjuk: vegyiik fel F-et, az A-val szemkozti pontot a koriilirt kéron. Ekkor F, H, P
kollinedrisak, mert a Thalész-tétel miatt FPA< = 90° = HPA<.

Tovabba ismert, hogy H, M és F kollinearisak: F' éppen H tiikorképe M-re.

Most jon egy kis szogszamolas: Legyen O a kortlirt kor kozéppontja. Ekkor OPM < =
OFM<, hiszen OPF, egyenlészaru. Viszont OFM< = ODM<, mert F' D tiikkorképe az
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OM egyenesre (BC' szakaszfelez6jére). Vagyis ODM< = OPM<, igy ODPM htrnégyszog.
Viszont a DPO koér pont SO Thalész-kore, hiszen konny meggondolni, hogy az érintés miatt
ezen rajta van D és P is.

Vagyis M rajta van SO Thalész-korén = SMO< = 90°. Vagyis S az a pont ahol a korhoz
P-ben huzott érint6 elmetszi az M-ben OM-re allitott merdlegest. Ez viszont a BC' egyenes
igy S = @, ezt akartuk megmutatni n

Mdsodik megoldds (elmondta Szakdcs Abel, leirta Prohdszka Bulcsi). Ehhez eleve-
nitsiik fel az alabbi, inverziénal tanult (hasonlésaggal konnyen bizonyithatd) lemmat.

Lemma.
Ha egy I kozépponti inverzional X képe X’ és Y képe Y, akkor IXY < = IY'X'«.

Tulajdonképpen elég, ha azt belatjuk, hogy QH érinti a BHC kort, mert mivel @) rajta van
az. ABC kor és a BHC' kor hatvanyvonalan (a BC' egyenesen), ezért a BH C-hez htizott érinték
hossza ugyanolyan hosszt, mint az ABC' korhoz huzott érinték. (Mint PA.)

Most tehat invertaljunk H-ra. Egy W pont képét mostantél W'-vel jelolom.

Pv

A A lemma miatt H éppen A’'B'C'\ beirt korének
kozéppontja, hisz rajta van a szogfelezokon.
(HAB'<«= HBA<=HCA<«=HAC'«)

Az ABC kor képe természetesen az A’ B'C" kor.

Mi lehet P'? A lemma szerint az a pont lesz az
A'B'C" koron, amire HA'P'<t = 90°.

A megoldas legfontosabb része, hogy ez a pont
a annak a B’'C’ korivnek a felez6pontja, amin

A’ is rajta van. Ismert allitds ugyanis, hogy az
A’H szogflelez6 a koriilirt kor masik B'C” korivét
a felez6pontjaban, L-ben metszi (ezt az {vfelezo-
pontot szoktuk Svrcek-pontnak is nevezni).

A Thalész-tétel miatt, mivel P’A'L< = 90°,
ezért P az L-lel atellenes pont a koriilirt koron,

, ’ vagyis a masik B'C" iv felezépontja.

Mi lehet Q'? Err6l azt tudjuk, hogy rajta van a BC' egyenes képén, ami a B'C'H kor, vala-
mint hogy rajta van a volt koriilirt kort P-ben érint6é egyenes képén, vagyis a mostani kortlirt
kort P’-ben érinté, H-n atmendé koron. A fenti két kornek az a metszéspontja, ami nem H az
QQ'. Viszont errél a két korrol tudjuk azt, hogy kézéppontjuk rajta van B'C” felezémerdlegesén,
vagyis hatvanyvonaluk, ami a Q'H egyenes, a H(Q) egyenes képe, parhuzamos B'C’-vel ami
pedig pont a BHC' kor képe. Ez visszainvertalva pont azt jelenti, hogy H(Q érinti a BHC kort,
ezt akartuk megmutatni, kész vagyunk. O]
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17. feladat (Simon Laszld)

Legyenek P és () izogondlis konjugéltak az ABC' haromszogben. A’ pont az ABC ha-
romszog koré irt kor A-t nem tartalmazé BC' ivén van tgy, hogy PA'B< = QA'C«.
hasonlé médon definidljuk B’ és C”" pontokat. Bizonyitsuk be, hogy az AA’, BB’ és C'C’
egyenesek egy ponton mennek at.

Megoldds (Veres Dorottya). Elészor probéaljuk meg megszerkeszteni az A’ pontot. Legyen
egy projektiv transzformacié a kovetkezo: A kortlirt kor egy pontjat P-n keresztiil vetitjik a
korre, tikrozziik a BC' oldal szakaszfelezo merdlegesére, majd (-n keresztiil vetitjiikk a koron.
Mivel BAP/Z = QACZ, ha A-t vetitjiikk a korre a P és Q pontokbdl, A két képe szimmetrikus
lesz BC' szakaszfelezd merdlegesére, igy a transzformaciénak A egy fix pontja. Ugyanigy mivel
PA'B/Z =QA'CZ, A’ is fixpont.

Lemma. Egy koron adott 2 pont, X és Y. Valamilyen projektiv transzforméaci6 6ket X'-
be és Y'-be vitte a koron. XY’ és X'Y metszéspontja P. Ha ennek a transzformaciénak
a koron fix pontja A, akkor AP méasodik metszéspontja a korrel, B is fixpont.

A lemma bizonyitdsa. Legyen X X' és AP metszéspontja X" és B képe B’. Vetitsiink el6szor
X'-n, utdna X-en keresztil. Akkor (AX,YB) = (AX",PB) = (AX",)Y'B) = (AX")Y'B),
ebbdl B = B’ B is fixpont. ]
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Ezen lemma alapjan az AA’ egyenes megkaphaté ugy, hogy a feladatban leirt transzfor-
maciét elvégezziik két pontra, az egyik pontot 0sszekotjitk a masik képével, a masikat az elso
képével, ezek metszéspontjat az A ponttal. Ahol ez A-n kiviil metszi a kort, az lesz A mellett
a fixpont, vagyis A’.

Legyen a két pont, amiket vetitiink BP masodik metszéspontja a korrel, ez B* és C'P
masodik metszete a korrel, C*. Ezek képei B() masodik metszete a korrel C* és C'(Q masodik
metszete B (a BC' szakaszfelezére valé titkrozés utan B-bél C' lesz és forditva).

A B*C* egyenes parhuzamos az AC oldallal, mert ABB*< = C*BC<«, AB* = C*C.
Ugyanigy C*B* parhuzamos AB-vel. Ha 06sszekotjitk C* B* és B C* metszetét (ez legyen X)
A-val, megkapjuk az AA" egyenest.

A lemmatdél kezdve ugyanezt elvégezziik a B és C' csicsokra is, ezzel megkapva a BY és C'Z
egyeneseket. Igy Y Z parhuzamos BC-vel, XZ egyenes AC-vel, XY pedig AB-vel. ABC és
XY Z tehét azonos allast hasonlé haromszogek, AX, BY , CZ egy pontban metsz, ahogy AA’,
BB’ és CC" is. Ezzel az allitast bizonyitottuk.
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18. feladat (IMO 2020 Shortlist G6, Veres Dorottya)

Legyen az ABC haromszog beirt korének kézéppontja I, a BC oldaldhoz tartozo hozzairt
kor kozéppontja [4. A beirt kor a BC-t a D pontban érinti. Az AD egyenes Bla-t és C'ly4
messe rendre E-ben és F-ben. Bizonyitandod, hogy a koriilirt kérei AI D-nek és EF'I 4-nak

érintik egymaést.

. J

Elsé megoldds (Szakdcs fibel). Legyen M a CDFEI4 négyszog Miquel-pontja, belatjuk,
hogy az M pontban érinti egymést a két kor. B is rajta van az IC'T4M koron, mert I BI4<t =
I1CTp<t=90°. M rajta van az AID korén, mert

AIM < =180° — I4,IM< = 180° — [4BM< = 180° — EBM< = 180° — EDM< = ADM<

Legyen P a BC' és I4M egyenesek metszéspontja. Ekkor P rajta van az AI DM korén, mert

IMP<=180° - IMI,<<=90° = IDP<«

Elég belatni, hogy az M EI,F korben az M E harhoz tartozé kerileti szog és AIDM P
korben az M D hirhoz tartozoé keriileti szog 0sszege megegyezik az EM D szoggel:

EMD< = FEBD< =180° — [4BP<< = BPIs<+ BIsP<= MPD<+ EI,M<

Tehat készen vagyunk. ]
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Madsodik megoldds (Szakdcs Abel). Legyenek az ABC haromszog szogei a, (3, . Invertal-
junk egy D kozépponti korre. Minden X pontra jelolje X képét X'. Ekkor

ATC'q = A'TI'D<a+ DI'C'< = IAD< + DCI< = % _ DAB< + % .
= 90° — g — DAB<« = DIB<«<— DAB< = DB'I'«a— DB A<« =AB'I'q

Hasonléan A'I'B'<< = A'C'I'«, igy A’ éppen az I'B'C’ haromszog I’'-Dumpty pontja.
Tehat ha T" I' tiikkorképe A’-re, akkor I'T" a szimmedian hur.

I R/ Yasl

A'E'B'«= DE'B'< = DBE< = 90° — g =90° — DBQA< — % =90° — %

Tehat az A’ B’'E’ haromszogben A'B" = A’E’. Hasonléan A'C' = A'F'. Az A'B'I' és A'I'C’
haromszogek hasonléak, igy A'T? = A'I”* = A'B'- A/C' = A'E' - A'F'. Azaz ha T’ rajta lenne
az E'F'I') koron, akkor AT” érintené ezt, innen D kozépponttal visszainvertdlva kapnank a
feladat allitasat.

B'C'I'T" harmonikus hurnégyszog, igy a B'I"T" haromszogben B’A’ sulyvonal, B'C’ pedig
szimmedidn, igy A'B'T'<t = I'B'C’'<. Igy

ABT«=I'BC'«=I1I'B'Da= BID<=90° — g =AFEB<x<=ABFE<«

Azaz T' rajta van a B'E’ egyenesen. Hasonléan T” rajta van a C'F’ egyenesen is. Végiil
E'T\F'< = DF'I' < — DE'T< = DI\F< — DI,E<t = EL4F< = 90° + % =

= 90° — g +90° — % =180° — B'I'C'« = B'T'C'«=180° — E'T'F'«

Tehat E'I'\ F'T" hirnégyszog, ezt akartuk belatni.
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