Olimpiai szakkoér, Dobos Sandor 2003/2004

2003. szeptember 19.

1

A kor alaki Kincses sziget partjan dll hat pdlmafa, jeldlje ezeket A, B, C, D, E, F. Az ABC
haromsztg magassagpontja M, a DEF haromsztg magassagpontjaN. Az MN szakasz
felezépontjdban astak € akal6zok akincset. Sajnos legktzel ebb visszaérkezve mér senki nem
emlékezett ra, melyik fat melyik betii jel6lte. Hany helyen kell kincskeresésbe fogni a feledékeny
kal 6zoknak?

Egy n” n-es tablazat mezdibe beirtunk n? db. adott, kil 6nb6zé val 6s szamot. Minden sorban
bekarikéztuk a legkisebbet, minden oszlopban bekarikéaztuk alegnagyobbat. Hany olyan
elrendezés van, ahol éppen 2n db. szdmot karikaztunk be?

Eqy tetraéder kitér6 éleinek felezépontjait Osszekoté szakaszok paronként mer6legesek.
Igazoljuk, hogy atetraéder magassagai ugyanakkorak.

» Csupaegy” -nek neveziink minden olyan tizes szamrendszerbeli pozitiv egészt, melynek minden
jegye 1. Mely m-ekrelétezik mdb. olyan , csupaegy” szam, melyek m-es maradékai mind
kil onbozok?

Az u, v val6s szamokrdl tudjuk, hogy u, v és uv egy rac, egytthatés polinom harom gyoke. lgaz-
e, hogy uv raciondis?

A k kor belsejében levs A és B pontok a kdzéppontra szimmetrikusak. Legyen P ak koron kivil,
. A PA &méroji kor k-t az. M es N pontokban metszi. lgazoljuk, hogy

2003. oktober 31.

1

Egy bajnoksagon nyolc futball csapat vesz részt. Minden egyes csapat pontosan egyszer jatszik
minden csapattal, nincsenek dontetlenek. Bizonyitsa be, hogy a bajnoksag végén lehet taldni
négy csapatot (legyenek A, B, C és D) ugy, hogy A legyézte B-t, C-t és D-t, B csapat C-t és D-t,
C pedig D-vel jétszott meccsén diada maskodott!

(a) Melyik alegkisebb pozitiv egész, meynek az 5-8s, 6-0s és 7-es szamrendszerben felirt
alakjéban ajegyek Osszege rendre 5, 6, 7?

(b) Melyik alegkisebb pozitiv egész, melynek a 4-es, 5-0s és 6-0s szamrendszerben felirt
alakjaban ajegyek dsszege rendre 5, 6, 7?

3. Egy osztaly minden egyes tanul 6jaa kovetkezé feladatot kapja:
» Vegyunk két koncentrikus, 1 és 10 egységnyi sugart kort! A kisebbik
kdrhoz hizzunk harom érintét, melyeknek A, B és C metszéspontjai a
S S, nagyobbik kor belsgjében vannak. Mérjik meg az ABC haromszdg S
terlletét ésaz S, S, S korcikkszerl, A, B, C cstcsu terlleteket is,

4.

majd szamitsuk ki S+S+S-S értékét.”
Igazolja, hogy minden tanul 6 ugyanazt az eredményt kapjal

Legyenek a és b pozitiv egészek. Igazoljuk, hogy végtelen sok pozitiv egész szam nem &l €6
a+b+6ab alakban!
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5.

6.

Legyen - , (N nemnegativ egész).

(a) Igazoljuk, hogy | , han>0.

(b) Mutassuk meg, hogy hai ésj killénbozs, akkor|

(c) Hogyan bizonyithatjuk ezek utan, hogy végtelen sok prim van?
Mely egész x esetén lesz x*+x3+x%+x+1 négyzetszam?
7. Egy varos utca haromféleirdnylak ésavérost egyenl 6 tertleti

szabdlyos haromszogekre osztjak. A keresztezédésekben a forgalom
@ csak egyenesen, 120°-kal jobbra vagy balra haladhat tovabb az abran

|&thaté modon.
Kizardlag a keresztezédésekben szabad kanyarodni. Két aut6 al egy
@ keresztez6désben. Az egyik eindul valamelyik szomszédos
keresztez6désfelé, ésamikor el éri, améasodik kocsi iskezd haladni felé.
Ett6l a pillanattél fogva azonos sebességgel mozognak, am nem
feltétlenll kanyarodnak ugyanarra. El6fordulhat-e, hogy valamikor taldlkoznak?

»A sziszifuszi munka’: Egy dombra felvezet6 |épcsé 1001 fokbdl al, kozuluk néhanyon egy-egy
szikla taldhatd. Sziszifusz felemel egy szikléat az egyik fokrdl, majd a folotte levo legkozel ebbi
Ures fokra cipeli. Ezutan ellenfele, Kisotrddg egy fokkal lejjebb gurit egy sziklat, amelynek a
Iépcsofoka alatt kozvetlenll Ures fok kdvetkezik. A 1épcson taldlhatd 6sszesen 500 szikla alegalso
500 lépcssfokon helyezkedik el egyesével. Sziszifusz és Kisorddg felvatva jonnek, Sziszifusz
kezd. Célja, hogy alegfelss fokrategye az egyik sziklat. Megakadalyozhatja ezt Kisordog?

Hézi feladat:
Mely egész (x,y) szamparokraigaz, hogy x3+y3=2xy+8?

Az év soran j6 lenne aismételni akordbbi olimpidk feladatait az érdekl 6d6 didkoknak. Most az elsé
harom olimpia anyaga az els6 &nézendd rész.

2003. november 14.
A szakkor els6 30 percében a hézi feladattal kapcsolatosan 4 kérdésre |ehetett vl aszolni:

1

2.

3.

4.

Sorold fel az egész megoldasait a kovetkezd egyenletnek: x3+y*=2xy+8.

Melyik alegnagyobb 100-ndl kisebb n egész, melyre a kdvetkezo tort egyszeriisithets:

Oldjuk meg az egyenl 6tlenseget:

Egy héromsz(jg oldalait jeldlje a, b, ¢ terliletét T.
(& Meyik amax. k, amelyre ez mindig teljestil? (b) Melyik amax k, amelyre ez minden
derékszogii haromszogre teljesll ?

(Aki ahézi feladatot elkészitette és &tnézte az €ls6 harom olimpia feladatait, annak nagy elénye volt,
lasd 59/1, 60/2, 61/2. 4j6véasz: KocsisAlbert Tihamér, Maga Péter, Pach Péter P4,
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3j6véasz: Czank Tamés, Egri Attila, Kiss Téth Christian, Mészaros Tamés, Pongrécz Andras, Récz
BéaAndras, Zanaty Péter )

5. Az ABCD paralelogramma AB oldalan ugy jel6ljik ki az X ésa BC oldaan az Y pontot, hogy
AX=CY tdjesiiljon; az AZ és CX egyenesek metszéspontjét jeldlje P. Bizonyitsuk be, hogy a DP
egyenes felezi a paraelogramma D-nél lev szogét.

6. Az ABC haromszdg AB-vel parhuzamos k6zépvonal dnak egyenese az A-bol és a B-bél indul 6
magassagvonal akat rendre D-ben és E-ben metszi. Az AC-vel parhuzamos k6zépvonal dnak
egyenese az A-bdl és a C-bél indul 6 magassagvonal akat rendre F-ben és G-ben metszi.
Igazoljuk, hogy DC, BF és GE parhuzamosak.

7. Az ABC haromszég BC oldaldnak pontjai M ésN. T . Igazoljuk, hogy

8. lgaz-e, hogy azok a 2003 jegyii szdmok, melyeknek 2002 jegye 1-es egy pedig 7-es, azok mind
primek?

9. A hegyesszogli ABC haromszdg mely P pontjaralesz a kbvetkezé kifejezés minimalis:
aPA+bPB+cPC?

Hazi feladat:
10. Az ay, a, ..., a €ésaby, by, ..., br szamok az 1, 2, ..., r szamok valamilyen sorrendben.

Igazoljuk, hogy az aibs, azby, ..., abr szamok kozott van két olyan, melyek kiill6nbsége oszthatd
r-rel, ha(a) r=61; (b) har=60.

11. Az ABC haromsztg koré irt kor sugara R. 1gazoljuk, hogy

Az év soran j6 lenne atismételni akordbbi olimpidk feladatait az érdekl 6d6 didkoknak. Most a
kovetkezé harom olimpia anyaga (62-64) az atnézendé rész.

2003. november 28.
A szakkor elsé 30 percében a hézi feladattal kapcsolatosan 3 kérdésre |ehetett vl aszolni:
1. Az ABCD szabalyos tetraéder éleinek hossza 1. Ké azonos sebességli hangya végigfut az ABC és
DAC héromszogek élein, ezt akoriljarast tartva. A két hangya altal meghatarozott szakasz
felezépontja dtal leirt vona milyen hossz(?

2. Mennyi apontos értéke a kovetkezo kifeezésnek: ?

3. 5 egyenes szogfelez6inek legfeljebb hany metszéspontja lehet? (Nem kell bizonyitani, hogy a
max. valGban létre isjohet.)

A hézi feladatként ismétlend6 olimpiak anyagaibol nagy segitseget jelentett ezeknek megoldaséhoz a

62/3, 63/5, 64/5 feladatok.

3jovaasz: KocsisAlbert Tihamér, Pach Péter Pal, Racz Béla Andrés

2 j6 véasz: Hablicsek Marton, Kérus Péter, Paulin Roland, Czank Tamas, Egri Attila, Gosztonyi
Balazs, Birkner Tamas, Manfay Mété, Horvath Méarton

4. Adott asikon 10 pont Ugy, hogy barmely 6t kdzétt taldhatd négy, melyek egy korén vannak.
Igazoljuk, hogy ekkor legalabb 9 pont egy kdrdn van.
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5. Egy telefontérsasag kapcsol btéblgan 400 kimenet van. Barmely kett6t 6sszekoti egy vezeték,
mely kék vagy piros. A piros és kék vezetékek szdma megegyezik. A rendszer megbénul, ha két
azonos szinti drétot elvagunk, melyeknek nincs k6zos végpontja.  Mutassuk meg, hogy a
konkurens cég technikai banditai ugyanannyifé eképpen bénithatjédk meg a rendszert két piros
elvégasaval, mint két kék elvagasaval.

6. Hatérozzuk meg az dsszes olyan x, y poz. eg. szamokat, melyekre .

7. Az ABC haromszdg oldalairakifele rgjzoltuk az ABDE, BCFG, CAHI téglalapokat. 1gazoljuk,
hogy a DG, Fl, HE szakaszok felezdmerélegesel egy ponton mennek &t.

Hézi feladat:

8. A Bergengdc parlament tagjainak szama 1600. A legfontosabb Ugyek targyal asat 16 000
bi zottsag végzi, mindegyik 80 fés. Mutassuk meg, hogy kiva aszthaté két bizottsag ugy, hogy 4
koz6s tagjuk legyen.

Az év soran j6 lenne atismételni a kordbbi olimpidk feladatait az érdekl 6d6 didkoknak. Most a
kovetkezé harom olimpia anyaga (65-67) az atnézendo rész.

2003. december 12.
A szakkor elsd 30 percében ahazi feladattal kapcsolatosan 3 kérdésre lehetett valaszolni:
1. Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletrendszer 6sszes megol dasast:
1234x-b5y—62—-7v=0
—X+234y-56z2—7v=0
—12x-3y+4562-7v=0
—X—2y—-3z+7654v=0

A.fenti egyenletekben szerepl 6 ax (k=1, 2, 3, 4, 5) szamok nem mind null&k, de minden ¢ értéke O,
ahol s 7-nek hatvanya. Adjuk meg Caoos |enetséges értékeit.

3. Egy n(n>1) napig tarté versenyen m érmet osztottak ki. Az els6 napon 1 é&met és a maradek
Otodét, a masodik napon 2 érmet és amaradék 6tddét és igy tovabb. Végul az n. napon éppenn
érem maradt és ezeket kiosztottédk. Hatarozzuk meg n és m értékét.

A hézi feladatként ismétlends olimpiak anyagaibol nagy segitseget jelentett ezeknek megoldaséhoz a
65/2, 67/5, 67/6 feladatok.

3jovaasz: KocsisAlbert Tihamér, Racz Béla Andrés, Birkner Tamas, Czank Tamas, Maga Péter

2 j6 véasz: Hablicsek Marton, Pach Péter Pal, Kiss T6th Christian, Egri Attila, Kiraly Csaba,
Pongracz Andrés

4. Legyenek a, b pozitiv valosak, n pozitiv egész. Bizonyitsuk be, hogy
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5. Az ABCD ésaz AB'C'D’ azonos kortiljarast négyzetek. lgazoljuk, hogy aBB', CC’, DD’
egyenesek egy ponton mennek &t.

6. Alljon aH halmaz véges sok olyan természetes szambol, amelyeknek nincs 3-nél nagyobb
primosztéja. Mutassuk meg, hogy a H-beli szamok reciprokainak az ésszege 3-nal kisebb.

7. Jeldlje egy tetszsleges konvex n-szog oldalait as, a, ..., as; belss szogeit| ,

tertiletét pedig t. Mely n értékekre igaz barmely konvex n-szog esetén, hogy

?

8. Tekintsiink egy kdr harom pontja dltal meghatarozott harom diszjunkt kdrivet. Mindegyik iv
felezépontja koril megrajzoljuk a végpontjain dthalado kort. Bizonyitsuk be, hogy a kapott
harom kor egy ponton halad at.

Hézi feladat:
9. Legyen nrogzitett pozitiv egész szam. Adjuk meg az

egyenletnek az dsszes ol yan megoldasat aval 6s szamok korében, ahol mindeni-re| teljesil.

2004. januér 9.
A hézi feladat megbeszél ése utan megoldottuk az OKTV Il. kategéria 2. fordul éjanak a feladatait,
tovabba diofantikus egyenletek megoldési stratégiaival ismerkedtiink. OKTV példak:
1. Jelentsen n 1-nél nagyobb egészt. Melyik nagyobb A, vagy B?
Vn+l, vn+4 Jn+7 n+10 n+13
n n+3 n+6 n+9 n+12 .
1 1 1 1 1

= + + + +
Vn-1 Jn+2 Jn+5 Jn+8 +n+11

A=

B

2. Az ABC haromszogben @ 2 90° | r abeirt, R akoréirt kor sugara, az oldalak a, b, c. Bizonyitsuk
e asina
be, hogy R a+b+c,

3 2 2 —
3. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan p val6s paraméter, andlyreaz X *2PX" +2p°xX+p=0
egyenletnek hdrom kil 6nboz6 val s gydke van.

4. Az ABCD hirnégyszogben AB=2AD és BC=2CD; ismert tovabbaaz A-ndl levé @ szog mértéke
ésaz AC &l6 d hossza. Fejezzik ki anégyszog terliletét @ -val ésd-vel.

(szorzatta al akitas)
5. (y-7=x+y’  xylz

6. X(y-D+y*(x-)=1 xyl z
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7. 1 + 1 = n egyenletnek hany megol dasa van a pozitiv egészek korében, ha (a) n=2004; (b) han

Xy
tetszéleges pozitiv egész?
8. Legyen p 3-nd nagyobb prim, keressiik a pozitiv egész megoldasait a kdvetkezé egyenletnek:
X +y +2°- 3xyz=p,
(egyenl 6tlenség, nagysag szerinti sorrend)
1 1 1 3

9. Z+=+==2 xyzl Z'
X Yy z 5

10. Lehet-e nyolc szomszédos kdbszam dsszege is kdbszam? (paraméterezés)

3 3 3 — 2 2 2
11. 1gazoljuk, hogy végtelen sok megoldasavan: X ty+tz=x+ty +z7

(oszthat6ségi vizsgalat, amodulus megtal 8 ésahoz segitenek az egyutthatok, vagy akitevok)

1 X-y'=4 xylz
Hézi feladat
1 X+y=xy+61 xyl Z

2 (x+1f-(x-1'=y*  xylz
) } 3 i x2=\2 +7°
3. lgazoljuk, hogy végtelen sok egész megoldasa van y :

_ 2
4. Meély p, q primekre teljestil, hogy p*- o*=(p+q) ?

2004. januar 23.

A hézi feladat megbeszél ése utdn a szakkorén a komplex szamokkal bardtkoztunk. Azok kedvéeért,
akik mér jartasabbak atémaban feladtam harom nehezebb problémat (1-3.), majd kvetkezett egy kis
attekintés alegszilkségesebb ismeretekrol. A fogalmak és miivel etek jobb megértéséhez is adtam
gyakorl 6 feladatokat (4-7.)

0046 0046 0046 0046
1. Hatérozzuk meg a kdvetkez dsszeg értékét: a2 8+ az 8+ a2 8+ .t &2 2
§0563 5865 50045
2. Egy kor kertiletén vannak az AA'BB'CC' DD’ nyolcszog csicsai. Az AA', BB', CC', DD’ ivek
ugyanolyan hosszliak. Legyenek P, Q, R, Srendreaz ABésA'B', BCéB'C',CD ésC'D’, DA
és D’ A’ hirok metszéspontjai. lgazoljuk, hogy PQRS paraelogramma.

3. Az ABC haromszdg cslicsaiba mutaté komplex szamokat jelélje a, b, c. Igazoljuk, hogy a

héromszog el Gjeles t tertiletére teljestil, hogy 401 = (c- a)(B- a) - (E' 5)(b- a)_

4, Mitszélszak(jvetkezéh(’jzl:\/i:V(' 1)(' ):\/'_1 ”'1:M:'1.
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5. Irjuk fel a+bi alakban akovetkezé miiveletek eredményét: (a) (1+i)(3-2i); (b) (1+i)/(3-2i); (c)
(5+8)°(5+8)°. (g L+@+i)+@+if +@+if+(@+i)' +..+Q+i)

2 ; _
6. Oldjuk meg akovetkezs egyenleteket: () X° +2x+2=0: () X T(@A+i)x+5 =0

7. Hol vannak a komplex szamsikon azok a z-k, melyekre: (a) Im(3i—52)=7; (b) |Z_ 3+8I|£1;
© |z|=2|mz; @ |z- 5i|3 |z+i|.
Hazi feladat

1. Egy kor kertletén vannak az AA'BB'CC’ hatszdg csicsai. Az AA’, BB', CC' harok olyan
hosszuiak, mint akoér sugara. Igazoljuk, hogy az A'B, B’ C és C’ A szakaszok felezépontjai
szabdlyos haromszoget alkotnak.

2. Az ABC haromszdg koréirt korével koncentrikus a k kér, ennek egy tetszéleges pontjaM. M-bél
mer6legeseket bocsdtunk a haromszog ol dalegyeneseire, ezek talppontjai A', B', C'. Igazoljuk,
hogy az A'B'C’ haromszdg terllete nem fliigg M helyzetétol.

2004. februar 6.
Ezt a szakkort Zabradi Gergely tartotta. A polinomok jéatszottak a fészerepet.

1. Leteznek-eolyan kiilonbdzé a,,a,,..., a, €gész szamok ugy, hogy
(x - al)(x - a, )(x -a, ) +1=p(x)q(x) , ha(a) p és q egész egyiitthatds polinomok. (b) p és
g raciondlis egyiitthat6s polinomok. (p ésq legalabb elséfokuak.)

2. pésqpératlan egészek. Lehet-eaz X* + 2 px + 20 polinomnak (a) egész, (b) raciondis gyoke?

3. p(x) ésq(xX) WWW egyiitthatds polinomok. Létezik r(x) val s egyitthatds polinom, amelyre
p(X)=q(X)r(x) Kovetkezik-e, hogy r(x) is WWW egytthat6s, ha (a) WWW=raciondlis, (b)
WWW= egész? Mi lehet WWW, hogy kovetkezzen?

4. Kezds és Mésodik felvéltvairjak be az egyitthatokat a kovetkezé egyenletbe. Kezdé nyer, ha3
val6s gyok lesz, killonben Mésodik. Kinek van nyeré stratégigja? x° +Kx> +Kx+K =0 .

5. Mutassuk meg, hogy az a x" +a,_,Xx"* +...+a, X+ a, polinomnak raciondist/s alaki
gyokeireteljesil, hogy t osztdja ag-nak, s osztdja a,-nek, ha (t,s)=1.

6. p(X) ésq(x) egész egyutthatds primitiv polinomok (egytthatoik relativ primek). Bizonyitsuk be,
hogy p(X)q(X) is primitiv.

7. (Gausslemma) Bizonyitsuk be, hogy ha egy egész egyiitthatés polinom felbonthat6 két
raciondlis egytthatos polinom szorzatéra, akkor két egész egyitthatds polinom szorzatérais
felbonthato.

8. p(X) egész egyiitthatds. p(0)=p(1)=1. Bizonyitsuk be, hogy p(x)-nek nincs egész gyoke.

9. Egy racionalis egyUtthatos harmadfoku polinomnak nincs val 6s gyoke. Bizonyitsuk be, hogy
irreducibilis.

Hazi feladat
1. Mutassuk meg, hogy egy paros foku paratlan egytthat6s polinomnak nem lehet raciondlis gyoke.
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2. Bizonyitsuk be, hogy haegy 1 féegyitthatoju n-edfokd polinom végtelen sok helyen egy egész
szam n-edik hatvanya, akkor egy elséfoku polinom n-edik hatvanya.

X(X- D(x- 2)...(x- k+1)
k!

egyUthatds polinom, ami minden egész helyen egész értéket vesz fel, az felirhatd

b, +b, f,(X)+b, f,(X)+...+b, f (X) aakban. (bo, by, ..., by egészek.)

3. Legyen f (X)=

. lgazoljuk, hogy minden olyan raciondlis

2004. februar 20.

A hazi feladatok meghbeszél ése utan geometriai egyenl 6tlenségeket vizsgaltunk.

1. lgazoljuk, hogy a haromszdg sztgeit radidnban mérve a szokésos j el 6l ésekkel :
R£aa+bb+cg<g_
3 atb+c 2

2. Kozismert, hogy a haromszdg koréirt és beirt kbrének sugaraira R legaldbb 2r. Milyen konstans
lesz a 2 helyett, hatetraéder koréirt és beirt gombjének sugarait vizsgaljuk?

3. lgazoljuk, hogy a haromsztg magassagainak, szogfelezéinek és stilyvonalainak dsszegére:
af AamE Q f£a gggR.

i=a,b,c i=a,b,c i=a,b,c
4. Egy hdromszogben AB=5, BC=4. Mekkora lehet a hdromszdg legnagyobb és |legkisebb szdge?
5. Mekkoraaz amaximalis sugart kor a sakktéblan, amely egyetlen fehér mezébe sem metsz bele?

Hézi feladat
1. Rajzoljunk egy kor koré egy hdromsziget és egy négyzetet. Bizonyitsuk be, hogy a négyzet
kertiletének tdbb, mint fele a hdromszég bel sgjébe esik.

2. lgazoljuk, hogy a hdromszog szogfelezdinek dsszegére, és a hozzairt korok sugaraira:

3

a f £rr +/rr +rr £—a+b+c)£r+r+r—r+4R

i=a,b,c

2004. marciusb.
Az el6z6 napon lezgjlott OKTV donto feladatait oldottuk meg az I1. és 1. katag6riaban.

2004. marcius?9.
Ezen anapon volt az els6 olimpial vaogatoverseny. A feladatok a kdvetkezék voltak:

1. Egy hoébortos zoldséges csak harom fajta gyimélcsot arul, almat, kortét és narancsot. Egyszerre
csak egyetlen szem gyimolcsot vehetlink, de hajlandd egy vasarl 6t napjaban tobb alkalommal is
kiszolgélni. Az arak isfurcsak: egy alma éppen annyi tallér, ahany koérte van még a boltban. Egy
korte kétszer annyi tallér, mint ahdny narancs van a boltban. Egy narancs éppen hdromszor annyi
tallér, mint ahdny almavan a boltban.
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Furfangos Frigyes egy reggel kifigyelte, hogy aboltban az al mak, korték és narancsok szama éppen
a=6, k=7, n=3. Szeretné megvasarolni mind a 16 darabot. Legkevesebb hany tallérravan szilksége
Frigyesnek és milyen sorrendben vasérolja meg a gyumalcsoket? (Feltételezzik, hogy aznap mas
vésarlo nem volt.) Hatarozzuk meg a sziikséges 0sszeget dtaldban is a, k, n fliggvényében!

2. Az ABC haromszogben AC=BC, a beirt kor kozéppontja K. Legyen P az AKB haromszdg koré irt
kor olyan pontja, mely az ABC haromszdg belsg ében van. P-n & parhuzamosakat hizunk az AC
és BC szérakkal. Ezek AB-t rendre a D és E pontokban metszik. Parhuzamost hiizunk P-n éa AB-
vel is, ez AC-t és BC-t rendre az F és G pontokban metszi.

Igazoljuk, hogy a DF és EG egyenesek metszéspontjaaz ABC kdré irt kbron van!

3. Egy pozitiv egész szdmot kdzvetlentl egymés utan kétszer leirva,, dupld’ szdmot kapunk. (Pl dupla
szam a 357357, amit a 357-bdl kaptunk.) Bizonyitsuk be, hogy a négyzetszamok kdzott végtelen
sok ,,dupld’ szam van!

2004. marcius 19.

1. Egy pontbdl indul6 négy félegyenes egy féltérbe mutat. Igazoljuk, hogy €l lehet metszeni egy
sikkal agy, hogy akialakuld konvex négyszog paral elogramma legyen.

2. Van-eatermészetes szamoknak két olyan végtelen részhalmaza A és B, hogy minden n természetes
szam egyértelmiien dljon el6 egy A-beli és egy B-beli szam sszegeként?

3. Mutassuk meg, hogy tetszéleges an, b, (n=1, 2, ..., N) valos szdmokbdl allé szam N-esekre van

N
olyan val6s x, amelyre é (an cosnx+Db, sin nx) =0 teljesil.

n=1

4. Bizonyitsuk be, hogy az x+y+2z+2t=a és 2x—2y+z—t=b egyenletrendszernek tetszéleges (a, b)
egészekre van egész megol dasa.

5. Egy részeges ember nagyon szereti a sort, minden nap legaldbb egy korsbval megiszik; tovabba
minden nap egész szamu korsdval iszik. Minden héten 12 korsot fogyaszt €. Bizonyitsuk be, hogy
van néhény egymaést koveté nap, amelyeken dsszesen 20 korsonyi sort iszik meg.

6. Létezik-e a természetes szamoknak olyan nemkonstans végtelen sorozata, amelyben a masodik
elemtél kezdve minden elem a két szomszédjanak a harmonikus kdzepe?

2004. aprilis 2.

A marciusi valogatéverseny feladatainak megol dasait részletesen megbeszéltilk. Tovabbi feladatok:

1. Tekintsik aH={1, 2, ..., n} halmaz 6sszesr eemii részhalmazédt. Mindegyikbdl kivalasztjuk a
legkisebb elemet. Ezek szamtani kdzepét jeldlje F(n,r). Igazoljuk, hogy F(n,r) = n__-:

r

2. LegyenThaz{1l, 2, .., n} halmaz azon Snem-ures részhalmazainak a szama, ahol az S-beli elemek
atlaga egész szam. Mutassuk meg, hogy Tr—n mindig paros szam.

3. Legyen p(nk) az (1, 2, ..., n) szamok azon permutéciinak szama, amelyekben k fixpont van.

Igazoljuk, hogy é kxp(n,k)=nl .

k=0

-9/11



Olimpiai szakkoér, Dobos Sandor 2003/2004

4.

Legyen H={1, 2, ..., 2001} ésjeldlje H azon részhalmazainak szamét S, melyekben az elemek
Osszege paros. Jeldlje tovabba H azon részhalmazainak szamét D, melyekben az elemek tsszege
paratlan. Melyik nagyobb és mennyivel S vagy D?

2004. 4prilis 16.
Az aabbi feladatok néhany évvel ezel6tt akinai OKTV dontében szerepeltek.

1

Az ABC hegyessz6gii hdromszogben C-nél nagyobb szdg van, mint B-nél. A D pont aBC oldalon
van, az ADBD tompaszdg. Az ABD hdromszdg magassagpontja H. Az ABD koré irt korén és
ABC héromsztgon belll van F. lgazoljuk, hogy F az ABC magassagpontja akkor és csak akkor,
haHD és CF parhuzamos és H az ABC koré irt kordn van.

Legyen a egy vads szam. Definidjuk  polinomok egy sorozatét: fo(X)=1 és

£,00=x,(0+ () (=L 2, ..). Igazoljuk, hogy f,(x)=x"f,E2 (n=0, 1, 2, ...).
exg

Hatarozzuk meg a polinomokat explicit médon is.

Legyen mpozitiv egész. |gazoljuk, hogy vannak olyan a, b, k egészek, melyekre a és b paratlan, k
nem negativ és 2m = a™® + b* + k 2%,

Hatérozzuk meg a legnagyobb | szdmot Ggy, hogy amennyiben az f(x) = x> +ax* +bx+c
minden gycke nem negativ, akkor f(x)3 I(x- a)’ teljesiil minden nem negativ x esetén.
Egy 4x4x4-eskocka 64 egységkockabdl épiil fel. Ezek koziil 16 piros. Egy szinezés ,, valtozatos’,

ha minden 1x1x4-es részen belll pontosan egy piros van. Hany ,vatozatos’ szinezés van? A
forgatésok egymésutanjaval azonos helyzetbe hozhaté szinezéseket kil 6inb6zének tekintjik.

2004. prilis 30.

Ezen a szakkoron a Turén verseny feladatait beszéltik meg:

1

Egy nxn-es tdblazat mezéibe az 1, 2, ..., n? szamokat irtuk, mindegyiket egyszer. Vegylnk két
azonos sorban, vagy oszlopban levé szdmot és tekintsik a nagyobb és a kisebb hanyadosat.
Tekintslik az Gsszes |ehetséges n?(n—1) ilyen szampéarbdl szarmazo torteket, legyen ezek kozil a
legkisebb atablazat , torpége”.

Legfeljebb mekkoralehet a,, torpe’?

Az ABC haromszog belsgében levé P pontnak a BC, CA, AB oldalegyenesekre esd meréleges
vetilletei rendre D, E, F. Tegyik fel, hogy AP? + PD? = BP? + PE* =CP?+ PF2. Az ABC
haromsztg hozzéirt kdreinek kézéppontjai legyenek A", B', C'.

Igazoljuk, hogy P az A'B'C' hdromszdg koré irt kor kozéppontja.

Legyen f(X)=x- 1 Az xo val6s szambdl kiindulvaképezzik az xo, X1=f(X0), ..... , Xn+1=F(Xn),
X

... sorozatot, amig csak x#0. Nevezzik az xo szamot ,,V-szamnak”, ha a sorozat véget ér, azaz
valamely n-re (n3 0) x,=0. Bizonyitsuk be, hogy minden nyilt intervallum tartalmaz V-
szamot.

A pozitiv egész n szambdl a koévetkezé modon képezzik a g(n) szamot:

) n utolsb jegyét a szam el g ére hozzuk, igy kapjuk k-t;
(i) k szam négyzete legyen j;
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(i) j sz&m elsb jegyét az utolsO helyre mozditva kapjuk g(n) értéké.
Példaul n=504 esetén k=450, j=202500, g(504)=025002=25002.
Hatérozzuk meg mindazon n szamokat, melyekre g(n)=n?.

A K1, ko, ks, ks klllONb6z6 korok, ki és ks kivilrdl érintik egymést P-ben. kz és ks korok is kivilrol
érintik egymast ugyanezen P pontban. A korok P-tdl kilonbozs kozos pontjai: kK, Ck, = A,
k,Ck,=B, k;Ck,=C, k, Ck =D. Mutassuk meg, hogy:

ABXBC _ PB?

ADXDC PD?’

Legyen f(x) olyan egész egylitthatds polinom, amely nem irhaté fel két alacsonyabb fokl egész
egyUtthat6s polinom szorzataként. Tegyuk fel, hogy f(x?) viszont felirhatd két 6nédla alacsonyabb
foku egész egytthatos polinom szorzatakent.

Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan egész egy(itthatds g(x) és h(x) polinom és k egész, hogy

£ () =kd(g()) - x(h(x)).

2004. mgjus 14.

A tanév utolso olimpial szakkdre. (Mgus 20-an 2. vdlogatoverseny.)

1

Egy egyenesen van n piros és n kék pont. Mutassuk meg, hogy az egyenesnek van olyan pontja,
melynek a pirosaktol vett tavol sdgainak dsszege megegyezik a kékektdl vett tavol shgainak
Osszegével. Mi ahelyzet, ha apontok a sikban vannak elszorva?

Az ABCD konvex négyszdgben az A, B, C cslicsoknd ugyanakkora szog van. Legyen az ABC
hé&romszdg magassagpontja M, koréirt korének kdzéppontja O. Igazoljuk, hogy O, M, D egy
egyenesen vannak.

Mutassuk meg, hogy barmely pozitiv egész n szam felirhaté k—m=n alakban, ahol k és m
szamoknak ugyanannyi primoszt6juk van.

Pozitiv egészek egy halmaza olyan, hogy barmely 2004 szomszédos szam kdzott van néhany
halmazbeli elem. Igazoljuk, hogy van a halmazban két olyan szam, hogy egyik osztja a masikat.

Egy 50x50-es tabla mezéit 4 szinnel szineztlk ki. 1gazoljuk, hogy kivélaszthaté egy olyan mezo,
melynek oszlopdban felette és aattais van vele megegyezé szinii mezd, tovabba soraban téle
jobbrais ésbarais van vele megegyezé szinii mez6.

ABCD hurnégyszog, az ABC, BCD, CDA, DAB haromszigek beirt kdreinek kdzéppontjai D', A,
B', C'. Igazoljuk, hogy A'B'C’ D’ téglalap.
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