Olimpiai szakkoér, Dobos Sandor 2007/2008

2007. szeptember 21.
Bemelegité feladatok régi Kirschék versenyekrél:

1

2.

10.

Biz. 17|2x+3y U 17|9x+5y.

Az A, B, C, D pontok egy egyenesen vannak. Szerkesztend6 olyan négyzet, melynek két
atellenes oldaldnak egyenese A-n és B-n, amésik ketté C-n és D-n megy &.

Biz. x* + 2x* + 2X + 2 nem irhat6 fel két mésodfok( egész egyiitthatds kifejezés szorzataként.
ab,cdl Z, Biz. 12|(b-a)(c-a)(d-a)(c-b)(d-b)(d-c).
Hany zérussal végzédik 1000!

Egy kor gordil egy kétszer akkora sugart kor belsgjében. Milyen padyét ir le a gordilé kor
kertiletének valamely pontja?

. Balkén Olimpiafeladatai:

Legyen ABC hegyesszogii haromszig, melynek beirt kore az AB ill. AC oldalakat D ill. E
pontokban érinti. Legyenek X ill. Y az ACBD ill. ABCD szogek szdgfelezdinek
metszéspontjai a DE egyenessdl éslegyen Z aBC szakasz felez6pontja. Bizonyitsuk be, hogy az
XYZ haromszog akkor és csak akkor egyenléoldal(l, ha BACD =60°.

Hatérozzuk meg az 6sszes olyan p primszamot, amire p®> - p+1 egy egész szam kobe.

Legyenek a, b, ¢ pozitiv val0s szdmok. Bizonyitsuk be az

2 2 2 2
a—+b—+c—3 a+b+c+M
b cC a a+b+c

egyenl6tlenséget. Mikor dl fenn egyenl 6ség?

Legyen N3 2egész szam. Legyen S {LZ,...,n} olyan, hogy Snem tartalmaz sem két olyan
elemet, amelyek egyike osztéja a masiknak, sem két olyan elemet, amelyek relativ primek. Mi az
ilyen S halmazok |ehetséges el emszamanak maximuma?

Az 1-8. feladatokat megbeszéltik, a 9. és 10. hézi feladat.

2007. oktober 4.

1

2.

3.

ab,c,dvaldsszamok. a® +b? =c? +d? =1 ésact+bd=0. Mennyi lehet ab+cd értéke?
Szerkesszilk meg a hdromszoget, ha adott AB, a beirt és az AB-hez hozzéirt kér sugara.

Egy kocka al akll terem falain mozog harom vadaszpék. Halgjuk az altaluk alkotott
haromszogben feszil ki. A teremben ropkdd egy [égy. A pdkok és alégy sebessége azonos.
Elkaphatjak-e a pokok alegyet?

Ketten amdbaznak. Amig A jatékos minden |épésben egy mezét jeldlhet be, addig B jatékos
minden |épéshben kettét. Akkor nyer B, hatiz szomszédosjeldltje lesz. Megakada yozhatja-e A,
hogy B nyerjen?

A k kor belsgében van az ABCD négyzet. Tekintsik azt akort, amely belllrél érinti k-t és érinti
az AB és AD egyenesek A-bol indul6 B-t és D-t nem tartalmazé felét, ez akor k-t A’-ben érinti.
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Hasonléan kapjuk B', C' ésD’ pontokat. |gazoljuk, hogy AA’, BB', CC' ésDD’ egy ponton
mennek &t.

Hany olyan p(x)=ax®+bx*+cx3+dx?+ex+f polinom van, amelynek egyttthatéi 100-nd nem
nagyobb kill6onb6zé pozitiv egészek és p(x) oszthatd x?+x+1-gyel ?

2a-b
2a+b

a, b olyan pozitiv egészek, hogy p = % primszam. Legfeljebb mekkoralehet p?

BBH at terliletiit h&romszbgben 4tg?g% + tg% +1g gQE 9R?, ahol Rakoréirt kér sugara.
e [7]

2007. oktober 19.

1

Kiemelhets-e (a+b+c) (a° +b® +c® - 3abc)-bél;

(b)Bontsuk szorzattd:  (X- y)° +(y- 2)° +(z- X)°.

Igazoljuk, hogy %/45+ 2042 + %/45- 294/2 raciondlis szam.

Legyenek a, b, ¢ killonbdzé val6s szamok. Lehet-e 3a- b+3b-c+¥c- a=0?

Van 25 kill6nb6z6 stlya sajitunk. Mindig megteheté-e, hogy valamely sajt kettévagasaval a
sgjtok két 13 darabos, egyenl6 stlyd kupacba rendezhetok legyenek?

Az ABC haromszog belsé szogfelezéi az AD és BE szakaszok, ahol D és E a szogfel ezék
metszéspontjai a megfelel 6 szemkozti oldalakkal. ED felezi az ADC szoget. Mekkoraa
haromszog A-nal |évé szoge?

Egy szamtani sorozat tagjai és differencigjais pozitiv egészek. A sorozat elsé n tagjanak atizes
szamrendszerbeli alakjban sehol sem szerepel 9-es szamjegy. Legfeljebb mekkoralehet n?

Keressiik meg mindazon pozitiv egész n szamokat (n3 2), melyekre teljesil a kdvetkezé:Minden
n-hez relativ prim a és b szam esetén n akkor és csak akkor oszt6ja (a—b)-nek, ha (ab—1)-nek is.

A K keruletii haromsz6g csticsainak tavol sagosszege a sik tetszéleges P pontjatol D, a haromszog
oldal egyeneseinek tavol sdgosszege P-t6l M. Bizonyitsuk be, hogy 4D% 4M2+K?2,

Keressiik meg mindazon véges (Xo, X1, X2, ..., Xn) Sorozatokat, melyekben minden i-re (i=0, 1, 2,
..., N) az x; értéke éppen a sorozatban szerepl6 i szamok szamaval egyenl 6.

2007. november 9.

1

. (a-b)? _a+b (a- b)?
a3 b>0.Biz £ -vJab £E——.
' 8a 2 8b
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1 1 1
2. Hatd&rozzuk meg az A szam egészrészét. A= —+—=+..+

NPINE 10000

3. lgaz-e, hogy 8(2 + @)na minden pozitiv egész n esetén péaratlan?

4. Az ABC haromszog belsé pontjaP, AB=BC. ABCD =80°, PACD =40°, ACPD =30°.
Hatérozzuk meg a BPC sz6g nagységét.

5. Vanegy kétkarl mérlegiink és hét silyunk. Ezek 1, 2, 4, 8, ..., 64 grammosak. Ezekkel az 1-et
kimérhetem tébb médon: pl. egy db 1 grammossal, vagy egy 2-es és egy 1-essel, ez utdbbit a
mérendd mellétéve. lgazoljuk, hogy nincs olyan stly, melyet 21-nél tdbb mddon is kimérhetiink!
Keressik meg mindazokat, melyek 21 féleképpen mérhetdk ki!

6. Adott asikon n olyan pont, hogy barmely kettejik tavol sdga egész szam (n3 4).
(a) Bizonyitsuk be, hogy n=4 esetén van két pont, amelyeknek tavolsaga 3-mal oszthato.
(b) Bizonyitsuk be, hogy n>4 esetén a pontok k6zott fellépd tavol sagoknak |egalabb az
egyhatoda oszthat6 3-mal.

7. Azs, S, Ss ..., So03 NEMnegativ val s szamok dsszege 2, tovabba tudjuk, hogy
SIS+ S2Se+SeSut . .. +S200252003+S2003S1=1. Legyen S= s,24+5,%+.. . +S003°. Hatérozzuk meg az adott
feltételek mellett Slehetséges legkisebb és legnagyobb értékét.

20007. november 23.

1. Egy kor alaku sziget partjan @l hat szikla. A kal6zok belevésték a szamokat 1-t6l 6-ig és az 123
és 456 haromszdgek magassagpontjai kozt féliton elastak akicset. Visszatérve megddbbenve
tapasztaltak, hogy a hullamverés |ekoptatta a sziklakrél a szamokat. Legkevesebb hany helyen
kell &sniuk, hogy megtaldljék akincset?

2 22-.2 3-2 n’- 2
< + + ... + <3.
n-1 2 3 n

2.  Mutassuk meg, hogy n>2 esetén: 3- (
3. Letorolheté-eaz 1!, 2!, ...100! szamok koziil egy Ugy, hogy atobbi szorzata négyzetszam
legyen?

4. lgazoljuk, hogy 930930n® - n minden n természetes szamrateljesil.

5. Milyen maradékot ad 39!, ha maradékosan osztjuk 4100-zal?

6. Nemnegativ val6s szamok végtelen sorozatét jel6lje ay, a, ... . Van olyan ¢ szam, amelynél
nincs a sorozatnak nagyobb eleme. A sorozatrdl még a kovetkezét is tudjuk:

1
|a,--aj|3 i+

: minden i, j esetén, hailj. Igazoljuk, hogy c3 1.

7. Egy sakk kdrmérkézésen k ember vett részt és mindenki mindenkivel egyszer jétszott. Miutén az
Osszes mérkozés lezgjlott kidertlt, hogy barmely 4 versenyz6 kdzott van olyan, aki atobbi hdrom
versenyz6 kozil egyet megvert, egytél kikapott, a harmadikkal dontetlenben egyezett meg.
Legyen ilyen feltételek mellet k alehet6 legnagyobb. Bizonyitsuk be, hogy 6E£KES.
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8.

Az ABC haromsz6g magassagpontja M, korulirt korének kézéppontja O, sugaraR. Tukrozzik a
haromszog cslcsait rendre a szemkozti oldalegyenesekre; legyenek atikorképek X,Y,Z, és
tegyuk fel, hogy ezek atikorképek egy egyenesen vannak. Mutassuk meg, hogy OM = 2R.

2007. december 14.

1

Megadhat6-e 6t poz. eg. Ugy, hogy barmely ketté kil bnbsége éppen a két szam Inko-ja.

L ehet-e négyzetszam (a) 4 azonos jegyre végzéds szam; (b) n”+d, ahol dn; (c) 40...09; (d)
(n-1n(n+1); (e) 2d-1, 5d-1 és 13d-1 mindegyike, ha d T {2,513} .

Az ABC derékszogii haromszégben meghuztuk a beirt kor azon két érint6jét, amelyek
mer6legesek az AB étfogora. Ezek az atfogot P és Q-ban metszik. Mekkoraa PCQ sz6g?

Egy hobortos zoldséges csak hdrom fajta gyumolcsot &arul, almét, kortét és narancsot. Egyszerre
csak egyetlen szem gyiimol csot vehettink, de hajlandé egy vasarl 6t napjaban tobb alkalommal is
kiszolgdlni. Az arak isfurcsak: egy alma éppen annyi tallér, ahany korte van még a boltban.
Egy korte kétszer annyi tallér, mint ahany narancs van a boltban. Egy narancs éppen haromszor
annyi tallér, mint ahdny alma van a boltban.

Furfangos Frigyes egy reggel kifigyelte, hogy a boltban az almék, kdrték és narancsok szama
éppen a=6, k=7, n=3. Szeretné megvasarolni mind a 16 darabot. Legkevesebb hany tallérravan
sziiksége Frigyesnek és milyen sorrendben vasérolja meg a gyumolcsoket? (Feltételezzik, hogy
aznap mas vasarl6 nem volt.) Hatdrozzuk meg a szilkséges dsszeget dtaldbanis a, k, n
flggvényében!

Az ABC haromsztgben AC=BC, abeirt kor kozéppontja K. Legyen P az AKB haromszdg koré irt
kor olyan pontja, mely az ABC hdromszdg belsgében van. P-n é parhuzamosakat hlizunk az AC
és BC szérakkal. Ezek AB-t rendre a D és E pontokban metszik. Parhuzamost hiizunk P-n & AB-

vel is, ez AC-t és BC-t rendre az F és G pontokban metszi.

Igazoljuk, hogy a DF és EG egyenesek metszéspontja az ABC koré irt kérén van!

Egy pozitiv egész szamot kozvetlenlll egymas utan kétszer leirva,, dupla’ szamot kapunk. (Pl
duplaszam a 357357, amit a 357-bdl kaptunk.) Bizonyitsuk be, hogy a négyzetszdmok kozott
végtelen sok , dupla’ szdm van!

2008. januar 11.

1

Tekintslik azokat a konvex négyszdgeket, amelyek 100 darab egységnyi oldal (i szabélyos
héromszogre darabolhaték. Mekkorék Iehetnek a megfelel 6 négyszdgek oldalai?

Adott egy egységnyi oldal U négyzet. Hatarozzuk meg a négyzet sikjéban levé azon korok
kdzéppontjainak a halmazét (mértani helyét), amelyeknek a négyzet mind a négy oldalaval két
kdz0Os pontja van.

Az a, b, ¢, d pozitiv egészekre ab=cd. Lehet-e a+b+c+d prim?

Van-e olyan gémb, amelynek egyetlen pontjaraigaz, hogy mindharom koordinétgja racionalis?
Az 1,2, ..., N szamok mindegyike piros, vagy zold. Egyszerre harom szam szinét

megvaltoztathatjuk, ha szdmtani sorozatot alkotnak. Mely N-re érhet6 el barmilyen szinezésrél
indulva, hogy minden szam piros legyen?

-417-



Olimpiai szakkoér, Dobos Sandor 2007/2008

Az ABCD konvex négyszog megfelelé csticsaind meghuiztuk a kilsé szogfelezoket, ezek a, b, c,
d. Metszéspontjaik aCb=K, bCc=L, cCd=M, dCa=N. Tudjuk, hogy aK-bdl
AB-re, L-bél BC-re, M-bél CD-re bocsatott merélegesek egy ponton mennek &. Bizonyitsuk be,
hogy ABCD hurnégyszog.

Az a, b, c val6s szamokat ugy valasztottuk, hogy pontosan egy olyan négyzet van, melynek
minden csticsargjtavan az f(x) = x> + ax® + bx + ¢ fiiggvény grafikonjan. Igazoljuk, hogy a

négyzet oldala 472

2008 januar 25.

Leirjuk egy sorba akovetkezé szamokat: 1, 1/2, 13, 14, ..., 1/1993. )
A kovetkez6 sorba aszomszédosak kulonbségeit: /2, 16, ...... ,  1/(1992:1993). Igy
folytatva minden sorban egyel kevesebb szdm lesz. Mely szdm @l az utolsd sorban egyediil ?

Az ABC haromszog AB oldalara kifele rgjzolunk egy O kdzéppont négyzetet. Legyenek M ésN
rendre a BC és AC oldalak felezépontjai. BC=a és AC=Db rogzitett, a C-nél levs szbg valtozhat.
Legfeljebb mekkora lehet OM+ON?

Mutassuk meg, hogy |étezik 100 kil 6nb6z6 egész olyan sorozata, hogy barmely ketté
szomszédosnak négyzetsszege négyzetszam legyen.

Egy egyenesen van balra egy piros, jobbra egy kék pont. Bejeldlhetiink két 0j, szomszédos
pontot azonos szinnel, vagy tordlhetlink két meglévé szomszédos azonos szinii pontot. Mutassuk
meg, hogy nem maradhat a végén csak két pont Ugy, hogy balra egy kék, jobbra pedig egy piros.
(Szomszédos két pont, ha nincs koztik més jeldlt pont.)

Bergengdciaban 2005 varos van. Fejletlen a csopostahal 0zat; semelyik két varost nem koti 6ssze
kodzvetlen csb. Az U szabdyok értelmében kiépithetnek kozvetlen csékapesolatot az A és B véaros
kozott, halétezik még két tovabbi varos C és D Ugy, hogy nincs kdzvetlen csépostasem A ésC,
sem C ésD, sem D és B kdzott. Legfeljebb hany csdvet épithetnek ki?

A hegyesszogli ABC haromszogben b >g . A koréirt kor kdzéppontja O, az AO egyenes D-ben
metszi BC-t. Az ABD és ACD haromszogek koréirt koreinek kozéppontjai rendre EésF. A B és
C kezdépontii BA és CA félegyeneseken van rendre G és H Ugy, hogy AG=AC és AH=AB.
Igazoljuk, hogy EFGH akkor és csak akkor téglalap, ha b - g = 60° .

Legyen p egy 2-nél nagyobb prim. A pozitiv egészek ay, ay, ..., ap> sorozatérdl tudjuk, hogy p
nem osztja sem a-t, sem (a*-1)-et (k=1,2, ..., p-2). lgazoljuk, hogy a sorozat néhany tagjénak
szorzata 2 maradékot ad p-vel osztva.

2008. februar 8.

1

K ét parabola adott a sikon, tengelyeik merélegesek és négy pontban metszik egymaést. 1gazoljuk,
hogy ez a négy pont harnégyszdget akot.

16000-nek legfeljebb hany osztdja adhatd meg Ugy , hogy egyik sem osztja valamelyik méasikat?
Gondoljuk meg ugyanezt 900-ra, 27 000-re.
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Az ABC haromsz6g AB oldalan adott a P pont, ezen keresztiill parhuzamost hlizunk a méasik két
oldalal. Ezek AC-t és BC-t M és N pontokban metszik. Szerkesztendé P, amelyre MN a
legrovidebb.

Adjunk meg olyan x-et, amelyre {x} + i lg =1. lgazoljuk, hogy X irraciondlis.
| X

Igazoljuk, hogy az x> el6all két mon. névé polinomfiiggvény killonbségeként. " polinom el54l1?

Igazoljuk, hogy tetszéleges pozitiv a, b, ¢, d szamokra a + b + c + d 3 2.
b+c c+d d+a a+b

Az 1 sugarl korbe irt sokszog oldalainak négyzetdsszege mely sokszog esetén lesz |egnagyobb?

a, b, ¢, d olyan nemnegativ val s szamok, melyekre a* - ab+b* =c?- cd + d?. Igazoljuk a
kovetkezd egyenl6tlenséget: (a +b)(c+d) 3 2(ab + cd).

Egy 2005%2005-0s tablazat elemei az {1, 2, ..., n} hamazbdl valok. Az i-dik sor elemei akotjak
az Xi halmazt, aj-dik oszlop elemei alkotjak az Y; halmazt. Melyik az alegkisebb n érték, melyre
|ehetséges, hogy az X, Xo, ..., Xoo0s, Y1, Y2, ..., Y2005 halmazok paronként kil onbdzok?

2008. februar 22.

1

Két 6nmagat nem metsz6 hétszdg cstcsai azonosak, nincs kozos élik. Lehetnek-e egybevagbak?
Hérom hétszbgre ugyanez.

Adott 100 pont a sikon, nincs 3 egy egyenesen. |gazoljuk hogy rajzolhat6 20 olyan diszjunkt
konvex négyszdg, amelynek cslicsai az adott pontok kozil valok. Rgjzolhat6 22 is?

Adjunk meg 8 pontot a sikban, amelyek kozil nincs 3 egy egyenesen és semely 5 nem alkot
konvex 6tszbget.

Egy gréf lergjzoléséat nevezzik kotésnek, ha barmely két élnek pont egy kdzos pontjavan. (Az aB
élen nem |ehet a grafnak tovabbi cslicsa.) Ez |ehet végpont, vagy metszéspont, ,,érintési” pont
nem. Adjunk meg n pontd, n élt kotést. Adjunk meg n pontt n @i kort. (Tudomésom szerint
megoldatlan, hogy |ehet-e kitésnek n-nél tobb éle.)

Egy geometriai gréfban minden él szakasz. Han pontjavan a sikban, hany ée lehet, habarmely
kettének pontosan egy kdzos pontjavan?

Az ABC szabélyos haromszog belss P pontjanak az oldalaktdl vett tavolsagai p*, o, r?.

Hatarozzuk meg azon P pontok mértani helyét, amelyreap, q, r szakaszokbdl hdromszig
szerkesztheto.

Legyen f : Z® Z kolcsdndsen egyértelmii leképezés. Igazoljuk, hogy van olyan
u,v:Z® Z,koélcsdtndsen egyértelmii |eképezések, amelyekre f=u+v.

Legyen a>1 pozitiv egész. Bizonyitsuk be, hogy barmely N egésznek van tdbbese a kovetkezé
éa"u

sorozatban: a, = a&—.
ena
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2008. marcius .
1-2-3 65 4-5-6 az OK TV dontdk feladatai 11. és111. kategoriabol

7.

Hatarozzuk meg § %X; (% +X;) maximumét, ahol az x —k nemnegativ szamok és dsszegik 1-

i<j

gyel egyenld.

Az R sugart gdmbbe irt ABCD tetraéderek kozil melyikre alegkisebb az AB+AC?*+AD?-BC?-
CD?-DB? Osszeg és mekkora ez az érték?

Egy vacsorara siitemény készil, a vacsoran varhatéan p vagy q személy fog résztvenni, (p,q)=1.
A siiteményt szokas szerint egy téglalap alaku tepsiben siitik meg. Legaldbb hany, nem
feltétlenil egyformarészre kell vagnunk a siiteményt, ha azt akarjuk, hogy ateljes slitemény szét
legyen osztva és minden vendég egyenl 6 mennyiségii sliteményt kapjon, barmelyik is kdvetkezik
be a két |ehet6seg kozul?

2008. prilis 18.

1

Egy egyiranyu utcéban n parkol6hely van egymas utén. Az utca n autés lakdja este munkabol
jovet dhajt akedvenc helyéig és ott parkol. Hafoglalt, tovabb megy és az els6 Ures helyre bedll.
Amennyiben kedvenc helye foglalt és utana sincs Ures hely, akkor vadul dudani kezd. Hanyféle
lehet a sof 6rok kedvenc helyeinek listga, ha sohanem veri fel &déz dudasz6 a kérnyéket?

Biz. nincsenek olyan k, m nemnegativ egészek, melyekre kl+48=48(k +1)".

Szerkessziink haromszdget, ha adott a BC oldal, a hozza tartozd stlyvonal ésaB és C cslicsnél
levo szogek kil onbsége.
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