11-es tehetséggondozo szakkor

Teljes indukcid, 6sszegzések
1. Igazoljuk a kévetkez8 oszthatdsigokat minden pozitiv természetes szimra:
a) 4| 7"+ 3",
b) 17| 7-5%71 + 23",
c) 133 | 11"+2 4+ 1227+,
2. Nevezetes Isszegképletek: az els6 # pozitv természetes szim, négyzetszdm, kobszdm sszege.
3. Hatdrozzuk meg a kévetkez6 kifejezések zdrt alakjit:
a) 1:242-3+3-4+...+n-(n+1);
b) 1:2-3+2-3-443-4-5+...+n-(n+1)-(n+2).

n
4. Altalinos médszer az E * osszeg kiszdmitdsira.
=1

S. Hatdrozzuk meg a kévetkezd kifejezések zdrt alakjdt, ahol 7 pozitv természetes szim:

1 1 1 1
a) + + oot —;
1-2 23 3.4 n(n+1)
1 1 1 1
b) + + +...+ ;
1-3 3.5 5-7 (2n—-1)(2n +1)
1 1 1 1
c) + + +...+ .
1-2-3 2-3-4 3-4-5 n(n+1)(n+2)

6. Bizonyitsuk be a kévetkezd egyenl8tlenségeket, ahol 7 pozitv természetes szdm:

1 1 1
Q) —+—+...4+— >V han > 2.
VioV2 Vn
1 1 1 13
b) + +...+—>—,han > 2.
n+l n+2 2n 24

7. Milyen 7 természetes szdmra teljestil, hogy 2” > n%?

2
2
8. Mutassuk meg, hogy 7 egyenes a sikot legfeljebb % részre osztja fel!

9. Mutassuk meg, hogy 7 kor a sikot legfeljebb n® — n + 2 részre osztja fel!

10. Milyen 7 esetén tudjuk 7 darab halmaz kapcsolatit korokbdl 4ll6 Venn-diagrammal dbrizolni?
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Indirekt bizonyitisok

1.

2.

Bizonyitsuk be, hogy /7 irraciondlis, amennyiben 7 pozitiv egész, nem négyzetszam.

Bizonyitsuk be, hogy V2 + /3 irracionilis szdm.

. Bizonytsuk be, hogy V2 + V3 + /S irraciondlis szam.
. Mit mondhatunk az V1 + V2 +. .. + \/z szdm irracionalitdsirdl? (7 pozity egész).

. Bizonyitsuk be, hogy irraciondlis szdm tizedestort alakjéban

a) legaldbb egy szimjegy;
b) legaldbb két szimjegy

végtelen sokszor szerepel.

. Bizonyitsuk be, hogy négy irraciondlis szim kozott mindig van hdrom, amelynek az sszege is irracio-

nilis.

Szabilyos ricssokszogek. Mutassuk meg, hogy nem Iétezik szabilyos ricshdromszog. Létezik-e szabd-
lyos ricsotsz0g, racshatszog? Mit mondhatunk 4ltaldban a szabdlyos rics-7-sz6g létezésérdl, han > 62

Euklideszi algoritmus, diofantoszi egyenletek

1.

2.

Legnagyobb ko6z6s osztd, kittintetett k6z6s osztd.

Euklideszi algoritmus.

. Legyenck a és b egészszimok. Mutassuk meg, hogy az 4 és b szimok legnagyobb kozos osztdja alkalmas

u és v egészekkel kifejezhetd (a5 b) = au + bv alakban.

. Legyenek a, b, c rogzitett egész szimok. Mutassuk meg, hogy az ax + by = ¢ diofantoszi egyenletnek

akkor és csak akkor létezik megolddsa, ha (4; 6) | c.

. Legyenek a, b, ¢ rogzitett egész szimok. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ | b és (a;¢) =1, akkor ¢ | b.

. Mutassuk meg, hogy az aldbbi tértek semmilyen 7 pozitv egész esetén nem egyszerdsithetSk:

3n+5
7n+12;
3n% +1
42 +3°

a)
b)
Linedris diofantoszi egyenletek megolddsa.

Oldjuk meg a kovetkezd diofantoszi egyenleteket:

a) 43x+ 25y =98;
b) 7x+ 11y = 118.



Vektorokkal megoldhaté feladatok

1.

10.

Egy hiromszog oldalaira kifelé szerkessziink négyzeteket. Két kiilonbozd négyzet egy-egy csticsdt
szomszédosnak nevezziik, ha 6ssze vannak koétve ugyanazzal a hiromszogesuccsal. Bizonyitsuk be,
hogy létezik olyan hdromszdg, amelynek oldalai pirhuzamosak és egyenl6k az egy-egy szomszédos
cstcspért Osszekotd szakaszokkal.

. Legyen O az ABC hiromszog koré irt kor kozéppontja, M a hiromsz6g magassigpontja. Bizonyitsuk

e T U =
be, hogy O4 + OB+ OC = OM.

. Tekintstik az ABCD huarnégysz6g ABC, BCD, ABD, ACD részhiromszogének magassigpontjait. Bi-

zonytsuk be, hogy ezek a magassigpontok az ABCD négyszoggel egybevigd négyszoget alkotnak.

. Azaés b vektorok nem pirhuzamosak. Bizonyitsuk be, hogy a ¢ = |b| - a+ [a] - b vektor pirhuzamos

az a és a b vektorok sz6gének szogfelezdjével.

. Euler-egyenes: A stlypontba mutaté helyvektort felhaszndlva igazoljuk, hogy a hiromszog koré irt

kor kézéppontja, silypontja és magassigpontja egy egyenesen van, és a sulypont harmadolja a magas-
sigpont és a korilirt kor kézéppontja kozotti szakaszt.

. Feuerbach-kor: Bizonyitsuk be vektorok segitségével, hogy egy hiromsz6g magassigtalppontjai, oldal-

felez6 pontjai, valamint a magassigpontls a csticsok kozotti szakaszok felez8pontjai egy koron vannak.

Egy tetszbleges P pontot titkrozziink el8szor egy A pontra, majd a tikérképet egy B pontra, az igy
nyert képet pedig egy C pontra; tovibb folytatva Gjra 4-ra, B-re és végul C-re. Bizonyitsuk be, hogy a
hatodik tiitkr6zés visszaviszi P-t az eredeti helyzetbe.

. Az O pontbdl két félegyenes indul ki. Az egyik félegyenesen 1év8 4, illetve 4, pontba az O-bdl az a,

Aa vektor vezet (1 # 0), a mdsikon 1év By, illetve B, pontba viszont a b, illetve ob vektor (o # 0).
Hatdrozzuk meg az A4, B, és a By A egyenesek metszéspontjaba mutatd v vektort (az A; és A5, illetve a
By és B, pontok kiilonbo6z8k, az 418, egyenes nem piarhuzamos B1.4,-vel).

. Az ABCD négyszdgben nincsenek parhuzamos oldalak. Legyen az 4B és CD egyenesek metszéspon-

ja E, az AD és BC egyeneseké F. Bizonyitsuk be, hogy az AC, BD, EF szakaszok felez8pontjai egy

egyenesen vannak.

Legyen P és Q az ABC hiromszog AB, illetve AC oldaldn Iév8 belsd pont tgy, hogy BC = CQ. Jeldlje
a BC oldal felez8pontjit E, a PQ szakasz felez6pontjit F. Igazoljuk, hogy az EF egyenes pirhuzamos

az ABC hdromszog A cstcsdbol indulé belsé szogtelezbvel!

Addiciés tételek alkalmazisai

1.

2.

Bizonyitsuk be, hogy
8 - cos10° - cos 20° - cos 40° = ctg 10°.

Igazoljuk a kovetkezd trigonometrikus azonossigot, ahol sinx # 0ész € IN.

sin 271y

2
COSX - COs2x - cos2 x---cos2’x = —
27+l L sin x



X
3. Igazoljuk a kévetkezd trigonometrikus azonossigot, ahol sin > #0én e IN.

2n+1
2

3
2 -sin —
2

sin X

§+COSX+COSZX+...+COS7LX':

x
4. Igazoljuk a kovetkezd trigonometrikus azonossigot, ahol sin > #0én e IN.

Coon+1
sin X
sinx +sin2x+... +sinnx = — - sin—.
2 -sin — 2
2

5. Oldjuk meg a kévetkezd trigonometrikus egyenletrendszert a valés szimpdrok halmazdn!

2

sin x+coszy = —

cosx — sinzy = 5

6. Oldjuk meg a kovetkezd trigonometrikus egyenletrendszert a valds szimpdrok halmazén!
x+y=

sinx - siny =

N R SS R

7. Oldjuk meg a kovetkez8 trigonometrikus egyenletrendszert a valés szimparok halmazin!

sin? x = sin y
cos* x = cos?y
8. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valds szimparok halmazin!
log, y —log,x =1
1
log, (cos(x +y)) — log, (sin(x +y)) = -3
9. Fejezzik ki cos nx-et cos x polinomjaként (7 pozitiv egész szdm).

10. Csebisev-polinomok.

Kupszeletek
1. Ellipszis, hiperbola, parabola definiciéja, jellemz8 adataik.
2. Azellipszis egyenlete.
3. A hiperbola egyenlete.

4. Kuapszeletek: az elnevezés indokldsa, Dandelin-gombaok, Dandelin-tétel.
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Komplex szamok
1. Komplex szimok defincidja, algebrai és trigonometrikus alak.
2. Miveletek komplex szimokkal.
3. Hatvinyozis, gyokvonis, egységgyokok.
4. A midsodfoku egyenlet megolddképlete.

S. Legyen n > 2 természetes szim. Bizonytsuk be, hogy

Q) z1+2+...+tz2, =2 +20+... + 2,

b) 2122...8%y :Z_lz_z Z
6. Adjuk meg a komplex szimsikon az aldbbi feltételeket kielégit pontok halmazit:
a) 1<zl <25
b) [z] = 2;
c) l[g+i| <1
d) lz—i| =lz+il;
e) |z <lz+il;
z—3

f)

3 = 2. Emlék: Apolloniusz-kor.

7. Oldjuk meg az alibbi egyenleteket a komplex szimok halmazin:

a) 22 +2=0;
b) 22 —2z+2=0;

c) 22 +8+17=0.

8. Végezziik el a kovetkez8 gyokvondsokat:

9. Tegytik fel, hogy a z komplex szdimra 224+2z+1=0 teljestil. Szdmtsuk ki a 2% 4276 kifejezés értékét!

10. Hozzuk zdrt alakra a kovetkez§ kifejezéseket:
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11. Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossigot:

cosSx =16cos’ x — 20 cos’ x + S COS X,

ahol x € R. Otlet: Irjuk fel kétféleképpen a (cos x + i sin x)° kifejezést.

12. Harmadfokd egyenletek. Cardano-képlet és alkalmazdsa.



