Bevezetés a projektiv geometria tanitasasba

1 Bevezeto feladatok

1. Anna és Peti (nem tul boles médon) besétaltak a vonatalagitba. Amikor az alagut har-
madaig értek, meghallottak a hatuk mogott a mozdony sipjat. Anna visszafordult, Peti
pedig folytatta az utat az alagitban. Mindketten pont az alagit végénél taldlkoztak a
szerelvénnyel. Mekkora volt a vonat sebessége, ha a gyerekek a sipszé meghallasa utan 10
km/h sebességgel szaladtak?

2. Rajzoljunk a téblira egy konvex négyszoget. Errol a négyszogrol azt tudjuk, hogy egy
téglalap alaku focipalyardl késziilt fénykép. Szerkessziikk meg a fényképen a focipalya
kozépvonalat.

3. Az el6z6 feladat megbeszélése utan definidljuk a vetitést egy adott pontbdl két sik kozott.
Milyen tulajdonsdgai vannak a vetitésnek? A megszokott tulajdonsidgok koziil melyik
teljesiil, melyik nem?

4. Az el6z6 feladat megbeszélése utan a kovetkezdket bizonyitattom be a gyerekekkel:
a. a vetités egyenestarto
b. egymadssal parhuzamos egyenesek képei parhuzamosak (ha pérhuzamosak azzal az
egyenessel, amelyet nem lehet levetiteni), vagy mind egy ponton mennek &t (sugarsort
alkotnak), és a kozos pontjuk rajta van azon az egyenesen, amely azokbdl a pontokbdl &ll,
melyek nincsenek benne a vetités értékkészletében.

5. Az el6z6 két feladat megbeszélése utéan definidlom az idealis térelemekkel bévitett projektiv
sikot.

6. Adott egy szakasz vetiiletének a képe. Mit kell még megadni, hogy a szakasz felezGpontjanak
vetiilete szerkeszthetd legyen?

7. Adott egy kor vetiilete (egy ovalist rajzolok a tablara). Szerkesztendé a kor kézéppontjanak
a vetiilete.

8. Az el6z6 feladat utdan kimondom a kovetkezO nehéz allitdst, melyet nem feltétleniil bi-
zonyitunk (ez a didkokon mulik), de més feladatokban felhaszndlunk: ha adott egy kor
és egy, a kort nem metsz6 egyenes, akkor lehet tigy vetiteni, hogy a kor képe kor legyen,
az egyenes képe pedig az idedlis egyenes legyen. A bizonyitdsom azon mulik, hogy a
sztereografikus projekciénal kor képe kor, amihez nem art valamennyit tudni a (térbeli)
inverziordl, bar meg lehet keriilni a bizonyitasban.

2 A vetités alkalmazasai

1. A PX és PY egyesesen lgy vesszik fel az A, B és C, illetve A’, B’ és C' pontokat, hogy
AA’, BB' és CC’ egy ponton menjenek &t. Bizonyitsuk be, hogy az AB’ és A'B, BC' és
B'C és a P pont egy egyenesre esnek.



. Adott harom egy ponton atmend egyenes, a, b és ¢, illetve hdrom pont az egyeneseken
kiviil, X, Y és Z. Szerkesztend6 az A, B és C pont az a, b és ¢ egyenesen 1gy, hogy AB
dtmenjen Z-n, BC' X-en és CA Y-on.

Ez a feladat is kivaléan alkalmas kisérletezésre Geogebra segitségével.
Megjegyzés: a feladat 6nmagaban is remekiil megallja a helyét, de a Desargues-tételhez is
kapcsolodik.

. Bizonyitsuk be a pillangé-tételt: adott egy kérben az AB hur, melynek felezépontja F'.
Legyen tovabba C'D és XY két tovabbi hur, mely dtmegy F-en. Messe CX és DY az
AB egyenest P-ben és Q-ban. Bizonyitandd, hogy F' a P(Q szakaszt is felezi.
Megjegyzés: nem a kettOsviszonyos bizonyitdsra gondolok, az eddig megbeszéltek alapjan
is talalhat6 egy bizonyitas.

. Szerkessziink érint6t egy adott korhoz egy adott pontbdl csak vonalzé hasznalataval.

. Adott két tavoli pont és egy nagyon rovid vonalzé. Kossiik Ossze a két pontot egy egye-
nessel.

Harmonikus pontnégyesek

. Az ABC héaromszog BC oldalan felveszek egy tetszoleges D pontot. Az AD szakaszon
ezutan egy P pontot mozgatok. A BP és a C'P egyesenes az AC illetve az AB oldalt R-
ben és S-ben metszik. Ellenérizziik Geogebraban és bizonyitsuk be, hogy az RS egyenesek
minden dtmennek egy fix ponton (sugérsort alkotnak).

. Harmonikus pontnégyesnek nevezem egy egyesnesen egy szakasz végpontjainak, felezépontjanak
és az egyenes idealis pontjanak vetitésével megkaphaté pontnégyeseket. Bizonyitando,
hogy a harmonikus pontnégyesek vetiilete harmonikus.

. Bizonyitsd be, hogy az aldbbi definicidk is egyenértékiiek a fentivel:
a. A, B és F, I harmonikusan vélasztjdk el egymdst, ha AI/IB = AF/FB.
b. Az AB szakasz hossza az AF és az Al szakasz hosszanak a harmonikus kozepe.

. Hogyan lehetne definidlni egy koron a harmonikus pontnégyeseket? Lehetséges definicidk:
a. lehet Ugy vetiteni, hogy a kor kor maradjon, a négy pont képe pedig négyzet legyen.
b. lehet gy vetiteni, hogy a kor kor maradjon, a négy pont képe pedig deltoid legyen.
c. ha a négy pont A, B, I és I, akkor Al - BF = BI - AF.

d. az A-ban és B-ben huzott érinték metszéspontja egy egyenesre esik [-vel és F-fel.

. Adott egy k kor és a koron kiviil egy P pont. A P pontbdl érintéket hizunk a k-hoz, az
érintési pontok X és Y. Egy tetszOleges P-n dtmend szel6 a kort az A és a B pontban
metszi.

Bizonyitsd be, hogy X, Y, A és B harmonikus.

Tovabbi alkalmazasok, kapcsolédé feladatok

. OKTV III. kategéria dént6, 2014/2015 1. feladat:
A k korhoz egy kiilsé ponton keresztiil egy e szel6t és két érintét huzunk, az utébbiak



érintési pontjai A és B. Az A ponton &thaladd, e-vel parhuzamos egyenes az A-tél
kiilonb6z6 C' pontban is metszi k-t. Bizonyitsuk be, hogy a BC egyenes felezi e-nek a
k-ba es6 szakaszit.

. a. Adott egy egyenesen A, B és F' ugy, hogy F felezi az AB szakaszt. Adott tovabba egy
P pont az egyenesen kiviil. Szerkesztendd a parhuzamos P-n keresztiil az egyenessel csak
vonalzdval.

b. Adott egy egyenesen A, B és H ugy, hogy H az AB szakasz A-hoz kozelebb harmadold
pontja. Adott tovdbba egy P pont az egyenesen kiviil. Szerkesztendd a parhuzamos P-n
keresztil az egyenessel csak vonalzdval.

. A hegyesszogli ABC haromszog magassagainak talppontjai az AB, BC' és C'A oldalakon
E, F és G. Messe EF, FG és GE a CA, AB és BC oldalak egyenesét az E’, F' és G’
pontokban. Bizonyitsd be, hogy E’, F’ és G’ egy egyenesre esik.

. Az A, B, C és D pontok ebben a sorrendben egy egyenesre esnek, tovabba adott a P pont
ugy, hogy APB<t = BPC< = CPD< = 45°. Milyen hosszi CD, ha AB =2 és BC =17

. a. Hany harmonikus pontnégyest taldlsz az aldbbi dbran? Hogyan lehet egy ilyen abrat
létrehozni?

oy,
Y= AN

b. Keressiink harmonikus pontnégyeseket a Feuerbach-koron.




