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1.

Griafelmélet

A grifelmélet napjaink egyik legdinamikusabban fejl6d8 matematikai tudomdnydga, grifokkal foglalkozik.
A grif naiv deﬁrn’ci(’)ja1 a kovetkezd:

1.1. Definici6 (grdf, él, csucs). Grifnak nevezziik a pontokbdl és ezek koziil néhdnyat 6sszek6td vonalakbdl
all6 alakzatot. A vonalak a grif élei, a pontok a grif cstcsai vagy pontjai.

A grifok segitségével torténd dbrazolds egyszer(ibbé teszi egyes feladatok megolddsit. A matematikailag
is korrekt definicié:

1.2. Definici6 (grif, ¢l, cstics). Legyen adott egy IV halmaz és £ c I x I rendszer (vagyis olyan x, y prok
osszessége, hogy x,y € V, és ilyen pdrok tobbszor is szerepelhetnek). Ekkora G = (V, E) pért grifnak
nevezziik, I elemei a grif csicsai (pontjai), £ elemei a gréf élei.

Ez megfelel az 1.1. definicié naiv fogalmdnak, hiszen adott V" csiicshalmaz esetén a grifot egyértelmd-
en meghatdrozza, ha megmondjuk, mely pontok vannak éllel 6sszekotve. Egy éle éppen egy {x, y} pontpdr
hatdroz meg, vagyis £ c V' x IV, az élek rendszere”.

A grifotamagyar dbécé nagybettiivel, a G grif pontjainak halmazit V' (G)-vel, az éleinek rendszerét £(G)-
vel jeloljiik. Gréfok lithat6k pl. az 1.1. dbrén.

1.3. Definici6 (részgraf, feszitett részgraf). Adott G grif esetén annak részgrafjinak nevezziik a G-bél véges
sok cstcs és él elhagydsdval keletkezd gréfot. A részgraf feszitett részgrif, ha G-bél csak éleket torolttink.

A gréfok tulajdonsdgainak vizsgdlatakor eltekintiink a pontjaik geometriai elhelyezkedésétdl, a pontokat
Osszekotd élek formdjatdl, csupdn a pontokra és az dsszekotés tényére vagyunk figyelemmel. Az 1.2. 4bra
rajzai pl. ugyanazt a két gréfot dbrazoljék.

Ezt mondja ki precizen a kévetkez8 definicid.

1.4. Definicié (izomorfia). Egy F grif izomorf egy G graffal, ha létezik olyan f : V' (F) — V(G) bijektiv
leképezés, amire {x, y} € E(F) < {f(x), f(y)} € E(G).

Példa

L.5. Példa. Mutassuk meg, hogy az 1.3. dbrdn ldthaté gréfok izomorfak!
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1.1. 4bra. Grifok

1.2. dbra. Izomorf gréfok

Megoldis: Az elsd rajzon nevezzik el a csicsokat. Ekkor a bijekciét az x jeld cstics esetén az x — x
hozzérendelés adja (1.4. dbra). Egyszertien ellenérizhetd, hogy ekkor az 1.4. definici6 teljestil a két gréfra.
A példdban szerepld grifot egyébként Petersen3-gréfnak hivjk.

1.1. A grifelméletben hasznilatos fogalmak

1.1.1. Hurok, tobbszoros él, fokszam

1.6. Definicié (hurok). Huroknak nevezziik a grifban az olyan élt, amelynek kezd 8- és végpontja ugyanaz.
Hurok pl. az 1.1. dbra mésodik gréfjiban a C-bdl indulé és oda visszaérkezd €l
1.7. Definici6 (tobbszoros €l). Ha a grétban két pontot tobb éllel is dsszekotiink, tobbszords élt kapunk.

Tobbszoros él ldthatd pl. az1.1. dbra harmadik grifjiban: A és B kozt kétszeres, C és D kozt hiromszoros
él van.

1.8. Definicié (egyszer(i grif). Ha egy grifban nincs sem hurok, sem Gsszetett €, akkor a grifot egyszer@
grifnak nevezziik.

LA matematikaban naivitds alatt nem tudomdnyos igényd, megérzésre alapul fogalomalkotdst értiink.

AV XV jelolés, illetve a részhalmaz-jel haszndlata nem teljesen korrekt, ha ugyanis £ valéban rendszer, akkor bizonyos elemei
t6bbszor is szerepelhetnek, igy nem lehet részhalmaz. Ezen jelolés alatt most tehdt azt értjitk, hogy Ea V' x V' részhalmaza” annyi
szabadsdggal, hogy bizonyos elemek ismétlédhetnek.

3Julius Peter Christian Petersen (Soro, 1839. junius 16. - Koppenhdga, 1910. augusztus 5.) ddn matematikus, algebrival,
szimelmélettel, analizissel és gréfelmélettel foglalkozott.
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oy

1.3. dbra. A Petersen-grif két dbrdzoldsa

1.4. 4bra. Az 1.5. feladathoz

Egyszer(i graf pl. az 1.1. dbra elsé gréfja.

1.9. Definicié (fokszim, izoldlt pont). Egy grif egy pontjinak fokszima a pontban taldlkozé élek szima.
Ha egy pontba nem fut be ¢l, akkor a pontot izoldlt pontnak nevezziik, az izoldlt pont fokszdma 0.

Ha A4 a grif egy csticsa, akkor fokszdmit d(G)-vel jeldljiik®.

4 E
E A
D
D B
oC
C

1.5. dbra. Tovabbi grifok

Az1.5. dbrin ldthatd két grif kozul az els6 fokszdmai rendre 3, 4, 3, 4, 2, a misodik fokszdmai rendre 1,
4,0,2,3.

‘Az angol degree - fok sz6bdl.
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1.10. Allit4s. Bérmely grifban a pontok fokszdimdnak Gsszege az élek szimdnak kétszerese.

Bizonyitds. A fokszimok Gsszegének szdimitdsakor minden él két végpontjit szimoltuk bele, emiatt az élek
szdmdnak kétszerese a fokszdmok 6sszege. ]

Az illitdsbdl azonnal kovetkezik két tovabbi egyszer dllitds.

1.11. Allit4s. Bérmely grifban a fokszimok Gsszege pdros szam.

Bizonyitds. Az1.10. illitds szerint a fokszdmok Gsszege az élek szimdnak kétszerese. Az élek szdma természe-
tes szim, ennek kétszerese paros. O

1.12. Allit4s. Bérmely grafban a paratlan fokszdmd pontok szima péros.

Bizonyitds. Mivel az 1.11. éllitds szerint a fokszdmok 6sszege pdros, ezért ha a paros fokszimu pontok fok-
szimosszegét ebbdl levonjuk, még mindig pdros szimot kapunk, mely a paratlan fokszimu pontok fokszim-
sszege. Pératlan sok pdratlan szdm 6sszege viszont pdratlan, igy sziikségképpen pdros soknak kell lenni. [

A tovébbiakban olyan grifokkal foglalkozunk, amelyek csticshalmaza véges halmaz, ezeket véges grifok-
nak nevezziik. Véges, egyszer( gréfra tovibbi tételek fogalmazhatéak meg a fokszdmmal kapcsolatban.

L.13. Tétel. Véges egyszer(i gratban van két pont, amelyek fokszima egyenld.

Bizonyitds. Legyen a grifnak » pontja. Az dllitdst indirekten bizonyitjuk, vagyis tegyiik fel, hogy ebben az
n csticsu grafban minden pont fokszdma kilonb6z8. Ez csak ugy lehetséges, hogy van 0, 1, 2, 3, .., n —
1 fokszdmu pont (mds lehet8ségek nincsenek, mivel a grif egyszeri). Ha az egyik pont fokszdma » — 1,
akkor minden misik pontba vezet bel8le él. Ekkor viszont ellentmonddshoz jutottunk, mivel igy nem lehet
0 fokszdim pont a grifban. Igy tehdt egy véges, egyszerti grifban biztosan van két olyan pont, amelyek
fokszdma egyenld. [

1.14. Definicié (teljes grif). Egy egyszert grifot teljes grafnak neveziink, ha minden pontjibdl minden
pontjiba vezet él. Az egy izoldlt pontbdl 4116 grifot is teljes grifnak tekintjik.

Az n cstcst teljes grif jelolése: K.
L.15. Tétel. Egy n > 2 pontd teljes grif éleinek szdma (}).

Bizonyitds. Kombinatorikai okoskoddssal: egy teljes grifban minden pont minden mdsik ponttal 6ssze van
kétve. Igy az élek szima annyi, ahdnyféleképpen ki tudunk vilasztani kettdt az 7 pont kéziil gy, hogy a
pontok kivélasztdsi sorrendjére nem vagyunk tekintettel. Ezt pedig (5)-féleképpen tehetjiik meg.
Geometriai okoskoddssal: egy 7 cstcsu teljes grif dbrizolhat6 # oldald konvex sokszogként, melynek
minden 4tléja be van hizva. A grif cstcsai a sokszog cstcsai, a graf élei a sokszog oldalai és 4tl6i. Az élek
szimdnak meghatirozdsihoz tehdt az 4tl6k szimdhoz hozz4 kell az oldalak szimdt. EI&bbibdl @ db van,

oldalbdl pedig 7 db. fgy a graf éleinek szdma:

n(;’z—3)+ _n(n=3)+2n nn-3+2) n(n-1) n! _n
2 "= 2 - 2 T2 T (m-2) \2f
a binomidlis egytitthaté definicidja alapjin. O
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1.6. dbra. Grif, annak komplementere, és a két grf egy dbrdn

Bizonyos problémék tirgyaldsa sordn hasznos a kévetkezd fogalom haszndlata:

1.16. Definicié (grif komplementere). Egy egyszerd G = (V, E) grif komplementerea G' = (V', E') grif,
ahol V' = I, és ¢ € E' pontosan akkor teljesiil, ha e ¢ E.

A komplementer grifot tehdt ugy kapjuk, hogy csticsai az eredeti graf cstcsaival egyeznek meg, és két
pont kézott pontosan akkor fut él a komplementer grifban, ha az eredeti grifban nem futott. Szemléletesen,
ha a grifot és a komplementer grifot ugyanazon # csticson rajzoljuk le, csak més-mds szind éleket haszndlunk,
a grif és a komplementerének élhalmaza kiadja a teljes graf élhalmazat® (1.6. dbra). Fontos megjegyezni, hogy
komplementere csak egyszer grifnak van (ha lehetséges a t6bbszords, illetve hurokélek értelmezése is, akkor
nem lenne viligos, milyen élrendszerre nézve beszélhetiink komplementerrdl).

Sokszor van sziitkséglink arra is, hogy egy gréf ¢leit irdnyitsuk, ezért definidljuk a kévetkezd fogalmat.

1.17. Definicié (irinyitott graf). Egy gréfotirinyitott grifnak neveziink, ha élei irdnyitott szakaszok. Ekkor
éleit irdnyitott éleknek nevezziik.

1.1.2. Ut, vonal, séta, kor

A kovetkezékben grifok bejirdsaval, illetve ennek kiilonb6z6 feltételd lehetSségeivel foglalkozunk (a prob-
Iémdt szintén gyakorlati feladatok motivéledk). Egy grif bejirdsa alatt bizonyos csticsainak egymads utdni so-
rozatdt értjiik gy, hogy a bejirds szomszédos csticsai kozott vezet él.

1.18. Definicié (séta). Sétinak nevezziik a grif éleinek egymdshoz csatlakozé sorozatdt, amelyben ugyan-
azok az élek és pontok t6bbszor is el6fordulhatnak.

Séta pl. A-bdl F-be az1.7. dbra grifjin az ABEBCDCETF bejiris.

1.19. Definici6 (vonal). Vonalnak nevezziik a grif éleinek egymdshoz csatlakozé sorozatit, amelyben min-
den ¢l csak egyszer fordulhat el8, de egyes pontok t6bbszor is eléfordulhatnak.

Vonal pl. 4-bdl F-be az1.7. dbra grifjin az AAEBDCDF bejirds.

1.20. Definici6 (at). Utnak nevezzitk a graf éleinek egymdshoz csatlakozé sorozatdt, amely egyetlen pon-
ton sem megy 4t egynél tobbszor.

>Mivel egyszer(i grafrél van szd, itt E valéban élhalmaz. Az elnevezést az indokolja, hogy FE' az E halmaznak az # csticsd teljes
gréf élhalmazdra vonatkozé komplementerhalmaza.
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1.7. dbra. Egy grif a séta, vonal, ut, kor fogalmahoz

Ut pl. 4-bSl F-be az 1.7. dbra grifjin az ABCDF bejirds.

A definicidk szerint tehdt a séta sordn tetszéleges szimu pontot és élt érinthetiink, a vonal sordn egy ¢lt
legteljebb csak egyszer, és az Gt sordn a pontokat és az éleket is legfeljebb csak egyszer érinthetjiik.

1.21. Definicié (kor). Kornek nevezziik a graf éleinek egymdshoz csatlakozé sorozatdt, ha a kiinduldsi pont
megegyezik a végponttal, egyébként minden ¢l és minden pont csak egyszer fordulhat el8.

A kor tehdt tekinthetd egy 6nmagdba zdr6dé dtnak. Kor pl. az 1.7. dbra gréfjin a AEFDCBA beji-
ris. Sokszor kornek nevezziik azt a grifot is, amely 6nmaga egy kor. A hurokélt 6nmagdban nem tekintjik
kornek.

1.22. Tétel. Ha egy gréfban két cstics kozott van vonal, akkor van at is.

Bizonyitds. Legyen a két pont 4 és B, avonal pedig V" = 4,4, .. 4, A4,, 4, = 4, 4, = B. Ha minden
cstcs indexe kiilonboz8, akkor mivel a vonalban minden €l egyszer fordul el8, V" egy ut. Tegyiik fel, hogy van
két azonos index, vagyis a vonalban van ... 4, 4; ... 4,4, ... részvonal - ez éppen azt jelenti, hogy a vonalban
van kor. Hagyjuk el ezen kor éleit és pontjait, akkor az el6z6 részvonal ... 4,4, 4; ... részre egyszertisodik, és
az ismétl6d8 pontpirok szima eggyel csokkent. Ha az 6sszes ilyen ismétl6d6 pontpdrra elhagyjuk a kéroket,

akkor egy 4, ... A, utat kapunk. [

Az1.22. tétel bizonyitdsiban ldtottak szerint az Gt tehdt nem mds, mint egy kérmentes vonal.
1.23. Tétel. Ha egy grifban két cstics kozott van séta, akkor van vonal is.

Bizonyitds. Legyen a két pont 4 és B, asétapedigS = 4,4, .. 4, 14,, 4, = 4, 4, = B. Ha a sétdban
nincsenek ... 4,4, ... A;4; ... alakd ismétlédések (tobbszor eléfordulé €lek), akkor S egy vonal. Ha van ilyen
élismétl6dés, akkor az 1.22. tétel bizonyitdsdban ldtottakhoz hasonl6an a kétszer el6fordulé ¢l elsé el6for-
duldsdnak kezd&pontjit és masodik eléforduldsinak végpontjit tartsuk meg (a koztes élsorozatot hagyjuk
el), igy az el6z8 részséta ... 4,4, ... alakira egyszertsddik. Egy ilyen lépéssel az ismétl8dd élek szdmdt eggyel
cs6kkentettitk. Minden ismétlédésre végrehajtva ezen lépést, végil egy A, ... 4, vonalat kapunk. O

8



GRAFELMELET

Az 1.23. tétel bizonyitdsa szerint tehdt a vonal nem mds, mint egy olyan séta, amelyben az élek nem
ismétl8dhetnek. Sok gyakorlati probléma megolddsa sordn fontos az a kérdés, hogy a graf egyik csticsibdl a
mésikba el tudunk-e jutni valamely élsorozat mentén. Az 1.22. és az 1.23. tételek szerint teljesen mindegy,
hogy ez élsorozat milyen jellegd, ezért azt irjuk el8, hogy legyen 1t.

1.24. Definicié (6sszefiiggd grif, komponens). Egy grifot 6sszefiiggének neveziink, ha birmely pontjibdl
bérmely pontjéba tton eljuthatunk. A nem Gsszefiiggd gréfok Gsszefliggd részei a komponensek.

Az1.7. édbra grifja pl. Gsszefiiggd, mig az 1.8. dbra grifja nem Gsszeftiggd, hirom komponense van.

1.8. dbra. Egy nem Osszeftiggd graf

1.25. Tétel. Ha egy Osszefiiggd grifban egy kor tetszéleges élét kihagyijuk, a grif Gsszeftiggé marad.

Bizonyitds. A kor egy élét elhagyva a kor megmaradd éleinek segitségével a két pont kézott at létesiil. fgy a
grif 6sszefiiggé marad azutdn is, hogy a kor egyik €lét kihagytuk. O

1.26. Tétel. Egy grifban pontosan akkor van kor, ha van két csticsa, melyet két kiilonboz6 at kot Sssze.

Bizonyitds. =: Tegyuk fel, hogy a griftban van kor, legyen ez 4,4, ... 4,4, (tetsz8leges csticsibdl indulva).
Legyen ennek egy pontja 4; (1 < 7 < n,7 € IN). Ekkor az 4,4, ... A, 1A, és az 4,4, ... 4,4, két db ut,
melyek A,-et és A4;-t kotik Gssze, és kiilonboznek.

«: Tegyuk fel, hogy a grifban van két pont, melyet kiil6nb6z6 utak kétnek 6ssze. Ezen utaknak vannak
kozos élei, és olyan élsorozataik, melyek kiilonboznek. Az ilyeneknek van k6z6s kezd8pontja és végpontja,
legyen az egyik ilyen élsorozat-pdr k6z6s kezdSpontja A4, k6z6s végpontja B, az élsorozatok pedig AC, ... C, B,
AD, ...D,B. Ekkor az AC, ... C,BD, ... D, A egy kor a grifban. ]

1.27. Tétel. Ha egy Gsszefiiggd, legalibb hirom csticst véges gréfban minden cstcs fokszdma legaldbb
kettd, akkor a gréfban van kor.

Bizonyitds. Kezdjink el a grafbdl tetszéleges ¢leket elhagyni, mig minden cstcs fokszdma pontosan kettd
nem lesz - a grif végessége miatt ez az eljirds véget fog érni. Viszont a legaldbb hirom csticst, Gsszefliggs
grifok, melyekben minden cstcs fokszdma kettd, éppen a korok. Igy a kapott grif egy kor, és az elhagyott
éleket visszavéve, az eredeti grifban is kor lesz. L]

Az1.27. tétel kovetkezménye, hogy ha egy grifban nincs kor, akkor a grifnak biztos van elséfoku pontja.

Példdk
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1.9. dbra. Az 1.28. feladathoz

1.28. Példa. Az1.9. dbra grifjaiban nevezzitk meg a hurkokat és a tobbszoros éleket. Melyik az egyszerd
graf?

Megoldis: Tobbszoros él az els6 grif CE éle (kétszeres €l), hurok a masodik graf BB és DD éle. A harma-
dik grifban sem t6bbszords €l, sem hurok nem taldlhatd, ez tehdt az 1.8. definicid szerint egyszer( graf.

1.29. Példa. Tudjuk, hogy egy teljes grifnak 6sszesen 190 éle van. Hdny csticsa van a gréfnak?

Megoldds: Az 1.15. tétel szerint, ha a teljes grfnak » csticsa van, akkor

n\ n(rn-1)
(2) = 5 =190.

Megoldandé tehdt az #(n — 1) = 380 egyenlet, amivel ekvivalens:
n* —n—380=0.

Ennek gyokei
3 1+v1+4-380 B 1+41521 _1+£39

12 = 2 2 2
vagyis 7, = =19, n, = 20. Mivel most # > 1, ezért a megoldds csak az » = 20 lehet. Tehdt a kérdéses grafnak

20 csticsa van.

1.30. Példa. Legyen G aza 10 cstcst grif, melynek cstcsai az {1, 2, ..., 9, 10} szimokkal vannak indexelve,
és az n és m index( cstics akkor van osszekotve

a) irdnyitatlan b) irdnyitott
éllel, ha n | m, és n # m. Van-e Gt 2-b8l 9-be? Milyen hossz a leghosszabb kor?

Megoldis: A kérdéses graf az 1.10. dbrén lithaté.

a) Az 1 minden szimnak osztdja, igy az 1-bSl minden csticsba megy él. Ezéltal a 2, 1,9 egy lehetséges tt.
Mivel az 1 minden csticsnak szomszédja, az is igaz, hogy birmely két cstcs kozt van dt.

10
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1.10. 4bra. Az 1.30. feladathoz

Nézziik mi a leghosszabb kér a grifban. Vegyiik észre, hogy elegendd a G' = G \ 1 grifot vizsgdlni (ez-
alatt azt értjitk, hogy elhagyjuk az 1-es cstcsot és a belSle kiindulé éleket). Ha ugyanis G'-ben van egy
kor, akkor ennek két tetsz8leges szomszédos pontjit 6sszekotve az 1-es csticesal, és a két pontot 6sszeko-
t6 élt elhagyva, eggyel hosszabb kért kapunk G-ben. Hasonléan, ha van G'-ben egy ut, akkor ennek két
végpontjit Ssszekotve 1-gyel, kort kapunk G-ben, melynek az ttnél kettével tobb éle van. Megkeresendd
tehdt G'-ben a leghosszabb at/kor. Ha ezt megtaldljuk, akkor a kettd kozil kivilasztva a hosszabbat, az
el8z8ekben leirt médon hozzévéve az 1-es csticsot, megkapjuk a leghosszabb kort G-ben. G grif az 1.11.
dbrdn lithaté. Az 1.11. dbrdn jol ldtszik, hogy G'-ben a leghosszabb kor 3 €Ibdl 4ll, mig a leghosszabb t

1.11. dbra. A G’ grif

5-bél (hdrom ilyen ut van: (9,3,6,2,4,8), (9,3,6,2,8,4), (9,3,6,2,10,5)). Ez utébbi utak valamelyi-
kéhez a fentiek szerint hozzdvéve az 1-es csticsot, kapjuk G-ben a leghosszabb koroket, melyek hét élbdl
dllnak (ezen korok: (1,9,3,6,2,4,8,1),(1,9,3,6,2,8,4,1), (1,9, 3,6,2, 10,5, 1)).

Ha a gréf élei irdnyitva vannak, akkor egy lehetséges it csak az irdnyitds mentén haladhat. A 2-bdl indul6
utak gy csak a 2 tobbszorosein haladhatnak, ezért 9-be nem érhetnek el, vagyis nincs irdnyitott tt 2-bdl
9-be. Ugyanigy, irdnyitott kor sincs a grafban, hiszen ez is egy 7 szim tSbbszordsein haladna, de mivel
korrdl van szé, lenne olyan m szdm, hogy 7 |m és m|n, amibdl kévetkezik, hogy 7 = m, igy a ,.kor” végiil
egyetlen pontbdl dllna, ami nem lehetséges.
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1.2. Grifok bejarasa

1.2.1. Euler-vonal

1.31. Definici6 (nyilt, zirt Euler-vonal). Euler-vonalnak neveziink egy vonalat a grifban akkor, ha a grif
minden élén dthalad. Az Euler-vonal lehet nyitott, ha kezdépontja nem egyezik meg a végpontjdval, és lehet
zart, ha kezd8pontja megegyezik a végpontjival.

Sok helyen a zirt Euler-vonalra az Euler-kor, mig a nyilt Euler-vonalra az Euler-it elnevezést is haszniljik.
Mi ezt kovetkezetesen nem tessziik, hiszen a zért Euler-vonal nem kér, a nyilt Euler-vonal pedig nem ut,
az 1.21. és az 1.20. definicidk szerint.

Az Euler-vonal definidlisa Euler® nevéhez kdthetd, aki els8ként fogalmazott meg tételeket az akkoriban
népszerl kovetkezd kérdés kapesin. A probléma torténete, hogy a poroszorszigi Konigsberg (most Kali-
nyingrdd, Oroszorszdg) virosban hét hid ivelt 4t a virost dtszel$ Prégel folyon gy, hogy ezek a folyd két szi-
getét is érintették. A konigsbergiek azzal a kérdéssel fordultak Eulerhez, vajon végig lehet-e menni az Gsszes
hidon gy, hogy mindegyiken csak egyszer haladjanak dt, és egyuttal visszaérjenek a kiindulépontba. Euler
az 1.39. példdban litottakhoz hasonl6an igazolta, hogy ez nem lehetséges, és bizonyitotta a kovetkezd tételt:

1.32. Tétel (Euler-tétel). Izoldlt pontot nem tartalmazé gritban akkor és csak akkor van zdrt Euler-vonal,
ha a graf 6sszefiggd és minden pont fokszdma péros.

Bizonyitds. =: Tegyik fel, hogy egy izoldlt pontot nem tartalmazé grifban van zdrt Euler-vonal. Ekkor
a graf egyrészt sszefligg8, mert az Euler-vonal minden élet tartalmaz, igy minden ponton legaldbb egyszer
dtmegy. Vagyis birmely két pont kézt van vonal, akkor az 1.22. tétel szerint birmely két cstcs kozt van dt
is, és az 1.24. definicié értelmében a graf 6sszefiiggd. Ha az Euler-vonal egy élen bemegy egy csticsba, akkor
onnan egy misik élen ki is kell jonnie, ezért az Euler-vonal kézbensd pontjainak fokszdma paros. Emellett,
mivel a kezd8pont megegyezik a végponttal, ezért onnan egy élen elindulva, majd masikon visszaérkezve (és
kozben esetleg valahdnyszor dtmenve rajta) a kezdépont fokszdma is pdros lesz.

«: Tegyiik fel, hogy a G gréf 6sszeftigg8, és minden fokszdma pdros. Ekkor az 6sszefiigg6ség miatt nincs
benne izoldlt pont. Tekintsiink egy leghosszabb vonalat G-ben, ami egyetlen élet sem hasznal egynél t&bb-
szor. Mivel minden fokszdm pdros, ezért ennek kezd8pontja szitkségképpen egybeesik a végpontjéval. Te-
gytk fel ugyanis, hogy ez nem igaz: ekkor a kezd6/végpontbdl még indul a vonal 4ltal bejiratlan él, ami men-
tén a vonal hosszabb4 tehetd - ez viszont ellentmondds, hiszen feltettiik, hogy a vonal a lehetd leghosszabb.

A leghosszabb vonal kezd8- és végpontja tehdt megegyezik. Ha minden élet tartalmaz, akkor ez egy zirt
Euler-vonal, és készen vagyunk. Ha nem, akkor létezik bejdratlan ¢€l, és az Gsszefiiggéség miatt létezik mdr
érintett csticsbdl induld bejdratlan él. A meglévd zdrt vonalat végigjirhatjuk ebbdl a pontbdl, ekkor ide is
érkeziink vissza, és folytathatjuk a bejdratlan élen. Akkor viszont ezismét hosszabb vonal, minta leghosszabb
vonal, ami ellentmondis. A leghosszabb vonal tehdt 6nmagdba zdrédik, és minden élet pontosan egyszer
tartalmaz, igy zért Euler-vonal. O

Ezek utdn egyszer( sziikséges és elégséges feltételt adni arra, hogy mikor van a gréfban nyilt Euler-vonal.

1.33. Tétel (Euler-tétel). Izoldlt pontot nem tartalmazé gréfban akkor és csak akkor van nyilt Euler-vonal,
ha a graf 6sszefligg8 és pontosan két csticsa pdratlan fokd, a t6bbi fokszima péros.

°Leonhard Euler (Bizel, 1707. dprilis 15. - Szentpétervdr, 1783. szeptember 18.) svdjci matematikus és fizikus, az egyik leg-
termékenyebb és legjelent8sebb tudés. Maradandét alkotott a szdmelméletben, a geometridban, nevéhez fiz8dik a hdromszogek
Euler-egyenesének és Feuerbach-korének felfedezése, az Euler-féle poliédertétel, rengeteg analitikus dllitds bizonyitdsa. A grafel-
mélet nyitdnydnak tekinthetd a konigsbergi hidak problémdja, mely az Euler-vonal fogalmahoz vezetett.
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Bizonyitds. =: Tegyiik fel, hogy egy izoldlt pontot nem tartalmazé grifban van nyilt Euler-vonal. Az 1.32.
tétel bizonyitdsdban ldtottak szerint a graf osszefiggS. Az Euler-vonal kézbensd pontjainak foka ugyancsak
az el6bbiek szerint paros. Ugyanakkor a kezd8- és végpont foka pdratlan, hiszen el6bbibél indul az Euler-
vonal (és utdna esetleg néhdnyszor dtmegy rajta, a fokszimot pdros szimmal névelve), utébbiba érkezik az
Euler-vonal (és ugyancsak kimehet még bel6le paros sok €1, az Euler-vonalon t6rténd bejirds sordn). Tehdt
két pont foka pdratlan, a t6bbié pedig péros.

«: Tegyuk fel, hogy az 6sszefligg$ G grifban pontosan két cstics fokszdma pdratlan, a tobbié pdros. Az
Osszefliggbség miatt nincs benne izolalt pont. Kossiik ssze a két paratlan fokszimu cstcsot, az igy nyert G’
grifban minden pont foka pdros, igy az 1.32. tétel szerint van benne zirt Euler-vonal. Elhagyva a behtzott
élet, egy nyilt Euler-vonalat kapunk G-ben, melynek kezd§- illetve végpontjai a paratlan fokszimu pontok.

]

Az1.33. tétel bizonyitdsibdl tehdt kovetkezik, hogy a nyilt Euler-vonal az egyik pdratlan fokszdma cstcs-
bdl indul, és a mésik pdratlan fokszdmu csticsba érkezik.

1.2.2. Hamilton-kor, Hamilton-at

Az Euler-vonal egy olyan vonal, mely minden élet pontosan egyszer tartalmaz. Ennek pontokra vonatkozé
megfelel8je az olyan t, mely minden pontot csak egyszer tartalmaz.

1.34. Definicié (Hamilton-at, Hamilton-kor). Az olyan utat, amely a grif minden cstcsdn dthalad,
Hamilton-tutnak nevezziik. Az olyan utat, amely a grif minden csticsdn dthalad, és végiil a kiindulépontjiba
tér vissza, Hamilton-kornek nevezziik.

Az Gt definicidéjibdl adédik, hogy a Hamilton” -t minden ponton csak egyszer halad 4t. A Hamilton-
korre szintén ez teljesiil annyi szabadsiggal, hogy az elsé és utolsé pont megegyezik (ezdltal ezt kétszer litogatja

meg).
Az1.12. dbra grifjaban pl. van Hamilton-kér: ABIHFGEDCA.

1.12. dbra. Egy grif, melyben van Hamilton-kér

Sziikséges és elégséges feltételt taldlni Hamilton-kor létezésére meglehetdsen nehéz®, és napjainkig nem is
taldltak hatékonyan ellendrizhetd feltételt. Nyilvin sziikséges, hogy a griflegyen 6sszefiiggd, és legyen benne
kor, erre elégséges feltételt ad (legaldbb 3 cstics esetén) pl. az 1.27. tétel. Semmi sem garantilja viszont, hogy
ez a kor minden cstcsot tartalmaz.

7Sir William Rowan Hamilton (Dublin, 1805. augusztus 4. - Dublin, 1865. szeptember 2.) ir matematikus, fizikus, csillagdsz.
Féként fizikdval, algebréval foglalkozott, a réla elnevezett Hamilton-kor egy dltala kitaldlt matematikai jiték kapcsdn mertiilt fel.
8368t eza »nehézség” matematikailag is precizen kifejezhetd.
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Tovébbi sziikséges feltételt ad meg a kovetkezd tétel:

1.35. Tétel. Ha G grifban van Hamilton-kor, akkor birmely 1 < £ < 7 db csticsdt elhagyva legfeljebb £

komponensre esik szét.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy G n-cstcst grifban van Hamilton-kér. Ekkor csticsai ezen kor mentén helyez-
kednek el, legyen a cimkézéstik pl. A 4, ... 4, 4. Teljes indukciét hasznilunk a kivett csticsok szdma szerint.
Hak = 1, akkor egy tetsz8leges 4, (1 < 7 < n) cstcsotvesziink ki, ésakorbdlaz 4,1 4;,, ... 4,414, ... A;_,4; 4
utat kapjuk (ez az 1.34. definicié értelmében egy Hamilton-ut). Birmely pontbdl birmely masik Gton elér-
hetd, az 1.24. definicié szerint a grif 6sszefiiggé maradt, a komponensek szima 1.

Tegytik fel, hogy az dllitds igaz k-ig, igazoljuk &+ 1-re: a k+ 1 pontot tgy hagyjuk el, hogy a grifbdl el6szor
elhagyunk % db cstcsot, majd egyet. ElSbbi esetben az indukcids feltétel szerint legfeljebb £ komponensre
esett szét. A tovébbi plusz egy cstics elhagydsa valamelyik komponensben torténik, és mivel a pontok ott is
utra fzhetdek, ezért ez a komponens legfeljebb két részre esik szét, ami a komponensek szimdnak eggyel
valé novekvését eredményezi. £ + 1 cstcs elhagydsdval tehdt a grif legfeljebb £ + 1 komponensre esik szét, az
allitds igaz. L]

Az1.35. tétel szerintha G grif olyan, hogy valamely 1 < £ db cstcsit elhagyvalegaldbb £+1 komponensre
esik szét, akkor G-ben nincs Hamilton-kor.

Dirac és Ore tételei

Nézziink most Hamilton-kor létezésére vonatkozo elégséges feltételeket, melyek Dirac’, illetve Ore' nevéhez

kapcsolédnak.

1.36. Tétel (Dirac-tétel). Ha egy 7 csticst egyszerd, Osszeftigg$ grifban minden cstics fokszdma legaldbb
5, akkor a grifban van Hamilton-kér.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy G grifban a feltételek teljesiilnek, de nincs benne Hamilton-kér. Telit-
siik a grifot ¢lekkel a kovetkez8képpen: addig htizunk be 4j éleket (az egyszer(iség megtartdsval), amig abba
helyzetbe nem kertilink, hogy birmely még hidnyzé ¢él behtzdsival mir lenne a grifban Hamilton-kér. fgy
kapjuk a G’ grifot, melyben tehit vannak &sszekotetlen csticsok. Ha barmely két ilyen csticsot 8sszekdtnénk,
akkor a grifban mér lenne Hamilton-kor, igy barmely két 6sszekotetlen cstics kozt van Hamilton-ut. Legyen
egy ilyen sszekotetlen cstcspdr X és Y, a csticsok a Hamilton-ut mentén X, X, .. X, X, X, == X, X =Y
(1.13. 4bra). Vegyiik észre, hogy ha {X, X/} éle a grifnak, akkor {X;_;,Y} nem éle, ellenkezd esetben ugyanis
XX, .. XYY, X, ,..X,X Hamilton-kor lenne. Mdsrészt, az Gj élek behtzdsa a fokszdmokat nem csok-
kentette, igy X-nek tovibbra is legaldbb 5 szomszédja van. Ez az el6z8ek szerint azt jelenti, hogy legaldbb 5
cstcs nincs Osszekotve Y-nal. Mivel a grif egyszerd, ezért hurokélek nincsenek, vagyis Y 6nmagéval sem lehet
osszekotve, ezért fokszdma legfeljebb » — 1 — 5 = 5 — 1, ami ellentmond annak, hogy a fokszima legaldbb 7.
Ellentmonddshoz jutottunk, igy az eredeti grifban kell Hamilton-kérnek lennie, a tétel igaz. O

Altaldnosabb feltétekkel is megadhaté elégséges feltétel, figyeljitk meg a bizonyitds hasonlésigit az 1.36.
Dirac-tételével.

?Gabriel Andrew Dirac (Budapest, 1925. mdrcius 13. - Arlesheim, 1984. jalius 20.) magyar szdrmazdsi matematikus, mara-
dandét a gréfelmélet terén alkotott. Mostohafia a fizikus Paul Diracnak, illetve unokaéecse Wigner Jenének.

1()sttein Ore (Oslo, 1899. oktéber 7. - Oslo, 1968. augusztus 13.) norvég matematikus. Algebrdval és grifelmélettel foglalko-
Zott.
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1.13. dbra. Az1.36. Dirac- és az 1.37. Ore-tétel bizonyitisdhoz

1.37. Tétel (Ore-tétel). Ha egy z csticst egyszer, Gsszefiiggd grifban barmely két 8sszekotetlen X, ¥ cstics
fokszdméra d(X) + d(Y) = n teljestil, akkor a grifban van Hamilton-kor.

Bizonyitds. Indirekt tegytik fel, hogy G grifban a feltételek teljestilnek, de nincs benne Hamilton-kér. Telit-
stk a grafot élekkel a kovetkez8képpen: addig htizunk be 4j éleket (az egyszertiség megtartdsival), amig abba
helyzetbe nem keriiliink, hogy birmely még hidnyzé él behtzdsival mir lenne a grifban Hamilton-kér. fgy
kapjuk a G grifot, melyben tehdt vannak Gsszekotetlen csticsok. Ha barmely két ilyen cstcsot 6sszekot-
nénk, akkor a grifban mdr lenne Hamilton-kor, igy birmely két 6sszekotetlen cstics kozt van Hamilton-ut.
Legyen egy ilyen Osszekotetlen csticspir X és Y, a csticsok a Hamilton-Gt mentén X, X, .. X, X, X; = X,
X, := Y (1.13. dbra). Vegytk észre, hogy ha {X, X/} éle a gréfnak, akkor {X,_;,Y} nem éle, ellenkezd esetben
ugyanis XX, .. X, ,YY X .. X, X Hamilton-korlenne. Mdsrészt, az 6j élek behtizdsa a fokszimokat nem
cs6kkentette, igy X-nek legaldbb d(X) szomszédja van. Ez az el6z6ek szerint azt jelenti, hogy legalibb d(X)
cstcs nincs Osszekotve Y-nal. Mivel a grif egyszer, ezért hurokélek nincsenek, vagyis ¥ 6nmagdval sem lehet
osszekotve, ezért fokszdma legfeljebb:

A(Y) <n—-1-d(X)
AX) +d(Y) <n-1,

ami ellentmond annak, hogy d(X) + d(Y) = ». Ellentmonddshoz jutottunk, igy az eredeti grifban kell
Hamilton-kornek lennie, a tétel igaz. ]

Példdk

1.38. Példa. Meg tudjuk-e rajzolni az 1.14. dbrdn ldthaté boritékot tgy, hogy kézben nem emeljiik fel a
ceruzdnkat, és minden vonalon csak egyszer menjiink végig?

1.14. dbra. Egy borit¢k

Megoldis: Tekintsiik a boriték dbrdjdt egy 6tpontd grifnak, ésirjuk a csicsok mellé a fokszdmokataz1.15.
dbrdn ldthaté médon.

Ceruzink felemelése nélkiil a grafot akkor tudjuk megrajzolni (minden ¢l egyszeri megrajzoldsdval), ha
a grdfban van Euler-vonal. A fokszdmok: 3,4,2, 4,3, igy az 1.33. tétel szerint van nyilt Euler-vonal, igy a
borit¢k a kivint médon megrajzolhatd.
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1.1S. 4bra. Az1.38. feladathoz

1.39. Példa. Kalocsa virosin a Vajas csatorna folyik keresztiil, a kiilonb6z8 virosrészeket 8, forgalomban
1év6 hid koti 6ssze (1.16. dbrin kiemelve). Lehetséges-e végigmenni az 6sszes hidon gy, hogy mindegyiken
csak egyszer haladjunk dt, és

a) visszaérjiink a kiindulépontba; b) nem kell visszaérniink a kiindulépontba?

1.16. dbra. Kalocsa és hidjai

Megoldis: A hidak elhelyezkedése a probléma szempontjdbdl lényegtelen, legyen a Vajas dltal elvilasz-
tott vérosrészek mindegyike egy K grif egy-egy pontja, a hidak pedig a pontokat 6sszekotd élek. Akkor
az 1.16. dbra térképe szerint az 1.17. dbrdn lithat6 grifot kapjuk. Feladatunk egy olyan bejirds megtaldldsa,
mely minden élet (hidat) pontosan egyszer érint: ez egy Euler-vonal keresés. Az 1.32. tétel és az 1.33. tétel
alkalmazdséhoz irjuk fel a grif cscsainak fokszdmait, ezek rendre 7,4, 5. Az 1.32. tétel szerint zirt Euler-
vonal nem létezik, vagyis az a) kérdésre a vilasz nemleges. Viszont az 1.33. tétel szerint nyilt Euler-vonal van,
ha az A virosrészbdl indulunk, és a C-be érkeziink, vagy forditva. A b) kérdésnek megfeleld bejdrds tehit
1étezik.

1.40. Példa. Bizonyitsuk be az1.36. Dirac-tételt az 1.37. Ore-tétel segitségével!

Megoldis: Tegytik fel, hogy egy 7 csticst 6sszefligg gréfban minden cstics fokszdma legalibb 3, akkor
barmely két 6sszekotetlen X, Y csticsrais d(X) +d(Y) = 5 + 5 = n, vagyis teljesiil az 1.37. Ore-tétel feltétele,
a grétban van Hamilton-kor.
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1.17. dbra. A K graf

1.41. Példa. Egy hotelba egy 100 f6s tdrsasdg érkezett, akik koziil kezdetben barmely két ember jéban volt
egymdssal. Esténként egyetlen nagy kerek asztal koré tilt le mindenki, de egy-egy vacsora alkalmaval az egy-
mds mellé keriilt emberek 6rokre Gsszevesztek egymdssal. A tirsasig minden vacsora elSte ugy l le, hogy
mindenki jéban legyen a szomszédaival. Ha ez nem lehetséges, akkor az sszes résztvevé még aznap este
hazamegy, el8bb azonban nem. Mutassuk meg, hogy legaldbb 25 éjszakit a hotelban télt a térsasig!

Megoldis: Az:. napivacsoraeldtti dllapotot dbrizoljuk egy 100 csticst G; graffal, ahol a csticsok a térsasig
tagjai, és két cstics akkor van 6sszekotve, ha a nekik megfelel6 emberek joban vannak. A tdrsasig akkor marad
még egy ¢jszakdra, haa grifban van Hamilton-kér. Az 7. vacsoraalkalmdvala G,_; gréfbdl egy Hamilton-kore
éleinek torlésével kapjuk G;-t, melynek sordn minden cstcs foka 2-vel cs6kken (mindenki a szomszédaival
veszik 6ssze). Kezdetben minden cstics foka 99 volt (G a 100 csticst teljes graf), igy az 7. vacsora el6tt minden
csucs foka 99 — 2(7 — 1).

Ha7 <25, akkor 99 = 2(7 = 1) = 99 — 2(25 - 1) = 51 > 50, vagyis G, minden csticsinak foka nagyobb
a grif csicsszdmdnak felénél. Ezért az 1.36. Dirac-tétel szerint ha 7 < 25, a gréfban van Hamilton-kér, igy
legaldbb 25-sz6r tudnak egyiitt vacsordzni, tehdt ennyi éjszakit legaldbb a hotelban toltenek.

1.3. Fik és erdSk

1.42. Definici6 (fa, erd§). Az olyan egyszerd, Gsszefiigg grifot, melyben nincs kér, finak nevezziik. Ha

egy graf komponensei fik, akkor a grifot erdének hivjuk.

Falithatd pl. az 1.18. dbrin. A fa elnevezés a grif alakjibdl adédik™.

1.18. dbra. Egy fa

Nézzik meg a tik néhdny egyszer( tulajdonsigit.

YAz erdé elnevezés ugyancsak a matematikusok humorérzékét dicséri.
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1.43. Allit4s. Egy 2 < n cstics finak mindig van legaldbb 2 elséfokd cstcsa.

Bizonyitds. Tekintsiink a G fiban egy leghosszabb utat, ennek végpontjailegyenek X és Y. Ekkor X els6foku,
mert ha X-bdl még egy él indulna, akkor két esetet kiilonboztetiink meg:

* ha az 4j ¢l mdsik végpontja nincs az tton, akkor ezen éllel meghosszabbitva hosszabb utat kapnink,
mint a leghosszabb tt, ami nem lehetséges,

* haaz 4j él misik végpontja az titon van, akkor a grifban lenne kor, ami G fa volta miatt ellentmondis.

Ugyanigy meggondolhaté, hogy Y foka is egy, vagyis van legaldbb két cstics a grafban, amely els6foka. [

1.44. Allitds. Ha egy gréf fa, akkor barmely 6sszekotetlen csticsa kozt élet behtizva, mar lesz benne kor.

Bizonyitds. Mivel a grif fa, ezért az 1.42. definicié szerint 6sszefiiggd, ezért barmely két 6sszekotetlen cstcs
kozt van at. Ez az Gt a cstesok kozti €l behtzdsival egy korré zérul. ]

1.45. Allitds. Ha egy gréf fa, akkor barmely élét elhagyva mar nem lesz Gsszefiiggd.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy egy fiban az X és Y csticsok kozt van €l, és ezen ¢l elhagydsdval a grif
tovibbra is 6sszefiiggd marad. Akkor az 1.24. definicié szerint X és Y kozt is van t, ami a kit6rolt él behu-
zdséval korré zérulna. Ez viszont ellentmondds, mert a grif fa volta miatt nem lehetett benne kor. A kezdeti
feltevés tehdt helytelen volt, az 4llitds igaz. ]

Az1.44. ésaz1.45. dllitdsok szerint a fagrdf a minimdlis 6sszeftigg8, maximalis kérmentes graf.

1.46. Allitis. Egy 7 csticsu fa éleinek szdma n — 1.

Bizonyitds. Hagyjuk el egyesével az n cstcsu fa éleit. Ekkor az 1.45. dllitds szerint a komponensek szdima
mindig eggyel novekszik. Az sszes €l elhagydsa utin » komponensiink van (z db izolilt pont), kezdetben
pedig 1 volt. Ez éppen azt jelenti, hogy a komponensek szima » — 1-gyel nétt, azaz a grifnak ennyi élét

hagytuk el. O

1.3.1. Priifer-kéd, Cayley-tétel

A fejezet alapvet kérdése, hogy hdny kiilonboz8 fa adhaté meg 7 cimkézett ponton. A vilaszhoz minden
egyes fihoz hozzdrendeliink egy, a cimkékbdl 4ll6 kédot, amelyet a fa Prﬁferlz—kédjénak neveziink.

Legyenek a pontok cimkéi a természetes szimok 1-t8l n-ig. A Priifer-kéd felirdsa sordn elhagyjuk a legki-
sebb cimkéj( els6fokd pontot, majd leirjuk a megmaradt szomszédjinak cimkéjét. Ezt folytatjuk addig, amig
van él. Az 1.46. dllitds szerint az igy kapott kéd 7 — 1 hosszu lesz, és a fihoz egyértelmden rendeltiik hozz4.
Vegyiik észre, hogy a Priifer-kéd utolsé helyére mindig 7 kertil.

Az1.19. dbrin lithaté fa Prifer-kédja pl.: 11363559.

A most kovetkezd tételt Catyley13 igazolta, mi a Priifer 4ltal adott bizonyitist kozoljik.

2Ernst Paul Heinz Priifer (Wilhelmshaven, 1986. november 10. - Miinster, 1934. 4prilis 7.) német matematikus, f8ként
algebrdval, analizissel foglalkozott.

B Arthur Cayley (Richmond, 1821. augusztus 16. - Cambridge, 1895. janudr 26.) brit matematikus. Sokdig tigyvédként
dolgozott, de folyamatosan publikdlta matematikai cikkeit is. Féleg algebréval és kombinatorikéval foglalkozott.
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1.19. dbra. Egy fa 9 cimkézett csticson

1.47. Tétel (Cayley-tétel). A2 < n cimkézett csticson megadhaté fik szima " 2.

Bizonyitds. Aztfentebb littuk, hogy minden 7 cimkézett csticst finak megfelel egy z—1 szdmbdl 416 Pritfer-
kéd. Megmutatjuk, hogy egy tetszéleges 7 — 1 szimbdl 4116 kéd is megad egy fét, vagyis dekddoljuk a Priifer-
kédot. Legyen akéd: 4,4, ...a,_;,ahol 4, € 1,2, ...,n, minden 1 <7 < n — 1 esetén, by, by, ..., b,_; aletorolt
cstcsok cimkéinek sorozata. Az els§ letorolt csics:

by = min{j € {1,2,...,n}, j € {ay, a5, ..., 4, 1}},

vagyis a legkisebb olyan cimke, mely nem szerepel a kapott kédban. Kijelolve az elsé letorolt csties cimkéjét,
behuzhatjuk az 4, b, élt. A mésodik let6rolt cstces:

by, =min{j € {1,2,...,n}, j # by, j € {ay,a35,...,a,_1}},

azaz az els6 cstcs letorlése utdn a legkisebb olyan cimke, amely az 4, ... 4,_; kédban nem szerepel. Ha megvan
by, akkor az {a,, b, } élt is behtzhatjuk. Az eljdrdst hasonléan folytatjuk, az 7. let6rolt cstics cimkéje:

b, =min{j € {1,2,...,n}, j € {by,.... 0,1}, j € {asa;qs s dy_1}}s (1.1)

{ = 1,..,n — 1, és minden egyes b, megkapdsa utdn behtzzuk az {4,, 4} élt. Ilyen 4;-t mindig tudunk vi-
lasztani, mert az z db lehetséges cimke kéziil a 7 ¢ {by,..., 6,1}, j € {a;, a1, ..., a,_, } feltételek is legfeljebb
csak 7z — 1 db-ot zdrnak ki. Ily médon egy 7 cstcst grifot kapunk. Megmutatjuk hogy ez a grif fa. Indirekt
tegytik fel, hogy nem az, akkor van benne kér. Vegyiik észre, hogy a 4; cimkék meghatirozdsa sorin mindig
egy 4j csucsot, és abbdl kiindulé 4j élet hizunk be a grifba, mely 4;-be megy. Az 7. [épés utin tehdt 7 db
b; tipust cstics és egy db 4; alkotja a grifunkat. Ha a gréfban lenne kor, akkor annak valamelyik ilyen Iépés
utdn zdrulnia kellene, ez viszont egy mar meglévé 4, felvételét igényelné, ami ellentmond (1.1)-nek. A kapott
grif tehdt 6sszefiiggd, és nincs benne kor, vagyis az 1.42. definicié szerint fa.

Azt kaptuk tehdt, hogy tetszbleges 4,4, ... a,_; kédhoz tartozik egy fa, aminek ez a kéd éppen a Priifer-
kédja. A kédban annyi megkotés van, hogy 4,_; = n, a tobbi z — 2 db eleme tetsz8leges az {1,2, ..., 7}
halmaz elemei k6ziil. Mésrészt a fikhoz is egyértelmten tartozik Priifer-k6éd, emiatt az 7 cimkézett ponton
megadhaté fik szima és a megfelel§ 4, 4, ... 4,_; kdédok kozott kolesonosen egyértelmt megfeleltetés van. Az
ilyen kédokbdl 7""2 db van, ennyi tehdt a lehetséges fék szdma is. O

Példik
1.48. Példa. Mutassuk meg, hogy egy fiban a csticsok és az élek szimdnak szorzata pdros!
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Megoldis: A csticsok szdma legyen 7, akkor az 1.46. dllitds szerint z — 1 éle van. Az n(n — 1) szorzat igy
paros lesz, hiszen vagy #, vagy n — 1 péros szdm.

1.49. Példa. Egy n csucsu fa Prifer-kddja z—1 azonos szimjegybdl dll. Mi a fa, amit kédol, és mi ez a szdm?

Megoldds: A Priifer-kéd utolsé szimjegye alegnagyobb cimkéj(i cstics cimkéje, jelen esetben 7. A Priifer-
kéd tehdt -1 db n-es szimjegybdl dll. Az1.47. Cayley-tétel szerint visszafejthetjitk a kédot, az elsé felrajzolt
cstcs az 1-es cimkéjd, és az n. csticshoz csatlakozik. Hasonldan végiggondolhatd, hogy a mésodik berajzolt
csucs a 2-es cimkéjd, és szintén az n. cstcshoz csatlakozik. Az eljirdst folytatva ldtjuk, hogy a kérdéses fa
olyan, hogy az 1,2, ...,z — 1. cstcs mindegyike egy-egy éllel csatlakozik az . csticshoz - az ilyen gréfot hivjik
n csucsu csillagnak.

1.4. Pirositasok, paros grafok

1.50. Definici6 (pdrositds). Pirositisnak nevezziik egy graf éleinek olyan részhalmazit, amiben az élek fiig-
getlenek, azaz semelyik kettének nincs k6z6s pontja.

A gyakorlatban sokszor el8fordulé kérdés az, hogy egy pérositis mikor fedi le a grif 6sszes cstcsdt. fgy
definidljuk a kovetkezd fogalmat:

1.51. Definici6 (teljes parositds). Teljes parositisnak nevezzitk egy grafban az olyan pdrositdst, melynek élei
az Osszes csucsot lefedik.

A kérdés természetesen az, hogy mikor van egy grifban teljes parositds? A grifok egy specidlis osztdlydra
bizonyitunk sziikséges ¢és elégséges feltételt.

1.52. Definicié (piros grif). Egy G grif piros grif, ha csticshalmaza két részhalmaz diszjunkt uniéja, és
osszes €le olyan, hogy egyik végpontja az egyik, masik végpontja a misik részhalmazban van.

A piros grifokat sokszor G = (4, B, E)-ként jeloljik, ahol 4, B a két részhalmaz, E pedig az élhalmaz. A
kovetkezdkben haszndljuk a kéovetkezd jeldlést: C, jeldli az n-hosszt kort, vagyis az olyan grifot, melynek 7
cstcsa van, és ezek egy kor mentén vannak felfGzve.

1.53. Tétel. Egy G grif akkor és csak akkor pdros, ha részgritként nem tartalmaz paratlan hosszu kort.

Bizonyitds. =: Ha G péros, akkor G 2 C,;,; minden & > 1 esetén, hiszen minden & > 1-re igaz, hogy C,;,,
maga nem pdros, azaz csicsai nem oszthatdk a kivint médon két részre, ezért paros grf részgrifja sem lehet.

«: Tegyiik fel, hogy minden £ > 1 esetén C,;,; ¢ G. Elegendd Gsszefiiggd grifra bizonyitani (ha a
grif nem Osszeftiggd, tekintsitk komponensenként). Legyen tehidt G 6sszefiiggs, pdratlan kér mentes, és
tekintsiik G egy T feszit8fdjit (olyan feszitett részgrifjit G-nek, mely minden cstcsdt tartalmazza, és fa). A
fik pdrosak, igy a feszit6fa csticsai beoszthatdk a kivint médon két osztilyba, és ez a beosztds egyértelm.

Régzitsiik a csticsok ezen kettéosztdsit. Ha G nem T-beli élei kortl valamelyik két azonos részhalmazba
keriilt csticsot kot Ossze, akkoz ezen cstcsok tdvolsiga 7-ben pdros (vagyis paros sok él van az Sket 6sszekotd
utban). Ezt az utat a most tekintett €l paratlannd zdrja, vagyis létezik paratlan kor, ami ellentmondis.

Tehdt ha nincs pdratlan kor a grifban, akkor a széosztdssal keletkez osztdlyokban olyan pontok vannak,
melyek k6zott nem futhat él, igy a definicié szerint a kettéosztds egész G-re j6: G péros. O]
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1.4.1. Teljes parositds paros grafban

Vizsgiljuk most meg, mikor van egy pdros grifban teljes pdrositds. Sziikséges pl., hogy ha a szétosztdssal
keletkez8 ponthalmazok 4, illetve B, akkor | 4| = | B| teljesiiljon, ne legyen izoldlt pontja, és ne legyen tdbb
elséfoku csics egyetlen szomszédja ugyanaz a pont.

A megfelel§ tételek kimonddsihoz tekintsiik a kovetkezd jelolést: G = (A4, B, E) péros graftbanaz X ¢ 4
halmaz szomszédsdga az

N(X):={beB|3JaecX, hogy{a b} cE}
halmaz (1.20. 4bra).

1.20. dbra. X szomszédsiga

Hall'* brit matematikus egy sokkal 4ltalinosabb eredményébdl kovetkezik az aldbbi tétel, mely fontos
feltételét adja a teljes pdrositds [étezésének:

1.54. Tétel (Hall-tétel). Ha G = (4, B, E) péros graf, akkor ebben akkor és csak akkor létezik az 4 minden
cstcsit fedd parositds, ha minden X € A4 esetén [N (X)| = | X|.

Bizonyitds. =: Tegyiik fel, hogy a grifban van 4 minden cstcsdt fedd pérositds. Ha indireke létezik X < 4,
amire [N (X)| < | X|, akkor a skatulyaelv szerint nem jut minden X-beli pontnak N (X)-beli pir, azaz G-ben
nem lehetne 4-t fed§ parositds, ami ellentmondds. Tehdt ha van 4-t fed§ pdrositds, akkor [N (X)| = | X]|.

«: Tegyiik fel, hogy |[N(X)| = | X| minden X € A-ra. Legyen M < E egy maximdlis méret(i pdrositds
G-ben (olyan pdrositds, mely a lehetd legtobb élet tartalmazza). Tegyiik fel indirekt, hogy A1 nem fedi 4
Osszes pontjit, a fedetlenek halmaza legyen U.

Bevezetjik a kovetkez fogalmakat: alterndld sitnak nevezzitk (M-hez viszonyitva) az olyan utat, amely-
nek élei felvéltva vannak A -ben és azon kiviil. Javito sitnak nevezzik (M-hez viszonyitva) az olyan alterndld
utat, melynek elsé és utolsé pontja is fedetlen A1 dltal. Az elnevezés értelemszert: ha a grifban M-hez viszo-
nyitva még van javitd at, akkor ennek A4-beli éleit elhagyva, A1-ben eddig nem szerepld éleit pedig hozzdvéve
M az Gt dltal nem fedett részhalmazéhoz, M-nél eggyel t6bb elem pérositdst kapunk.

Feltételeink szerint G-ben nincs A-re vonatkozé javité Gt (hiszen A4 maximailis pdrositds). Legyen T’
azon B-beli csticsok halmaza, ami elérhetd U-bdl alterndlé dton. Mivel nincs javité ut, T € L, ahol L az M
dltal fedett B-beli pontok halmaza. Legyen ekkor L' c 4 az A-beli, M 3ltal fedett pontok halmaza, T'cAa
T-beli pontok A1-szerinti parjainak halmaza (1.21. dbra).

Vegytik észre, hogy az U-beli cstiicsok minden szomszédja T-ben van, mert tetszéleges U-bdl indulé ¢l
egymagdban egy specidlis alterndlé at, igy masik végpontja 7"-ben van.

14Philip Hall (Hampstead, 1904. dprilis 11. - Cambridge, 1982. december 30.) brit matematikus, f6ként algebréval foglalkozott.
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1.21. dbra. Az1.54. tétel bizonyitdsihoz

Misrészt a T -beli csticsok minden szomszédja is 7-ben van, mert tetszGleges y € T’ -be eljuthatunk y-
nak 7™-beli parjin keresztiil U-bdl alternilé uton. Ha y-bdl menne 7-n kiviilre €l, ezzel folytathatndnk ezt az
alterndlé utat, a mésik végpont tehit elérhetd U-bdl alterndlé dton, igy definicid szerint ez is 7-ben volna.

Az észrevételek alapjan: N(I" v U) ¢ T,s6t N(T' uU) = T. Demivel UnT' = @, és U # @, ezért
IT| = |T"| < |T'uU|,igy IN(T'uU)| < |T'uU|,vagyisaz X := T'uU halmaz nem teljesitiaz | N (X)| > | X|
feltételt, ami ellentmondds. Vagyis U = @, és igy G-ben van 4 minden csticsit fed$ pdrositds. O

Az 1.54. tétel bizonyitdsiban konstruktiv mddszert is adtunk — megfeleld feltétel mellett — egy A4-t feds
pédrositds megtaldldsihoz. A médszert Harold W. Kuhn® dolgozta ki 1955-ben Kénig Dénes' és Egerviry
Jend" munkai nyomdn, és tiszteletiikre magyar mddszernek nevezte el. Az elnevezés azéta is széles korben
haszndlatos.

Hall tételébél mdr konnyen kévetkezik a teljes parositds egy sziikséges és elégséges feltételét megfogalmazé

Frobenius'®-tétel:

1.55. Tétel (Frobenius-tétel). A G = (4, B, E) péros grifban akkor és csak akkor van teljes parositds, ha
minden X ¢ A esetén |[N(X)| > |X| és |4]| = |B|.

Bizonyitds. A tétel adédik az 1.54. Hall-tételbdl annak felhaszndldsdval, hogy egy A-t fed pdrositds ponto-
san akkor teljes pdrositds, ha | 4| = |B|. ]

Példak

1.56. Példa. Egy munkahelyen 8 dlldsra hatan jelentkeztek. Albertaz 1.,2.,3., 4., 5. és 6. dlldsra, Barbia 2.,
S. ¢és 8. dlldsra, Csaba a 2. és 5. dlldsra, Dani és Erika a 2. és 8. alldsra, Feriaz 1., 2., 3., 4., és 7. dlldsra. Hiny
embert tudnak maximum hatuk kéziil foglalkoztatni, ha minden dlldsra egy ember kell?

Megoldis: Mivel Barbi, Csaba, Dani és Erika egyardnt csak a 2., S. és 8. dlldsra palydztak, ezért egyikitk
biztosan munka nélkiil marad, igy legfeljebb 6ten kaphatnak munkdt. Ennyien tudnak is, pl. Albert kapja
az 1.-t, Barbi a 2.-at, Csaba az S.-et, Dani a 8.-at, és végiil Feria 7.-et.

Harold Williem Kuhn (Santa Monica, 1925. jalius 29. - New York, 2014. julius 2.) amerikai matematikus. Fként jicékel-
mélettel foglalkozott, illetve fontos eredménye a fenti magyar médszer lefrdsa.

'®K8nig Dénes (1884. szeptember 21. - 1944. oktdber 19.) magyar matematikus. Grafelmélettel és topoldgival foglalkozott,
nevéhez kapcsol6dik az elsd gréfelméleti kdnyv megirdsa. A szintén matematikus K8nig Gyula fia.

17Egerv;iryjen(’5 (Debrecen, 1861. 4prilis 16. - Budapest, 1958. november 30.) magyar matematikus. K8nig Dénes munkdjd-
nak tovibbfejleszése lett az alapja a magyar mddszernek, mely a grifelmélet, majd az operdcidkutatis fejlédéséhez vezetett. FSbb
kutatdsi tertiletei a geometria, differencidlgeometria, illetve ezek miiszaki, fizikai alkalmazésai voltak.

BFerdinand Georg Frobenius (Berlin, 1849. oktéber 26. - Charlottenburg, 1917. augusztus 3.) német matematikus. Kiemel-
kedd eredményeket ért el az algebra és a differencidlegyenletek tertiletén.
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1.57. Példa. Egy 12 fiabdl és 12 linybdl 4116 tdrsasigban mindenki legalibb hat embert ismer az ellenkezd
nemiek koziil (az ismeretségek kolcsonosek). Bizonyitsuk be, hogy ekkor az egész térsasig egymdst ismerd

fia-liny pdrokba 4llithatd.

Megoldds: A tirsasdg tagjait dbrdzolhatjuk egy graffal, ahol azonos nemteket nem, két ellenkez8 nema
embert pedig akkor kétiink &ssze éllel, ha ismerik egymdst. Az igy nyert grif paros, a két halmazt a fiuk, illetve
aldnyok alkotjék. Azt kell igazolnunk, hogy ebben a gréfban van teljes parositds. Mivel a fitk és linyok szdma
egyenld, ezért az 1.55. Frobenius-tétel szerint csak azt kell megmutatnunk, hogy teljesiil az 1.54. Hall-tétel
feltétele, ami most azt jelenti, hogy barmely 7 db fiinak van legaldbb 7 linyismerdse.

Ha 7 < 6, akkor ez igaz, mivel mdr egy fiinak is legaldbb 6 ismerdse van.

Han > 7, akkor pedig az  fidnak mind a 12 liny ismer@se, mert ha lenne olyan ldny, akit a kivdlasztott
fiak egyike sem ismer, akkor az ismeretségek kolcsonds volta miatt a linynak legfeljebb 12 = < 12 -7 =5
ismerdse lehetne, ami ellentmond a feladat feltételének.

Igy tehdt igaz a Hall-feltétel, vagyis van teljes pdrositds, és a tirsasdg a kivint médon pdrokba dllithato.

1.5. A sikbarajzolhatésigrél

A grifok tovibbi specidlis osztalyit alkotjik azok, melyeket “le tudunk rajzolni,, a siba tgy, hogy az élek (a
cstcsok kivételével) nem keresztezik egymist.

1.58. Definicié (sikbarajzolhaté grif). A G gréf sikbarajzolhatd, ha ,lerajzolhaté” a sikba gy, hogy élek
csak kozos végpontokban taldlkozhatnak.

1.59. Allitss. Egy gréf sikbarajzolhat6 < gombre rajzolhaté.

Bizonyitds. Az illitds ad6dik un. sztereografikus projekcioval. Tegytk fel, hogy a gréf gémbre rajzolhatd, és
vegyiik fel a gomb északi polusit tgy, az ne essen egybe egyik cticesal se. Legyen a stk a gdmb érintdje a gomb
déli pSlusdndl. Ekkor az északi polust a graf cstcsaival 6sszekotd egyenesek a sikot metszik, és megfeleléen
kijelolik a graf csticsait a stkon. Ez a megfeleltetés forditva is mikodik, tehdt az dllitds igaz. O

A kocka grifja esetén a projekcid pl. az 1.22. dbrdn lithaté eredményt adja.

1.22. dbra. Sztereografikus projekcié a kockdra

Ha egy grif sikbarajzolhatd, akkor a sikot tartomanyokra bontja, melyek szima egyértelmd.
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1.5.1. Az Euler-formula
A sikbarajzolhatésig vizsgdlatdnal fontos szerepet jétszik a kovetkezd alapvetd tétel.

1.60. Tétel (Euler-formula). Ha G sikbarajzolhaté grif, melynek 7 csticsa, ¢ éle, c komponense és egy tet-
sz8leges stkbarajzoldsa esetén # tartomanya van (beleértve a kiilsé, végtelen tartomdnyt is), akkor
n+t=e+c+1. (1.2)
Specidlisan, ha G graf 6sszefiggd, akkor ¢ = 1, igy az 1.60. formula az z + ¢ = ¢ + 2 egyenletet adja.

Bizonyitds. Legyen G az dllitds szerinti gréf, és tekintsiik egy sikbarajzoldsit a mondott , ¢, ¢, # paraméterek-
kel.

Hagyjuk el egyesével az éleket, ekkor (1.2) igazsiga nem véltozik, mivel minden egyes ¢l elhagydsakor ¢
¢+ 1vagy ¢t — ¢ — 1 kovetkezik be, és mindig csak az egyik. fgy (1.2) egyenlet mindkét oldala ugyanannyival
viltozik, igy igaz marad. Akkor ha minden élet elhagytunk: ¢ = 0,2 = n,¢t = 1, ¢ = n, vagyis (1.2) az
n+1 =0+ n+ 1alakot 6lti, ami igaz, és dralakitdsaink ekvivalens volta miatt ekkor az eredeti egyenlSség is
igaz.

1.61. Megjegyzés. Az1.60. tétel kovetkezménye, hogy ha egy konvex poliédernek 7 csticsa, ¢ éle és / lapja
van, akkor z + [ = ¢ + 2, ez az n. Euler-féle poliédertétel.

Az1.60. tétel egyszeri kovetkezményei a kovetkezd dllitdsok.
1.62. Allitis. Ha G 7 csticst, e éld stkbarajzolhaté egyszer( grif, akkor ¢ < 37 — 6.

Bizonyitds. Legyen G egy sikrajzdn az 7 oldald tartomdnyok szdma z;, ekkor ¢ = #; + £, + ... + , valamely k-ra.
Tovibb4d az is igaz, hogy
20 =3t + 4t + ..+ 1t + ..+ kty, 2 38,

2
amibdl ¢ < 3¢ Mivel G sszefliggd, ezért az 1.60. Euler-formula szerint z + ¢ = ¢ + 2, igy

2
}’l+§€26’+2

3n+2e>3e+6

3n—6z=e,
és ezt kellett igazolni. O]
1.63. Allitds. Ha G skibarajzolhatd egyszer(i grifban a legrévidebb kér hossza legaldbb 4, akkor e < 27— 4.
Bizonyitds. Ugyantgy, mint az 1.62. tétel igazoldsindl, csak itt

2e = 41, + St + ... + ke, > 42,

1
amibdl £ < 36 igy az 1.60. Euler-formula szerint:

n+t=e+2
+1 > 2
7 2€_e+

2n+e=>2e+4

e<2n—4,

amit igazolni kellett. [
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Ezen két dllitds segitségével igazolhatd, hogy az 1.23. dbrdn lithat6 nevezetes grifok nem sikbarajzolha-
tdak.

K K5,

1.23. dbra. Két nevezetes, nem sikbarajzolhaté graf

1.64. Allitds. Az1.23. dbrdn lithatd K és K; 5 grifok nem sikbarajzolhatdk.

Altaldban is, K, , -mel szokds jeldli az olyan pdros grafot, melynek egyik osztilyiban 7, mdsik osztdlydban
m csucs taldlhatd, és a paros grif definicidja mellett az Ssszes lehetséges ¢l be van hizva.

Bizonyitds. Az 6t csucsu teljes graf élszdma: |E(Ks)| = 10 > 3 -5 — 6 = 9, igy az 1.62. dllitds megforditisa
miatt K nem sikbarajzolhaté. Teljesen hasonléan, mivel K ; pros grif, ezért az 1.53. tétel értelmében a
legrévidebb kor hossza benne legaldbb 4, viszont |E(K; ;)| = 9 > 26 — 4 = 8, amibdl az 1.63. dllitds
megforditdsa szerint adédik, hogy K; 5 sem sikbarajzolhato. O

A K, 5 grifot szokds hdrom hdz-hdrom kit grifnak is nevezni. Ennek oka a kovetkezd feladat: Adott
hérom héz és hirom kut. Lehetséges-e minden hézt6l minden kithoz olyan utakat épiteni, hogy a keletkez
utak nem keresztezik egymdst? Az 1.64. dllitds kovetkezménye, hogy ilyen utak nem épithet8ek meg.

1.5.2. Sikbarajzolhaté grifok szinezése

A fejezet alapvetd kérdése szintén egy gyakorlati problémabdl szdrmazik, melyet el6sz6r a 19. szdzadban ve-
tettek fel: hdny szin sziikséges egy politikai térkép szinezéséhez? Ennek sordn azt vérjuk el, hogy szomszédos
orszdgok szinei kiilonbozdk legyenek, illetve feltessziik, hogy az orszigok nem dllnak kiilonalld régidkbdl (in-
nentd] kezdve a probléma specializilt, hiszen a valdsigban rengeteg orszdg nem teljesiti ezt a feltételt). A
probléma matematikai megfogalmazdsihoz a kovetkezd fogalmak sziikségesek:

1.65. Definici6 (jo szinezés). G graf cstcsainak j6 szinezése egy olyan ¢ : V' (G) — IN fiiggvény, amire ha
{u,v} € E(G), akkor c(u) # ¢(v) teljestl.

A természetes szimok halmaza helyett szerepelhet a ,,szinek halmaza” kifejezés is, de dltaliban természetes
szdmokkal cimkézziik a csticsokat. A definici6 szerint egy graf jol szinezett, ha az 8sszekotote csucsok szine
kilonbozé.

1.66. Definicié (kromatikus szim). Egy G grif y(G) kromatikus szima az a minimdlis £ szinszdm, amivel
G csucsai j6l szinezhetSk.
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Egyszer(ien lithaté pl., hogy barmely 7 cstcsu teljes grifra y(K,) = n.

Visszatérve a ,,térképek” szinezésének problémdjéhoz, ennek az felel meg, hogy egy adott sikbarajzolhat6
grif tartomdnyait szinezziik. Jeliljik a tartomanyokat csticsokkal, és két cstics akkor legyen 6sszekotve, ha
az dltaluk reprezentdlt tartomdnyoknak van k6zos hatdra (éle). Ekkor a feladat ekvivalens azzal, hogy az igy
kapott grafnak mennyi a kromatikus szima. Emiatt vezetjiik be a kvetkezd definiciét:

1.67. Definicié (geometriai dudlis). Ha G sikbarajzolhaté graf, és tekinjik egy sikrajzdt, akkor ennek a
slerajzolt grafnak” gy kapjuk a geometriai dudlisit, hogy az eredeti grif tartomdnyaiba helyezziik a dudlis
grif csticsait, és két csticsot Osszekotiink, ha a megfelel§ tartomdnyok szomszédosak.

Mivel a szabilyos testek grifjai gombre rajzolhatdk, ezért az 1.59. llitds szerint sikbarajzolhaték is, igy
értelmes beszélni geometriai dudlisukrél. Konnyen ldthatd, hogy a tetraéder 6ndudlis, a kocka dudlisa az
oktaéder, az ikozaéder duilisa pedig a dodekaéder.

Az1.24. dbrin a kocka grifja és dudlisa lithatd.

1.24. dbra. A kocka és dudlisa, az oktaéder grifja

A geometriai dudlis elnevezés arra utal, hogy van olyan grif, melynek vannak nem izomorf geometriai du-
dlisai, vagyik hogy a geometriai dudlis fiigg a stkbarajzolds geometridjitdl. Mi ett8l most eltekintiink, hiszen
a konkrét porblémdnk, a térképszinezés kapcsin, adott térképet kapunk, melynek egyértelmt a dudlisa.

A fentiek szerint tehdt adott egy sikbarajzolhatd gréf, és a kérdés az, hogy dudlisinak mennyi a kromatikus
szima. Mivel a dudlis szintén stkbarajzolhatd, ezért a kérdés a sikbarajzolhaté grifok kromatikus szimdnak
meghatdrozdsira egyszerlisodik. A probléma felvetése 6ta ismert volt a sejtés, miszerint egy sikbarajzolhaté
grif szinezésére négy szin mindig elég. A 20. szdzad kézepéig kellett vérni a bizonyitdsra, a bizonyitds azonban
szdmos egyszer(isités és javitds utdn is rendkiviil hosszu, és a mai napig szimitégépek haszndlatdt igényli.

Ennél egy egyszer(ibb llitdst bizonyitunk, mégpedig azt, hogy 6t szin mindig elég. Ehhez el6sz6r tekint-

” 7

siik a kovetkezd 4llitist:

1.68. Allitds. Ha G grif sikbarajzolhaté egyszerG grif, akkor §(G) < 5, ahol 8(G) jeldli a graf minimalis
fokszdmat.

Bizonyitds. Legyen a grif csicsainak szdma , és indireke tegyiik fel, hogy 9(G) = 6. A gréf éleinek szdima

tobb, mint abban az esetben, ha minden cstics foka 0(G) lenne, amikor is az élek szdima %(G) (72 db cstcsbdl
J(G) €élindul ki, és igy minden élet kétszer szimolunk). Tehdt
n-9(G) _6n _
|E(G)| = 5 25 = 3n,
ami ellentmond az 1.62. 4llitdsnak. ]
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Ezek utin megfogalmazhaté a kévetkezd tétel:
1.69. Tétel (6tszin-tétel). Ha G egyszer( sikgrif, akkor y(G) < S.

Bizonyitds. Tekintstink indirekt egy minimdlis ellenpéldt, azaz olyan minimiélis csticst G sikbarajzolhaté
grifot, mely nem szinezhetd S szinnel. Az1.68. dllits szerintd(G) < S, ugyanakkor a minimilis ellenpéldasdg
miatt (G) > S. Ha ugyanis lenne legfeljebb negyedfoku v cstics, akkor ezt a csticsot a grifbdl elhagyva a
G \ {v} gréf mdr 6t szinnel szinezhetd lenne (hiszen G a legkesebb csticst sikbarajzolhaté grif, amire ez nem
igaz), és v-t tetszGleges olyan szinezve, mely nem szerepel szomszédainak szinei kozott, G-ben is jo 6t szinnel
val6 szinezést kapndnk, ami nem lehetséges.

Tehdt S < 9(G) < 5, amibdl kévetkezik, hogy 9(G) = S, a grifnak igy van 6todfoku csticsa, legyen ez x,
szomszédai vy, v,, v3, v, vs. Tekintsitk G' = G\ {x}-nek egy ¢ : V(G \ {x}) — {1,2,3, 4,5} szinezését (mivel
ez kevesebb cstcst grif G-nél, szinezhetd S szinnel). G ellenpélda volna miatt ¢(v,) # c(v;),haz # j. Ha
ugyanis lenne két azonos szin( szomszédja x-nek, akkor a szomszédok szinei kézt nem szerepld szinnel x-et
szinezve, Ot szinnel tudndnk szinezni G-t is.

Tekintsitk G-nek azon részgrifjit, amelynek csticsai ¢ szerint ¢(v;) vagy c(v;) szintiek. Ha ebben a rész-
grifban v; és v; kiilon komponensbe esik, akkor v; komponensében a ¢(v;) <> ¢(v5) szincserével olyan S-
szinezését kapjuk a G \ {x} grifnak, ahol v; és v; azonos szind, és ez az S-szinezés az el6z8ek szerint kiterjeszt-
hetd lenne x-re Gj szin haszndlata nélkiil, vagyis G nem lenne ellenpélda.

Emiatt van Gt v, és 3 kozott, amelyen minden cstcs ¢(v;) vagy c(v;) szint (1.25. dbra).

1.25. dbra. Az1.69. tétel bizonyitdsihoz

Hasonléan, Iétezik Gt v, és u, kozott, melyben minden cstes ¢(v,) vagy ¢(v;) szind. E kéttit csticsban nem
keresztezheti egymadst (ezen csuics egyszerre két szint kapna), élben pedig azért nem, mert G sikbarajzolhatd.
Ugyanakkor jél lithatd, hogy keresztezniiik kellene egymadst, ami ellentmondds. Vagyis nincs ellenpélda, a
tétel igaz. l

Példa
1.70. Példa. Mutassuk meg, hogy a nyolcpontu teljes grif sikbarajzoldsakor legaldbb 10 élkeresztez8dés

jon létre!

Megoldds: Az 1.15. tétel szerint a grafnak (g) éle van. Tegyiik fel, hogy a gréfot sikeriilt sikba rajzolnunk
legteljebb 9 élkeresztez8déssel. Sztintessiitk meg az Gsszes élkeresztez8dést valamelyik benne szerepld él elha-
gydsdval. fgy egy sikbarajzolhatd grifot kapunk, melynek legaldbb (2) -9 =20-9 = 19 éle van, ugyanakkor
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8 csticsa. Mivel 19 > 3-8 — 6 = 18, ezért ez ellentmond az 1.62. dllitdsnak. Viszont logikailag helyes ké-
vetkeztetéseket végeztiink, csak a kiindulé feltevés lehet rossz, tehdt legaldbb 10 élkeresztez3dés barmelyik
sikbarajzoldskor Iétrejon.

1.6. Ramsey-tipusu tételek

A most kovetkezékben tdrgyalt tételek a skatulyaelv egyfajta iltalinositisdnak tekinthetSk: arrdl szélnak,
hogy megfelel6 méreti grif-struktdrikban, illetve azok komplementerében bizonyos részgréfok minden-
képpen eléfordulnak”. A probléma ismét gyakorlati motiviciéval rendelkezik, hiszen egy grifban az élek
tipikusan a pontok kozti kapcsolatot jellemzik. Egy adott méret(i részgrit el6forduldsa megfeleléen nagy
méretd grifban azt jelenti, hogy az olyan alkalmazisokban, melyeknek az adott méret@i griffal modellezhe-
t6k, szitkségképpen létrejonnek bizonyos formdja kapcsolatok.

Az dllitdsok preciz megfogalmazisihoz tekintsiik a kovetkezd definicidt.

1.71. Definici6 (klikk). Egy 7 csticst G grif & cstcsu teljes részgrifjit (k < n) a G gréf egy k-klikkjének

nevezziik.

A 3-Klikket hdromsziognek, a 4-Klikket teljes négyszignek, éltaliban a k-klikket teljes k-szognek is nevezziik.

A grifelméletben az un. Ramseyzo—tl'pusﬁ tételek legegyszertibb viltozatai arrdl szélnak, hogy egyszeri
gréfok esetén kell6képpen nagy csticsszim mellett esetén mdr biztosak lehetiink abban, hogy a grifban vagy
a komplementerében talilhaté megfelel méretd klikk.

A témirdl konnyebb beszélni a kovetkezd forméban: egy 7 cstcsu teljes graf €éleit két szinnel — példi-
ul pirossal és kékkel — szinezziik. Ekkor a Ramsey-tipust tételek arrdl nyilatkoznak, hogy ha a teljes graf
kell6képpen nagy cstcsszimmal rendelkezik, akkor a piros vagy a kék élek (és az dltaluk meghatdrozott csu-
csok) 4ltal meghatdrozott részgrifok valamelyikében mér tallhaté megfelel6 méret( klikk. Léthatd, hogy ez
a megfogalmazds ekvivalens a probléma el6z6, komplementerrel torténd megfogalmazﬁsévalm.

Legyen n,k € 7", n, k > 2, és keressiink olyan csticsszdm teljes grifokat, melyek éleit piros, illetve kék
szinnel szinezve létrejon piros n-klikk vagy kék k-klikk.

Han = 2, k tetsz8leges, akkor egy k csticst teljes graf megfeleld: vagy van a grifban 2-klikk (azaz legaldbb
egy €l), vagy a komplementerben van egy teljes £-klikk (tudniillik ha a grafban nincs él, azaz tres grif, akkor
komplementere maga a k& csticsu teljes grif). Az is egyszertien ldtszik, hogy k-nal kisebb cstcsszdm esetén
nem garantilt, hogy a grifban van ¢l, vagy a komplementerben k-klikk. Ha viszont a teljes grif cstcsszdma
mdr k-ndl nagyobb, akkor értelemszerien az ilyen teljes grifok is megfelel6k (tekintsiik birmely £ csticst
részgrafjukat, arra mdr igaz lesz az dllitds). Azt kaptuk tehdt, hogy a lehetd legkisebb méret, amely mellett a
gréfban van piros 2-klikk vagy kék k-klikk, éppen .

Ha 7 tetsz8leges, és k = 2, akkor az el6z6hoz hasonldan egy 7 csticst teljes graf megfeleld, és ennél kisebb
cstssszdm esetén mdr az n-klikk, illetve &-klikk létezése a megfelel részgréfokban nem garantdlt, nagyobb
cstcsszdm esetén viszont mdr ugyancsak garantdle a piros 7-klikk vagy a kék 2-klikk létezése.

Az els6 izgalmasabb esetaz z = 3, k = 3 eset.

Ba skatulyaelvnél 7 skatulya esetén # + 1 elem esetén tudjuk azt mondani, hogy hogy legalibb az egyik skatulydban legaldbb
két elem mindenképpen eléfordul.

Frank Plumpton Ramsey (Cambridge, 1903. februdr 22. - London, 1930. janudr 19.) angol matematikus, filozéfus, kbzgaz-
dész. Az dltala igazolt, ma mar Ramsey-tipustinak nevezett tételek valéjaban csak segédtételei voltak egy nagyszabdsibb munkdjd-
nak, ugyanakkor gytimélcsoz8nek bizonyultak.

2A probléma ugyanakkor ebben a megfogalmazdsban kénnyen 4ltaldnosithaté: elképzelhetd az is, hogy egy teljes graf éleit
kett8nél tobb szinnel szinezziik. Ekkor a kérdés az, hogy mekkora méretiinek kell lennie a teljes gréfnak ahhoz, hogy adott szint
élek 4ltal meghatdrozott részgrifok valamelyikében eléforduljon mér egy el8irt méret( klikk.
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1.72. Allitas. Ha egy hat csticsu teljes graf €leit pirossal vagy kékkel szinezziik, akkor létrejon piros vagy
kék hiromszog. Ot cstcs esetén van olyan teljes graf, melynek éleit piros, illetve kék szinnel szinezve piros,
illetve kék hdromszog sem jon létre.

A komplementeres megfogalmazis szerint ez azt jelenti, hogy egy hat csticsti egyszer(i gréfban vagy a komp-
lementerében van hdromszog.

Az1.72. dllitds azt jelenti, hogy a minimdlis csticsszdm az # = 3, k = 3 esetben 6.

Bizonyitds. El6sz6r megmutatjuk, hogy hat csticsu teljes graf esetén vagy van piros hiromszég, vagy van kék
hédromszog a gratban. A teljes grifban minden cstics foka 6t, igy ha egy tetsz8leges cstcsot tekintiink, abbdl a
skatulyaelv értelmében legalibb hdrom ugyanolyan szint él indul ki - feltehetd, hogy ez a szin piros (ellenkez
esetben az érvelésben cseréljiik fel a kék, illetve piros szavakat). Van tehdt legaldbb egy olyan A cstcs, melybdl
kiindul hdrom piros él: legyenek ezek végpontjai B, C, D. Haa B, C, D csticsok kézott nincs piros él, akkor
koztik minden él kék, és ezzel taldltunk egy kék hdromszoget. Haa B, C, D csticsok valamelyike kézott van
piros él, pl. a B és C kozott, akkor e két cstics az 4-val egytitt mdr piros hdromszoget alkot (1.26. dbra). Ezzel

beldttuk, hogy a 6 cstcsu teljes graf mdr megfeleld lesz.

A

o C

o

1.26. dbra. Hat csticst teljes gréf szinezése az 1.72. dllitds bizonyitdsdhoz

Ot cstics esetén még el6fordulhat, hogy nem kapunk sem piros hiromszoget, sem kék hiromszoget az
élek szinezése sordn. Az ellenpélda konstruildsahoz vegytik észre, hogy ha valamely csticsbdl hirom piros €l
indul ki, akkor az el8z8 érvelés mikaodik, igy ellepélddt csak ugy talilhatunk, ha minden csticsbdl legfeljebb
kettd piros ¢l indul ki. Ugyanigy adddik, hogy egy csticsbdl legfeljebb két kék ¢l indulhat ki. Mivel minden
csucs foka 4, ez azt jelenti, hogy ha van ellenpélda, abban a grifban minden csticsbdl pontosan kettd piros
és kettd kék €l indul ki. Ez azt jelenti, hogy a grifnak 52—2 = 5 piros éle, és hasonldan 5 kék éle van. Ez csak
ugy lehetséges, hogy az 6t csticst teljes grif élhalmaza egy 5 hossza piros és egy S hossza kék korre bomlik.
Izomorfia erejéig az ellenpélda szinezését az 1.27. dbrén lithatjuk®.

Ezzel az llitds beldttuk. [

Azn =3,k = 4 esetrdl sz8l a kovetkezd 4llitds:

1.73. Allitds. Ha egy kilenc cstcsu teljes graf éleit pirossal vagy kékkel szinezziik, akkor létrejon piros hé-
romszog vagy kék teljes négyszog. Nyolc cstcs esetén van olyan teljes grif, melynek éleit piros, illetve kék
szinnel szinezve piros hiromszog, illetve kék teljes négyszog sem jon létre.

A komplementeres megfogalmazis szerint ez azt jelenti, hogy egy kilenc csticsti egyszer(i grifban van ha-
romszog, vagy a komplementerében teljes négyszog.

2p bizonyitdsbdl az is kévetkezik, hogy izomorfia erejéig ez az egyetlen ellenpélda van 6t csticson.
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C D

1.27. dbra. Ot cstcsd teljes grif szinezése az 1.72. dllitds bizonyitdsihoz

Az1.73. dllitds azt jelenti, hogy a minimadlis csicsszdm az n = 3, k£ = 4 esetben 9.

Bizonyitds. A teljes grifban minden cstcs foka 8.

Ha valamely 4 cstcsbdl legalibb négy piros €l indul ki, akkor legyenek e csicsok B, C, D, E. Ha ezek
kozottegy piros él sem fut, akkora B, C, D, E cstucsok kozti élek kék teljes négyszoget alkotnak. Ha valamelyik
két pont, pl. B és C kozott fut piros €, akkor e két cstics 4-val egytitt piros haromszoget alkot (1.28. dbra).

1.28. dbra. Az1.73. illitds bizonyitdsihoz: ha valamely cstcsbdl 4 piros él indul ki

Ha valamely A4 csticsbél legaldbb hatkék élindul ki, akkor legyenek ezek B; C; D; E; F; G. E hat cstcs dltal
meghatdrozott részgrafban az 1.72. dllitds szerint van piros hiromszog, vagy van kék hiromsz6g. Ha piros
hiromszog van, akkor készen vagyunk. Ha kék hiromszog van, pl. B, C, D csticsok dltal meghatérozva,
akkor e hidrom cstcs és 4 kék teljes négyszoget alkot (1.29. dbra).

Megmutatjuk, hogy més eset nem fordulhat el8. Indireke tegyiik fel, hogy minden csticsbdl legfeljebb
hirom piros ¢€l, illetve legfeljebb S kék él indul ki. Mivel minden cstcs foka 8, ezért ez csak gy lehetséges,
ha minden cstcsbdl pontosan 3 piros és pontosan 5 kék ¢l indul ki. Ha csak a piros élek dltal meghatdrozott
gréfot tekintjiik, ez azt jelenti, hogy egy kilenc csticst grif minden csticsinak foka 3. Az 1.12. 4llitds szerint
ez ellentmondds, vagyis nem lehetséges, hogy minden cstcsbdl legfeljebb 3 és legfeljebb 5 kék él indul ki.
Akkor viszont a fenti esetek valamelyike 4ll el6, mely esetekben mdr igazoltuk az dllitdst.

Nyolc cstics esetén még el6fordulhat, hogy a grafban nincs piros haromszog és nincs kék teljes négyszog
sem. Egy ellenpélddt szolgdltatd grif lithat6 az 1.30. dbrdn.

A példdt ugy kapjuk, hogy egy szabalyos nyolcsszog szomszédos, illetve szemkozti csticsait piros, mig to-
vabbi dtléit kék szind éllel kotjik Ossze. Az igy kapott piros részgrifban nincs hdromszog. A kék részgrafban
a szomszédos csticsok nincsenek Gsszekotve, igy teljes négyszoget csak tgy kaphatndnk, ha minden minden
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1.30. dbra. Az 1.73. dllitds bizonyitdsihoz: 8 pontt ellenpélda

midsodik cstics lenne e négyszog négy csticsa. Ekkor viszont a szemkozti csticsok kozti kék €l hidnya miatt

nem kaphatunk teljes négyszoget.
Az 4llitast ezzel beldttuk. O]

1.6.1. Ramsey-szimok

A fentiekhez hasonlé gondolatmenettel 4ltalinosabb allitst is megfogalmazhatunk.

1.74. Tétel (Ramsey-tétel). Birmely n,k € Z", n,k > 2 esetén létezik olyan r(n; k) pozitiv egész szdm,
hogy birmely 7(n; k) csticst teljes grifot tekintve, annak éleit piros, illetve kék szinnel szinezve a grifban
van piros z-klikk vagy kék £-klikk.

A komplementeres megfogalmazdsban: minden #, £ € 77, n, k > 2 esetén létezik olyan r(n; k) pozitiv egész
szdm, hogy birmely 7(n; k) cstcsu egyszer( grétban van n-klikk, vagy a komplementerében k-klikk.

Bizonyitds. A bizonyitds n + k =: m-re vonatkoz teljes indukciéval torténik.

* m = 4: Ekkorn = k = 2. (2;2) = 2 (alegkisebb) j6 valasztds, hiszen két cstics mdr elég: egy két
pontd teljes grafnak egy éle van, ez vagy piros, vagy kék szind.

* m = S: Ezkétféleképpen fordulhat el8: han = 2 és k& = 3, akkor (2;3) = 3 (a legkisebb) j6 vélasztis,
hiszen a 3 cstcsu teljes graf €leit piros, illetve kék szinnel szinezve, vagy van a grifban piros ¢él, vagy
mindhdrom éle kék szind.

Hasonléan, az » = 3, k = 2 esetben 7(3;2) = 3 jé vilasztds, hiszen 3 cstcsu teljes grifban vagy
mindhdrom ¢l piros, vagy van kék él.
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P Ao————oB

1.31. dbra. Az1.74. tétel bizonyitdsdhoz: Két pontt teljes graf éleinek lehetséges szinezése
A B A B A B A B
1.32. dbra. Az 1.74. tétel bizonyitdsdhoz: Hirom pontd teljes graf éleinek lehetséges szinezése

Tovibbi egyszer( észrevétel, hogy ha n = 2 és k tetsz8leges, vagy k = 2 és n tetsz6leges, akkor 7(2; k) =
késr(n;2) = njoévilasztis, hiszen az els6 esetben egy £ csticst teljes gréf éleit két szinnel szinezve, vagy
van benne piros él, vagy minden éle kék szin(i, utébbi esetben érveléstink hasonlé.

A tovibbiakban feltehetd tehdt, hogy 7; &£ > 3. Tegyiik fel, hogy az 4llitis igaz az olyan 7, k pdrokra,
melyekre 7 + k£ = m, és tekintsiik az olyan pdrokat, melyekre 7 + & = m + 1.

Tekintstink dltaliban egy gréfot, melynek egy pontja legyen P.

— Ha P-nek a grifban legaldbb (n — 1; k) piros éllel elérhet§ szomszédja van, akkor a grif P-n
kiviili csticsai dltal meghatdrozott részgrifot tekintve, az indukciés feltétel szerint a gréfban van
piros 2 — 1 klikk vagy kék £-klikk. Utébbi esetben készen vagyunk, az eredeti gréfban is van kék
k-klikk. Ha nincs, akkor a grif piros » — 1-klikkjének pontjait piros ¢l koti dssze P-vel, amivel
egytitt igy piros z-klikket kapunk.

— Ha P-nek a gritban legaldbb 7 (n; £ — 1) kék éllel elérhet szomszédja van, akkor a graf P-n kiviili
cstcsai dltal meghatdrozott részgrifot tekintve, az indukciés feltétel szerint a grifban van piros
n-klikk vagy kék k£ — 1-klikk. Az elsd esetben készen vagyunk, az eredeti grifban is van piros 7-
klikk. Ha nincs, akkor a grif kék &£ — 1-klikkjének pontjait kék él koti 6ssze P-vel, amivel egytite
igy kék k-klikket kapunk.

Ezen meggondoldsokat figyelmbe véve, konstudljunk egy teljes gréfot a kovetkez8képpen: vegyiink fel
egy tetsz8leges P pontot, és legyen a grifnak P-n kiviil még legaldbb (7 — 15 k) +7(n; k— 1) — 1 csticsa.
A skatulyaelv miatt ekkor az el8z8 két feltétel valamelyike teljestil, igy az igy kapott teljes grifban lesz
piros n-klikk vagy a komplementerben k-klikk, azaz r(n;k) = r(n — 15k) + r(n;k — 1) megfelels

vilasztis.

Ezzel a tételt beldttuk. O

1.75. Definicié (Ramsey-szim). Legyen 7;k € 7", n;k > 2. Az1.74. tétel szerint létez8 r(n; k) szimok
legkisebbikét az R(n; k) Ramsey-szimnak nevezziik.

Az R(n; k) Ramsey-szdm tehdt az a legkisebb pozitiv egész, ahdny pontd teljes gréf éleit piros, illetve kék

szinnel szinezve mdr lesz a gréfban piros z-klikk vagy kék £-klikk. Komplementeres megfogalmazissal, ezzel
ekvivalens: R(n; k) az a legkisebb pozitiv egész, ahdny pontd grifban taldlhaté n-klikk, vagy a komplemen-
terében k-klikk.
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1.76. Tétel. Néhdny specidlis Ramsey-szdm:
1. R(2;k) = kminden k € Z", k > 2 esetén; 3. R(3;3) =6;

2. R(n;2) = nmindenz € Z*, n > 2 esetén; 4. R(3;4) =9.

Bizonyitds. 1. Az1.74. tétel bizonyitdsiban littuk, hogy n = 2, k tetsz8leges esetén a lehetd legkisebb
megfelel méretd teljes graf & csticsot tartalmaz, hiszen ennél kisebb csticsszdm esetén sem a piros €l
sem a kék k-klikk nem garantilhaté: ellenpélddt ad egy £ — 1 csticst teljes grif, melynek minden éle

kék.

2. Az 1.74. tétel bizonyitdsiban ldttuk, hogy £ = 2, n tetsz8leges esetén a lehetd legkisebb megfelels
méret( teljes grf z csticsot tartalmaz, hiszen ennél kisebb csticsszdm esetén sem a piros 7-klikk, sem a
kék él nem garantdlhatd: ellenpéldit ad egy 7 — 1 cstcst teljes grif, melynek minden éle piros.

3. Az1.72. dllitds éppen azt jelenti, hogy R(3;3) = 6.

4. Az1.73. dllitds éppen azt jelenti, hogy R(3;4) = 9.
Ezzel a tételt beldteuk. L

A kovetkezd dllitds a Ramsey-szimok szimmetridjirdl szol.
1.77. Allitds. Minden 7,k € Z", n, k > 2 esetén R(n; k) = R(k; 2).

Bizonyitds. R(n;k) az a legkisebb pozitiv egész szdim, melyre teljestil, hogy az R(n; k) cstcsu teljes grifot
piros, illetve kék szinnel szinezve lesz a grafban piros 7-klikk vagy kék &-klikk. Cseréljitk most fel e két szint!
Ekkor egy R(n; k) csucsu teljes grafban van kék n-klikk, vagy piros k-klikk, vagyis R(k; ) < R(n; k), hiszen
R(k; n) az ilyen tulajdonsdgu teljes grifok kozul a legkisebb méret(inek a cstcsszdma.

Ugyanezen gondolatmenettel adédik az is, hogy R(n; k) < R(k; n). Ebbdl viszontadddik, hogy R(n; k) =
R(k; n). O

Az1.76. tétel és az 1.77. dllitdsbol kovetkezik példdul, hogy R(4;3) = 9 éreékét is ismerjiik.

A nagyobb paraméteri Ramsey-szimok meghatdrozdsa napjainkban is komoly kombinatorikai problé-
ma, f8ként az drlds (R (n; n) alaka) Ramsey-szimok meghatdrozdsa nehéz. R(4; 4) értéke még ismert, ugyan-
akkor mir R(5; 5) és R(6; 6) értékét sem ismerjiik. A teljes grafok lehetséges szinezések szima z-ben exponen-
cidlisnal gyorsabban névekszik, igy a lehetséges szinezések vizsgilata jelenleg szimitégépes algoritmusokkal
is kezelhetetlen. Erdds P4l*, magyar matematikus a kévetkez8képpen szemléltette a szimitdsi nehézségeket:

"Kepzeljiik el, hogy az embernél sokkal hatalmasabb idegen faj landol a Foldon, és az R(5; S)értéket kove-
telik, vagy elpusztitjak a bolygot. Ebben az esetben hadra kéne fognunk minden szamitdgépet és matematikust,
hogy megtaldljuk az értéket. De tegyiik fel, hogy ebelyett az R(6; 6) értékére kivincsiak; ebben az esetben minden
erdnkkel meg kéne probalnunk legydzni dket.”

A Ramsey-szdmok vizsgdlata napjainkban is alsé, illetve felsé korltok feldllitisdrdl sz6l. A fentiek alapjin
egy lehetséges fels6 korlatrdl szdl a kovetkezd, Erd8s Pl és Szekeres Gyérgy24 dltal bizonyitott tétel.

P Erdés Pal (Budapest, 1913. médrcius 26 - Varsd, 1996. szeptember 20.) magyar matematikus. A 20. szdzad egyik legkiemelke-
débb matematikusa. A matematika szinte minden 4gdban alkotott, de f6ként szimelméleti, kombinatorikai, grifelméleti, halmaz-
elméleti, illetve analizis- és valészintségszdmitds-beli kutatdsai kiemelkeddek. Jellegzetes, dllanddan utazé életmédot folytatott, a
matematika igazi katalizdtoraként rengeteg emberrel dolgozott egyiitt.

24Szekeres Gyorgy (Budapest, 1911. mdjus 29. - Adelaide, 2005. augusztus 28.) magyar-ausztrdl matematikus. Féként kombi-
natorikdval, grifelmélettel foglalkozott.
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1.78. Tétel (Erds—Szekeres). Minden n; k € Z.", n; k > 2 esetén

R(nsk) < (” : k . 2).
Bizonyitds. El8szor megmutatjuk, hogy
R(n;k) < R(n—1;k) + R(ns b — 1). (1.3)

Az 1.74. tétel bizonyitisinak gondolamtenete megismételhetd. Szinezziik ugyanis piros és kék szinnel egy
R(n—1; k) +R(n; k—1) cstcsu teljes grif éleit, és legyen P a grif tetszbleges cstics. Legyen a P-bdl piros élekkel
elérhetd csticsok halmaza 4, a kék éllel elérhetd csticsok halmaza B. Mivel | 4| +|B| = R(n—1; k) +R(n; k—1),
ezért | A| < R(n — 1; k) vagy |B| = R(n; k — 1) valamelyike teljestil.

Ha | 4| < R(n - 1; k), akkor az 4 4ltal meghatdrozott grifban vagy van piros » — 1-klikk, vagy van kék
k-klikk. Utdbbi esetben készen vagyunk, el6bbi esetben P csticsot A pontjaival 6sszekotve piros z-klikket
kapunk.

Ha |B| = R(n; k — 1), akkor a B 4ltal meghatirozott grifban vagy van piros n-klikk, vagy van kék & —
1-klikk. El&bbi esetben készen vagyunk, utdbbi esetben P cstcsot B pontjaival 6sszekotve kék k-klikket
kapunk.

A Ramsey-szimok definiciéjabdl igy kovetkezik, hogy (1.3) teljestil.

Ezutin 7 + k = m-re vonatkozé indukciét haszndlunk. Az 1.76. tétel 1. és 2. pontja alapjin R(n;2) = n
és R(2; k) = k. Tegyiik fel most, hogy minden olyan #, m pérra, melyre # + £ = m teljestl,

R(us ) < (n+k—2)

n—1

igaz. Ekkor, han + k = m + 1, akkor (1.3) és az indukcids feltétel szerint

+k£-3 +k-3 +k-2
R(n;/e)sR(n—l;/e)+R(”;/€—1)S(nn_z )+(nn_1 )Z(nn—1 )

a binomidlis egytitthaték additiv tulajdonsdga alapjéin. Ezzel a tételt beldttuk. O
Példak

1.79. Példa. Mutassuk meg, hogy egy hat tagt tirsasigban van hirom olyan ember, akik koziil birmely
kettd ismeri egymdst, vagy van hdrom olyan ember, akik koztl egyik sem ismeri a masikat!

Megoldds: Szemléltessiik a kapcsolatokat a kovetkezd graffal: legyenek a graf csticsai az emberek, éslegyen
két csucs éllel Gsszekotve, ha a csicsoknak megfelel emberek ismerik egymdst. Az 1.72. illitds szerint e hat
pontt grifban vagy van hiromszog, vagy a komplementerben van hdromszég. Ez éppen azt jelenti, hogy van
hérom olyan ember, akik koziil birmely kettd ismeri egymdst, vagy van hdrom olyan, hogy egyik sem ismeri
a mdsikat.

1.80. Példa. Bizonyitsuk be, hogy hat irraciondlis szim koziil mindig ki lehet vdlasztani hdrmat ugy, hogy
a kivélasztottak koziil birmely kett8 6sszege irraciondlis!
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Megoldis: Szemléltessiik a szimok kozti kapcsolatot a kovetkezd gréffal: legyenek az irraciondlis szimok
egy graf csticsai, és kosson Ossze két szdimot €l, ha a két szdm Gsszege raciondlis. Ha megmutatjuk, hogy e
grifban nincs hdromszog, akkor az 1.72. dllitds a komplementer gréfban kell lennie, ami éppen azt jelenti,
hogy van hdrom olyan irraciondlis szim, melyek koziil birmely kett8 sszege irraciondlis.

Tegytiik fel indirekt, hogy a grifban van hiromszdg, azaz létezik hdrom olyan irraciondlis szim (legyenek
x, 9, 2), amelyek koziil birmely kett 6sszege racionilis:

x+y=7rn€Q (1.4)
y+z=nrn¢€Q
x+z=n¢€Q

Vonjuk ki egymdsbdl az (1.4) és az (1.6) egyenleteket:
y-r=n-n (L.7)

Adjuk 6ssze az (1.5) és az (1.7) egyenletet:

Bntn-n
y=ntn-n < y="—7—¢cQ,

hiszen a raciondlis szimok halmaza az 6sszeaddsra, kivondsra és osztdsra nézve zirt. Ez ellentmondds, hiszen
y € QF, vagyis kezdeti feltevésiink helytelen volt. A grifban tehdt nincs hdromszdg, és a fentiek értelmében
az 4llitdst beldttuk.
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